
Известия Гомельского государственного университета 
имени Ф.Скорины, №2(47), 2008

УДК 512.542

^ ^ -к р и т и ч е с к и е  ф ормации

В. Г. С а ф о н о в

Все рассматриваемые группы предполагаются конечными. Мы придерживаемся 
терминологии принятой в [1 , 2].

В теории насыщенных формаций, при изучении внутреннего строения форма
ций, их классификации, важную роль играют так называемые минимальные насыщен
ные не f j-формации [3] (или критические формации [4]). Напомним, что насыщенная 
формация # £  называется минимальной насыщенной не ^-формацией, если все соб
ственные насыщенные подформации # содержатся в классе групп $). Задача изучения 
формаций такого рода впервые была поставлена Л.А.Шеметковым на VI симпозиуме 
по теории групп [3]. В классе насыщенных формаций ее решение получено А.Н.Скибой 
в работе [5], где дано описание минимальных насыщенных не ^-формации для любой 
формации ft классического типа (формация называется формацией классического типа, 
если она имеет такой локальный экран, все неабелевы значения которого насыщенны).

Общие подходы к изучению минимальных r -замкнутых тотально насыщенных 
не ^-формаций, а также описание разрешимых минимальных тотально насыщенных не 
0Т!Г'-формаций изложены в [2] (ОТ™ — формация всех разрешимых групп нильпотентной 
длины < т). Позднее, автором [6-9] изучались минимальные т-замкнутые тотально 
насыщенные не ^-формаций для некоторых конкретных классов групп f).

В настоящей работе получена общая теорема, дающая описание ^^-критических 
формаций для любой т-замкнутой тотально насыщенной формации Sj.

Напомним, что всякую формацию групп называют 0-кратно насыщенной. При 
п > 1 формацию S' называют п-кратно насыщенной, если она имеет такой локальный 
экран, все непустые значения которого — (п — 1)-кратно насыщенные формации. Форма
цию n-кратно насыщенную для любого целого неотрицательного п называют тотально 
насыщенной.

Подгрупповым функтором [2] называют отображение т сопоставляющее каждой 
группе G такую систему ее подгрупп r(G ), что: 1 ) G 6 t (G); 2 ) для любых групп 
Н £ т(А) и Т Е г  (В )  и любого эпиморфизма ip : А —> В  имеет место Н *  G т(В) и 
Г * ”1 G т(А).

Тотально насыщенную формацию $  называют т-замкнутой, если r(G ) С $  
для любой группы G G r -Замкнутую тотально насыщенную формацию $  называ
ют минимальной т-замкнутой тотально насыщенной не $)-формацией (или, иначе, 
5)^-критической) , если $  % S), но все собственные т-замкнутые тотально насыщенные 
подформации из $  содержатся в классе групп

Пусть f) — r -замкнутая формация. Группа G называется г-минимальной не Sj- 
группой, если G $  S), но Н  6 $) для любой собственной подгруппы Н  из r(G ).

Для всякой совокупности групп ОЛ через i^formSDt обозначают т-замкнутую 
тотально насыщенную формацию, порожденную классом групп Ш, т.е. пересечение 
всех т-замкнутых тотально насыщенных формаций, содержащих 9Л. Бели Ш  =  {С }. 
то /^formG называют однопорожденпой  т-замкнутой тотально насыщенной форма
цией. Для любых r -замкнутых тотально насыщенных формаций 971 и 5) полагают 
Ш  — /J0form(37lU$j). Частично упорядоченное по включению С множество всех т-
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замкнутых тотально насыщенных формаций с операциями и П образует полную 
решетку. Формации из называют Г^-формациями. Экран, все непустые значения 
которого ^-формации, называют Г^-значным. Если £  — /^-формация, то через $ ^ 
обозначают её минимальный l^ -значный локальный экран.

Для произвольной последовательности простых чисел pi,p2) • • • ,Рп и всякой со
вокупности групп X класс групп ХР1Р'2"‘Рп определяют следующим образом:

1) Xpi -  (A /F P1(A)\A G X); 2) 3™ .. .Pn =  (A /F Pn{A)\A Е ЭР1* - * * - 1).
Последовательность простых чисел рьрг, ■ ■ ■ ,Рп называют подходящей для X, 

если pi Е 7г(3£) и для любого г Е { 2 , . . .  ,п }  число pi Е тт(ХПР2" Р{~1). Множество всех 
подходящих для X последовательностей обозначают через Р(Х). Символом Р "(£ ) обо
значают совокупность всех таких последовательностей р1 ;р2, . . .  ,р п из Р (£ ), у которых 
Pi pi+1 при всех г Е { 1 , . . . ,  п — 1}.

Пусть p i,Р2 , . . .  ,р п — некоторая подходящая для 5  последовательность. Тогда 
^-значный локальный экран Ъ^РхРъ • • -Рп определяют следующим образом:

1) ZloVi = G M p i) )^ ;
2) dloP l . . . Pn =  GJSoPl • • • P n -l(P n ))« -
Сформулируем в виде следующих лемм некоторые известные результаты теории 

формаций, используемые в работе.
Лемма 1 [2, с. 33]. Пусть $  = formX, где X — непустой класс групп. Тогда 

если / — минимальный Ц^-значный экран формации то справедливы следующие 
ут верж дения:

1) 7 г ( £ )  =  7 г ( г ? ) /

Ю f(p )  — %1о(р ) =  Г М  при &сех простых числах р;
3) если h — произвольный l^ -значный экран формации то при любом р Е п(Х) 

имеет место

Д р) =  i«form(i4|i4 Е h(p) р|У, Ор{А) =  1).

Частным случаем теоремы 2.5.2 [2, с.94] является
Лемма 2. Пусть — т -замкнутые тотально насыщенные формации, £  <2 

Н — канонический экран формации $). Тогда $  является критической формацией 
в том и только в том случае, когда $  — /^formG, где G — такая монолитическая 
т-минимальная не $)-группа с монолитом Р  =  , что для всех р Е 7Г(Р) формация 
d id ? )  СН {р))т00-критична.

Лемма 3 [2, с. 32]. Пусть $  — непустая т-замкнутая формация. Тогда в том 
и только в том случае формация $  тотально насыщена, когда для любого р Е Р имеет 
место с  г .

Лемма 4 [1, с. 79]. Локальная формация $  имеет единственный максимальный  
внутренний локальный экран f , причем / удовлетворяет условию f(p )  — yipf(p) для 
любого простого числа р.

Лемма 5 [9]. Пусть G — монолитическая группа, R =  Soc(G) — неабелева 
группа. Тогда $  =  Z^formG' имеет единственную максимальную Г^-подформацию Ш ~ 
&n(R)ll0fo rm ({G /R }\ jX )i где X — совокупность всех собственных т-подгрупп группы 
G. В частности, &n(R) С УЛ С 5”.

Лемма 6 [1, с. 168]. Пусть $  и Sj — формации, причем локальна и G — 
группа минимального порядка из $\ $ j. Тогда G монолитична, ее монолит совпадает  
с Gя и если G® -  р-группа, то G  ̂ =  C q{G л) =  FP(G).
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Лемма 7 [1, с. 171]. Если в группе G имеется лишь одна минимальная нор
мальная подгруппа и Ov{G ) =  1 (р — некоторое простое число), то существует точ
ный неприводимый Рр[С]-модуль, где Fv — поле из р элементов.

Лемма 8 [2, с. 29]. Если $  — L F ( f ) и G /O p(G) £ /(р) П& то G £ $. 
Доказательство следующей леммы аналогично доказательству леммы 15 работы

[10].

Лемма 9. Пусть G — такая монолит,ическая группа, что Р  — Soc(G) — абелева 
р-группа. Тогда если Р  $(G ), то Z^formG = 0Tp^form(G/F).

Лемма 10. Пусть Sj — г-замкнут ая тотально насыщенная формация, Н — ка
нонический спутник формации $), р — простое число. Тогда если 1Ц.огтК  — (Н(р))10- 
критическая формация, где К  — группа минимального порядка из Я)\Н(р) и G =  [Р]К, 
где Р  = С с{Р ) — минимальная нормальная р-группа, то G — монолитическая т- 
минималъная не S)-группа и $  = Z^formG — f )^ -критическая формация.

Доказат ельст во. Пусть G группа из условия леммы. Допустим, что группа G 
не является т-минимальной не группой и пусть Н — такая собственная г-подгруппа 
группы G, что I I  ф 5).

Допустим, что Я  — максимальная подгруппа группы G. Тогда если Р  (£ //, то 
H P  =  G и Р  Г) Н =  I. Значит, II  ~  Н /II  П Р  ~  Н Р /Р  =  G/ Р  ~  К  £ Sj. Противоречие. 
Следовательно, Р  С Н. Поэтому P H  — Н. Поскольку Н /Р  — Н Р /Р  £ r ( G /P )\ {G /P }  
и Я(р) — r -замкнутая формация, то Н /Р  £  Я(р). Значит, Н н >̂ С Р  £ 0?р. Поскольку 
Н{р) =  01рЯ(р), то Н £ Н(р) С fj. Противоречие.

Таким образом, Н  не является максимальной подгруппой группы G. Заметим 
также, поскольку I I P /P  £ r (G /P ) ,  то если Н Р /Р  £ r (G /P )  \ {G / Р }  имеем Я / Я  П 
Р  ~  Н Р /Р  £ Н(р). Значит, Н н С Р  £  Последнее влечет Я  £ Н(р) С 5). 
Противоречие. Поэтому Н Р /Р  =  G P /P . Следовательно, H P  =  G.

Пусть М  — такая максимальная подгруппа группы G, что Я  С М. Тогда М Р  — 
G и Р  % М. В силу максимальности подгруппы М  имеем М  П Р  =  1 . Откуда

м  =  M n G  =  М П  H P  =  Н (М  п Р) =  я .

Противоречие.
Таким образом, Я  £ Sj и G — монолитическая г-минимальная не fj-rpynna. 
Кроме того, поскольку G /F pQ =  G/ Р  ~  К  £ S) \ Н (р), то G  ̂ Sj и Р  =  G 

Пусть 5" =  /^forinCj. Тогда по лемме 1 имеем \5%о(р) =  l̂ 0form (G /Fp(G)) — l^ form K . 
Следовательно, dlo(p) — (Я  (р))^-критическая формация. Применяя теперь лемму 2 
получим, что 5  __ 1о~критическая формация. Лемма доказана.

Лемма 11. Пусть G — монолитическая группа, Р  — Soc(G) — неабелева группа. 
Тогда $  =  /^forrnG =  &n^p)ll0ionnG .

Доказат ельст во. Пусть G группа из условия леммы. J  =  ^formG. Обозначим 
через X формацию &ъ{ру5- Допустим, что X <2 $  и пусть А — группа минимального 
порядка из X \ Тогда А — монолитическая т-минимальная не ^-группа с монолитом 
R — А5. Поскольку А £ © 7г(я)$, то R  — абелева r-группа для некоторого простого числа 
г из 7г(Р). Значит, А £ 01^.

В силу леммы 1 dlo(r ) ~  ^form (G/Fr(G) =  /^formG. По лемме 3 имеем

^гЗГто(7’) = Olr/^formG С 5  =  /^formG.

Следовательно, 01,-# =  3  и А £ Противоречие.
Таким образом. $  — /^formG — ©^(p^formG. Лемма доказана.
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Теорема 1. Пусть $  и Sj — т-замкнутые тотально насыщенные формации, 
5  % £)■ Тогда и только тогда $  — минимальная т-замкнутая тотально насыщенная 
не f ) -формация, когда J  = /^formG, где G — такая монолитическая т-минимальная 
не f j - группа с монолитом Рх =  G*>, что выполняется одно из следующих условий:

1) G — Р\ — группа простого порядка р £ 7r(f>);
2) Pi — неабелева группа и 6 7r(p1)^form ({G /Pi} UX) С где X — совокупность 

всех собственных г-подгрупп группы G;
3) G =  [Pi]([P2] . . .  (|Pm]iV). . .); где Pi — самоцентрализуемая минималь

ная нормальная подгруппа в [Pj]([Pi+1] . . .  ([Pm]iV). . . )  при всех г =  1 а N 
либо группа простого порядка q g  ■ ■ ■ Pm-i(Pvi)), либо такая моноли
тическая т-минимальная не Ж р^^ рх ■■ -Pm-xiPm)-группа с неабелевым монолитом 
R, что рт tfz R  совпадает с .. .p m_i(pm)-корадикалом группы N и 
&n(R)ll0f° rm ({N /R }U £ )  С yipnfiloP i. . .  Рт-х{Рт), где £  — совокупность всех собствен
ных т-подгрупп группы N.

Д оказат ельст во. Необходимость. Пусть $  — минимальная т-замкнутая тоталь
но насыщенная не ^(-формация. Тогда в силу леммы 2 5 =  ^form Pi, где р  — такая мо
нолитическая т-минимальная не ^-группа с монолитом Pi = P f , что для всех р G тт{Р\) 
формация д1о(р) (Н(,Р)Уоо-критична.

Ввиду леммы 4 Н(р) = <У1р^10(р) для любого простого числа р.
Пусть pi е 7г(Pi). Предположим, что р х 7r(f>). Тогда Н (рх) =  0 . Поэтому 

3£o(Pi) =  (х)- ВвиДУ леммы 1 dlo(Px) = ^form (Pi/PPl(Pi)). Значит, PPl(Pi) =  Рь По
скольку группа F\ монолитична, а также р\ в 7r(Pi), заключаем, что F\ — Р\ — группа 
простого порядка pi. Таким образом, группа Pi удовлетворяет условию 1) теоремы.

Пусть теперь р х G 7Г(Sj). Предположим, что 1\ — неабелева группа. Тогда ввиду 
леммы 5 формация $  имеет единственную максимальную r -замкнутую тотально на
сыщенную подформацию @ 7r(p1)/J0form({Pi/Pi} U 3£i), где Xi — совокупность всех соб
ственных r -подгрупп группы Pi. Поскольку по условию ^ ~~ минимальная г-замкнутая 
тотально насыщенная не ^-формация, то 6 7Г(р1) /^form({F\ /1\ } UX i ) С $). Следователь
но, имеет место условие 2) теоремы.

Допустим теперь, что Pi — абелева pi-rpynna. Так как S) — насыщенная форма
ция, то Pi % $ (P i). Ввиду леммы б имеем Pi =  C f1(Pi) =  FPl (P i)•

По лемме 1 dloiPi) =  V o un( ^ i / ■ Поскольку 3 ^ (Pi) — минимальная 
r -замкнутая тотально насыщенная не //(р^-формация, то в силу леммы 2 dlo(Pi) ~ 
/̂0form(Pi/PPl(Pi)) — /^formGi, где Gi — т-минимальная монолитическая не Н(рх)- 
группа с монолитом Р2 =  G ^ Vl\ Ввиду того, что H (pi) =  'TlP i Jc(pi) заключаем, что 
Р2 не является ^-группой.

Так как G] — монолитическая группа и 0 Pl(G i) =  1, то по лемме 7 существует 
точный неприводимый FPl [G'ij-модуль W, где FPl поле из р х элементов. Пусть Р2 = 
[W]Gx. Тогда 0 P1(F2) =  РР1 (Р2) =  W. Поскольку P2/0P1 (P2) ~  G x е  ^ ( p i ) ,  то в силу 
леммы 8 группа Р2 принадлежит формации Поэтому /^formP2 С Так как при 
этом, F2/F Pl(F2) ^ G i £  9TPl^^o(pi), ТО Р2 £ S). Поэтому $  =  ^form P2.

Покажем, что группа Р2 удовлетворяет условию 3) теоремы. В силу леммы 10 
группа Р2 является r -минимальной не i)-группой.

Пусть р2 Е тг(Р2)- Предположим, что р2 ^ тг(Н(рх)). Тогда поскольку Н (рх) — 
% ^ Toc(Pi)> ТО р2 Ф Рх, р2 i  Trifiloipi)) и ^ p i { p 2) =  0 . Но 3£,(pi) — (К р гЪ М У ос-  
критическая формация. Поэтому ^loPiiPi) =  (1)- Ввиду леммы 1 5^oPi(p2) = 
ZJ0form(Gi/PP2(G1)). Значит, FP2{Gi) — G\. Поскольку группа G’i монолитична, а также 
р2 G 7г(Р2), то Gi =  Р2 — группа простого порядка р2.
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Таким образом, группа Р2 удовлетворяет условию 3) теоремы.
Пусть теперь р2 £ 7г(Я(р)), Предположим, что Р2 — неабелева группа. Тогда 

ввиду леммы 5 формация /̂0formG'2 имеет единственную максимальную т-замкнутую 
тотально насыщенную подформацию 6 Л;р2)/^form({G'-j/ Р2 } U Х 2), где Х2 — совокуп
ность всех собственных r -подгрупп группы G\. Поскольку ^form Gi — минимальная 
r -замкнутая тотально насыщенная не УХР1 (рх)-формация, то 6  тг (р2) ̂  fо г m ({ G 1 / / 2 } U 
Х2) С OTPlioSo(Pi)- Заметим также, что р\  ̂ тг(Р2), поскольку в противном случае по 
лемме 11 имеем /^formG'2 =  &п(р2)^form G2. Так как по лемме 9 $  =  0TPl^form G 2, то 
г? Я  ormG2. Но ^form G 2 Q Противоречие. Следовательно, pi п (Р2) и мы снова 
заключаем, что группа Р2 удовлетворяет условию 3) теоремы.

Допустим теперь, что Р2 — абелева р2-группа. Так как Н{р\) — ^ ^ ^ ( p i )  — 
насыщенная формация, то Р2 <2 <5>(Gi). Ясно, также что р г ф р2 и Р2 =  С сх(Р2) — 
PP2(Gi). Поскольку ^ ( Pl) — минимальная r -замкнутая тотально насыщенная не Я  (р е
формация , то в силу лемм 1 и 2

3^oPi(P2) =  ^ f orm(Gi/FP2(G i )) =  lT00fovmG2,

где G2 — такая монолитическая r -минимальная не У1Р2S)lQpi(p2)-ipyri 11 а с моноли
том Рз =  Q^P2^ooP^P2)  ̂ что дЛЯ всех р £ 71-(рз) формация dloP lP 2('P ) является 
(Olp^^P! р2 (р)) ̂ -критической.

Поскольку G2 — монолитическая группа и 0 P2(G2) =  1 , то в силу леммы 7 су
ществует точный неприводимый FP2[G2]-модуль V, где РР2 поле из р2 элементов. Пусть 
М  = [V]G2. Ввиду леммы Ю М  — монолитическая т-минимальная не ^ ^ ^ ( p i ) ^ -  
груипа (Pi) =  ^form M  и является (9tpjSj^(Pi)So-критической формацией. Так 
как pi ф р2, то для группы М существует точный неприводимый РР1 [М]-модуль D. 
Пусть Р3 =  [D]M. Тогда применяя лемму 10 получим, что Р3 — монолитическая т- 
минимальная не ^-группа и 5  =  ^form P3.

Пусть рз € 7г(Р3) . Проводя для группы G2 аналогичные рассуждения как и для 
группы Gi получим, что в случае когда р3  ̂ 7г (9\ ,3 fj^pipo (р3)) ; а также если р3 6 
7г(ОТрз5з̂ 0РхР2 (р3)) и Р3 — неабелева группа, то группа Рз удовлетворяет условию 3) 
теоремы. Если же Р3 — абелева р3-группа и р3 € 7г(СЯРз55SoPiP2 (Рз)), то р3 ф р2 и Р3 =
Gg2(P3) =  PP3(G2).

Поскольку д1оР1Р2(рз) — минимальная r -замкнутая тотально насыщенная не 
% 2 ? > TooPi (р2)-формация, то в силу лемм 1 и 2

5 ооР1Р2(Рз) =  ^form (G 2/Pp3(G2)) =  /^formG3,
/--у 7~) ^ooPl (Р2)где G3 — такая r -минимальная монолитическая группа с монолитом jr4 =  G3 ,

что для всех р е  7г(Рз) формация tf^Pi р2р3(р) является (01pf)^pip2p3(р)^-критической.
Путь р4 е 7г(Р4). Рассуждая для группы G3 также как и для группы G2 мы по

строим группу Р4 порождающую формацию 5 и в  случае если р4 ^ 7г(01р3^^оР1Р2(Рз)), а 
также если р3 6 7Г (9tp3Sj^PiPi (рз)) и Р3 — неабелева группа, удовлетворяющую условию
3) теоремы, и т.д. Так как формация 5  порождается конечной группой, то продолжая 
этот процесс на некотором шаге m  мы получим, что

d lcP m  ■ ■ -Pm-l(Pm) =  llofovmN,

где N  — такая монолитическая r -минимальная не ^ р^ ^ Р гР я  .. .pm_i(pTO)-rpynna с мо
нолитом R, что для q е 7г(Р), либо g  ̂ 7г(ОТрт й^Р 1р2 .. .pm-i(Pm)) и N  — группа про
стого порядка q, либо q 6 ^(ОТрз^^раРг .. .pm-i(pm)) и рто  ̂ тг(Р), Я — неабелева группа 
совпадающая с OflPmiô 0pip2 .. .pm_i(pm)-корадикал ом группы N.
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Поскольку $loPiP2 • •.Pm—iiPm) — минимальная r -замкнутая тотально насыщен
ная не 'У1Р2$)т00Р1Р2 ■ ■ ■ Pm-i{Prn))-формация, то применяя леммы 10 и 2 построим моно- 
литическую т-минимальную не ^-группу Fm =  [Р1ШР2] • • • ([Pm\N) . . . ) ,  такую, что Pi 
—- самоцентрализуемая минимальная нормальная подгруппа в [Pj]([Pi+1] . . .  ([Pm]N ) . . . ) 
при всех г — 1 , . . . ,  т, при этом £  =  /^formF и группа Fm удовлетворяет условию 3) 
теоремы.

Достаточность. Пусть 5  — /^forrnG — формация из условия теоремы. Предпо
ложим, что группа G удовлетворяет условию 1 ). Тогда £  =  У\р. Так как (1 ) — един
ственная r -замкнутая тотально насыщенная подформация 5  и (1) С Sj ф 0, то 5  — 
^^-критическая формация.

Пусть теперь группа G удовлетворяет условию 2 ) теоремы. Тогда в силу лем
мы 5 формация ^ имеет единственную максимальную т-замкнутую тотально насыщен
ную подформацию © 7Г (Pi) ̂  for in ({ G/ р { } и £ ) ,  где X — совокупность всех собственных 
r -подгругш группы G. Так как по условию ©7r(p1)/J0form({G7Pi} U X) С то $  — ми
нимальная r -замкнутая тотально насыщенная не ^-формация.

Рассмотрим теперь случай когда группа G удовлетворяет условию 3) тео
ремы и пусть N — группа простого порядка q $  ^{^pm^loPi ■ ■ -Pm-i(Pm))- Тогда 
ftloPl ■ ■■Pm-lPm(q) =  0. Так как при ЭТОМ . ..Pm-lPm(q) =  (1) И Я^ру . . .р т~\Рт 
— минимальный /^-значный спутник формации B^Pi ■ ■ .p m-i{Pm), то ввиду леммы 2 
SooPi.. -Pm-iiPm) — / f̂ormTV — минимальная r -замкнутая тотально насыщенная не 
WpnfiloPi ■ • .р т - 1 (рт))-ф0рмация. Применяя теперь леммы 2 и 7 получим, что £  = 
/̂0form([Pi]([P2] . . .  ([Pm]N ) . . . ) )  — минимальная r -замкнутая тотально насыщенная не 
^-формация.

Пусть теперь R — неабелева группа. Тогда по лемме 5 формация Ъ^Рх ■ ■ ■ Рт-\(Рт) 
Inform N  имеет единственную максимальную r -замкнутую тотально насыщенную под
формацию ЯЯ =  6 7r(p)^fbrm({TV/P} U X), где X — совокупность всех собствен
ных г-подгрупп группы N. Так как по условию С .. .p m-i(pm ), то 
dloPi ■ ■ •Pm-iiPm) =  llo^ovmN — минимальная т-замкнутая тотально насыщенная не 
^Pm^ooPi • • -Р т - 1 (Рт)-формация. Привлекая теперь леммы 2 и 7 снова заключаем, что 
$  =  /Jcform([P1]([P2] . . .  ([Pm]iV). . . ) )  — минимальная r -замкнутая тотально насыщенная 
не ^-формация. Теорема доказана.

Используя лемму 9 приведем другую формулировку теоремы 1.
Теорема 2. Пусть $ и $) — г-замкнут ые тотально насыщенные формации, 

■5 Я: & ■ Тогда и только тогда $  — минимальная т-замкнутая тотально насыщенная 
не Sj-формация когда $  удовлетворяет одному из следующих условий:

1 ) # =  ^form G, где G — такая монолитическая г-минимальная не ^-группа 
с неабелевой минимальной нормальной подгруппой Р  = G**, что справедливо включе
ние e w(p)^form ({G/P} U 3£) С S), где X — совокупность всех собственных т-подгрупп 
группы G;

2 ) 3  =  Жр19*р2 ■ • • mPn, где Pi,Ps, ■ • • ,Pn-i €  Р п~1(Ъ) u Pn & A ^loPiPi • . .p n-\{pn));
3) Ъ — • • -^pn^^rm G, где P\,P2 , ■ ■ ■ ,pn £ P n(fi), a G — такая моноли

тическая группа с неабелевой минимальной нормальной подгруппой Р , что Р  совпа
дает с ЪжРъ-Ръ ■ ■ ■ Pn-i(Pn)-корадикалом группы G, рп тг(Р) и © 7r(p)/J0form(P/P) С 
Ь ТооР1Р2- ■ -Pn-l(Pn)-

Доказанная теорема 1 имеет многочисленные следствия. В частности, имеют ме
сто

Следствие 1 [2, с. 94]. Пусть $  — разрешимая формация. Тогда в том и 
только в том случае $  — минимальная тотально локальная не У1т-формация, когда
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5  =  ZooformG, где G — [Р1ШР2] • ■ • ([Рт ]Л0 . . . )  — минимальная не -группа, Pi — 
самоцентрализуемая минимальная нормальная подгруппа в [Pi]([Pi+1] . . .  ([Pm}N ).. .)  
при всех г =  1 , . . . ,  т и N  — группа простого порядка.

Следствие 2 [2, с. 94]. Пусть $  — разрешимая формация. Тогда в том и 
только в том случае 5  — минимальная тотально локальная не У1т -формация, когда 
£  =  . . .  9ТРт+1 для некоторой последовательности р\,р2, . .. ,р т +1 из Рт+ 1 (39.

Следствие 3 [9]. Пусть 3  — 1^-формация. Тогда и только тогда $  — ми
нимальная т-замкнутая тотально насыщенная неразрегиимая формация, когда £  = 
^formG, где G  — такая монолитическая т-минимальная неразрешимая группа с неа
белевым монолитом Р, что группа G jP  разрешима.

Следствие 4. Пусть $  и — т-замкнутые тотально насыщенные формации, 
причем формация $  разрешима и $  <£_ S). Тогда и только тогда $  — критическая 
формация, когда $  — минимальная тотально насыщенная не У1т -формация для неко
торого подходящего натурального т.

Приведем несколько следствий теоремы 1 для некоторых конкретных подгруп- 
повых функторов т.

Пусть т — единичный подгрупповой функтор, т.е. r(G ) =  S(G) — совокупность 
всех подгрупп группы G. Тогда имеет место

Следствие 5. Тогда и только тогда $  — минимальная наследственная то
тально насыщенная неразрешимая формация, когда £  =  l^ ovm G , где G — простая 
неабелева минимальная неразрешимая группа.

Пусть r{G ) — Sn(G) — совокупность всех нормальных подгрупп группы G.
Следствие 6 . Тогда и только тогда $  — минимальная нормально наследствен

ная тотально насыщенная неразрешимая формация, когда $  =  /̂ ‘forrriG, где G  — про
стая неабелева группа.

Если г  — тривиальный подгрупповой функтор, т.е. t (G) =  {G } из теоремы 1 
вытекают

Следствие 7 [б]. Пусть $  — тотально насыщенная формация. Тогда и т оль
ко тогда $  — минимальная тотально насыщенная неразрешимая формация, когда 
$  — ZooformG', где G — такая монолитическая группа с неабелевой минимальной нор
мальной подгруппой R, что группа G /R  разрешима.

Следствие 8 [7]. Пусть $  и X — тотально насыщенные формации, причем 
X С 01. Тогда и только тогда $  — Хоо -критическая формация, когда выполняется 
одно из следующих условий:

1) Ъ =  ОТр, где р £ к(Х );
Ю ■$ — OTpOtg для некоторых различных простых чисел р и q из п(Х).
Следствие 9. Пусть $  и Sj — тотально насыщенные формации, $  % S). То

гда и только тогда $  — минимальная тотально насыщенная не -формация, когда 
$  — /ooformG, где G — такая монолитическая группа с монолитом Pi =  G^, что 
выполняется одно из следующих условий:

1) G =  Р\ — группа простого порядка р  ̂ 7г(5з);
2) Р\ — неабелева группа и @ 7r(p1)Z00form(G/Pi) С S);
3) G =  [PiKfA] • • • ([-fm]A0 . . . ),  где Pi — самоцентрализуемая минимальная нор

мальная подгруппа в [Pj]([Pj+i]. . .  ([Pm\N) . . . )  при всех г =  1 , . . . ,  т, а N  либо группа 
простого порядка q $  7r(0tpm̂ ooPi • • •Pm-i(Pm)), либо такая монолитическая группа 
с неабелевым монолитом R, что рт п (R), R совпадает с 0tPmi0ooPi • • ■ Pm-i(Pm)- 
корадикалом группы N и &n(ji)l00form (N /R ) С <Я Ргп̂ 00р 1 .. -Pm-iiPm)-
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Abstract. The article deals with finite groups. Every formation is О-multiply saturated. A 
formation is called n-multiply saturated (n >  1) if ^ =  L F ( f ) where all non-empty values 
of / are (n — l)-multiply saturated formations. A formation J  is called totally saturated if 
it is n-multiply saturated for any natural number n.

Let for any group G, r{G ) be a set of subgroups of G such that G £ t (G). Then we 
say following A.N.Skiba that r  is a subgroup functor if for every epimorphism ip : A —> В  
and any groups I I  £ t (A) and T  £ r (B )  we have H^ £ r (B)  and T^-1 £ t (A).

A class of groups $  is called r-closed, if r(G') С $  for all G £ $.
A r-closed totally saturated formation J  is called a minimal r-closed totally saturated 

non-^-formation (or an fj^-critical formation) if # <2 ft but all proper r-closed totally 
saturated subformations of 5  are contained in f>.

The paper presents the description of minimal r-closed totally saturated non-in
formations for every r-closed totally saturated formation #.

Литература

1 . Шеметков, Л.А. Формации алгебраических систем / Л. А. Шеметков, А. Н. 
Скиба // М.: Наука, 1989.

2. Скиба, А.Н. Алгебра формаций / А. Н. Скиба // Мн.: Беларуская навука,
1997.

3. Шеметков, Л.А. Экраны ступенчатых формаций / Л. А. Шеметков // Тр. VI 
Всесоюзн. симпозиум по теории групп. -  Киев: Наукова думка, 1980. -  С. 37-50.

4. Скиба, А.Н. О критических формациях / А. Н. Скиба // Изв. АН БССР. Сер. 
физ.-мат. наук., 1980. -  JY2 4. -  С. 27-33.

5. Скиба, А.Н. О критических формациях / А. Н. Скиба / / В  кн.: Бесконеч
ные группы и примыкающие алгебраические структуры. Киев: Ин-т математики АН 
Украины, 1993. -  С. 258-268.

6. Сафонов, В.Г. О тотально насыщенных формациях конечной длины / В. Г. 
Сафонов // Известия Гомельского госуниверситета, 2004. — JYa 6. --  С. 150-155.

7. Сафонов, В.Г. О двух задачах теории тотально насыщенных формаций / В. Г. 
Сафонов // Докл. НАН Беларуси, 2005. -  Т. 49, JV2 5, -  С. 16-20.

8 . Сафонов, В.Г. О приводимых тотально насыщенных формациях нилыютент- 
ного дефекта 3 / В. Г. Сафонов // Известия Гомельского госуниверситета, 2005. № 4 
(31). -  С. 157-162.

9. Сафонов, В.Г. Характеризация разрешимых однопорожденных тотально на
сыщенных формаций конечных групп / В.Г. Сафонов // Сибирский матем. журнал, 
2007 - Т .  48, № 1. -  С. 185-191.

10. Сафонов, В.Г. Тотально насыщенные формации с метанильпотентным Zoo- 
дефектом < 2 / В. Г. Сафонов // Известия Гомельского госуниверситета, 2006. № 4. -
С. 166-173.

Гомельский государственный 
университет имени Ф. Скорины

Поступило 12.06.07

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ




