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В рамках кинетической модели взаимодействия когерентного излучения с плотной резонансной средой проведенo мо-
делирование процессов излучения в полупроводниковых квантоворазмерных структурах в условиях неоднородного 
уширения линий межзонного поглощения. В результате линейного анализа устойчивости равновесных состояний мо-
дели определены условия существования автоколебательного режима излучения. 
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Within the frames of the nonlinear resonant model the analysis of radiation processes stability in semiconductor laser quantum-
well structures has been conducted. At the account of light field spectrum linewidth broadening and near dipole interaction fac-
tor in condition of unhomogenious broadening of gain resonance the possibility of the arising of output self-oscillatory mode is 
theoretically predicted. 
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Введение 
Полупроводниковым системам, которые ис-

пользуются в лазерной оптике в качестве объек-
тов, генерирующих когерентное излучение, 
свойственно наличие экситонных энергети-
ческих зон. Структурные элементы этих систем 
характеризуются относительно большими значе-
ниями дипольных моментов, определяющих ве-
роятность экситонных переходов [1]. Поэтому 
полупроводниковые квантоворазмерные структу-
ры можно рассматривать как тонкие слои 
плотных резонансных сред [2] (сред с сильно 
выраженной нелинейной реакцией на поле 
распространяющегося в них резонансного излу-
чения). Для слоёв на основе таких сред даже 
субмикронной и нанометровой толщины харак-
терна резонансная нелинейность. При этом 
предсказывается возможность наблюдения опти-
ческих эффектов, в которых значима когерент-
ность светового поля и поляризационного 
отклика среды (кооперативных эффектов) [1], 
[3]. Корреляция атомных диполей устанавлива-
ется за счёт переизлучаемого ими поля. В этом 
процессе, как предполагается в [4], ближние (ло-
кальные) поля диполей оказывают cyщeствeнное 
влияние на поляризуемость активных частиц и 
на динамику излучения в квантоворазмерной 
структуре.  

Различие поляризуемостей активных частиц 
в основном и возбуждённом состояниях при ус-
ловии относительно больших по величине ди-
польных моментов может иметь существенное 
значение. Эффект нелинейного смещения фазы 
действующего на активные частицы светового 
поля, обусловленного резонансной составляю-
щей локального поля, при этом усиливается. По-
этому анализ влияния локального атомного поля 
на устойчивость энергообмена в ходе генерации 
излучения внутри полупроводниковых структур 
в условиях различия поляризуемостей частиц в 
основном и возбуждённом состояниях и связан-
ной с этим нелинейности рефракции являлся од-
ной из задач представленного ниже исследова-
ния. Учёт неоднородного уширения oптичeскoгo 
перехода, которое характерно для генерирующих 
полупроводниковых структур на основе кванто-
вых точек [5], представляет другой аспект ори-
гинальности подхода, использованного ниже при 
изучении динамики резонансного излучения.  
 

1 Основные уравнения 
Динамическая модель полупроводникового 

лазера, в рамках которой изучался энергообмен 
между излучаемым световым полем E(t) несущей 
частоты ω и средой, построена нами на основе 
традиционно используемой так называемой со-
средоточенной балансной схемы. Среда при этом 
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представляет структуру из нескольких страт, 
образованных квантовыми точками. В этой мо-
дели в амплитуду плосковолнового поля E′(t), 
действующего на активные центры и опреде-
ляющего нелинейный отклик, включается харак-
терная при учёте влияния диполь-дипольного 
взаимодействия локальная поправка: 

( ) ( ) ( )
0

' .
3

iE t E t P t
ε

= +               (1.1) 

Амплитуды полей и величина резонансной 
поверхностной поляризованности Р(t) усреднены 
по длине усиливающего элемента и квазиста-
ционарны (за время, сравнимое с периодом све-
тового колебания, изменения амплитуд поля и 
поляризованности относительно малы). В выра-
жении для резонансной поляризованности (1.1), 
кроме прямой резонансной составляющей, со-
держится также квазирезонансная: 
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В ней учтено характеризуемое величиной Δα 
различие поляризуемости в состояниях атома, 
соответствующих основному и возбуждённому 
уровням перехода, в связи с чем возможно рас-
смотрение следствий резонансной нелинейной 
рефракции. В выражении (1.2) содержатся: мо-
дуль матричного элемента дипольного момента 

12 ,μ  объёмная плотность резонансных частиц N, 
вероятностная переменная ρ(t,ω) спектральной 
составляющей поляризованности и разность ин-
версии заселённости уровней резонансного пере-
хода – n(t,ω) – в момент времени t и n0 – в на-
чальный момент времени. Динамика величин 
ρ(t,ω) и (n(t,ω) – n0) определяется на основе 
квантовомеханических уравнений матрицы 
плотности. Угловые cкобки в обозначении мате-
риальных переменных означают усреднение по 
диапазону  частот, соответствующему области 
неоднородного уширения. В результате адиаба-
тического исключения частотных компонент 
поляризованности ρ скopocтные уравнения фор-
мулируются для переменных нормированной 
комплексной амплитуды действующего поля А(τ) 
и спектральных компонент инверсной заселён-
ности n(τ,δ), которая в поставленной нами задаче 
рассматривается как концентрация экситонов:  
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В системе (1.3) амплитуда А(τ) нормирована по 
амплитуде действующего поля, соответствую-
щей насыщению: 

12 ' ,эA Eμ τ γ=  
время τ – по времени жизни экситонов: ;эtτ τ=  
аналогично нормированы остальные временные 
параметры. Величина одного из таких основных 
параметров τф – времени жизни фотона в резона-
торе, содержащем генерирующую структуру – 
кроме потерь на излучение и поглощение, зави-
сит от значений коэффициента заполнения резо-
натора и параметра оптического ограничения σ. 
В системе (1.3) содержатся также: g(Δ) – функ-
ция гауссова распределения по частоте ω12 с 
дисперсией 1/τ′, характеризующей неоднородное 
уширение вблизи центральной частоты резонан-
са ω0; γ – oдноpoдная ширина резонансной линии 

поглощения; 0
2

12

2π α γεβ
μ
Δ

=  − параметр ампли-

тудно-фазовой связи;  R = λ/2πl – нормирующий 
коэффициент  (l − длина усиливающего элемен-
та, λ − длина волны излучения), определяемый 
током накачки; α − скоростной параметр, его 
величина характеризует превышение током на-
качки порогового уровня; пороговый уровень 
усиления определяется в предположении о ра-
венстве показателя усиления в центре линии 

2
12 0

0

Nl
c

μ ω
κ

γ ε
=  суммарным потерям излучения в 

лазерном устройстве.  
Мнимая часть уравнения для амплитуды 

содержит две составляющие, также описываю-
щие нелинейные фазовые эффекты:  

– дисперсионная компонента, пропорцио-
нальная ,nδ  обусловливает возможность сме-
щения частоты генерации к центру линии по ме-
ре увеличения интенсивности;  

– нелинейно-рефрактивная компонента, 
пропорциональная резонансной вариации инвер-
сии; в ней, в сущности, учтено известное явление 
уширения спектральной линии, значимость ко-
торого для систем квантовых точек оценена, на-
пример, в [6].   

Параметр амплитудно-фазовой связи β про-
порционален известному фактору Хенри [7]. В 
условиях значимости спектрального уширения 
линии усилению в квантоворазмерной структуре 
свойственна динамичная модуляционная состав-
ляющая, которая линейно – с коэффициентом, 
пропорциональным параметру β – зависит от 
скорости изменения концентрации экситонов. 
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2 Результаты численного моделирования 
Анализ процессов излучения выполнен 

посредством численного интегрирования кине-
тической системы (1.3) методом Рунге-Кутта, в 
результате которого были определены зависимо-
сти интенсивности действующего поля 
S = ⎥A(τ)⎜2, то есть величины, релаксационная 
динамика которой отчётливо проявляется в ре-
альных экспериментах. Начальные условия соот-
ветствовали выполнению амплитудного условия 
генерации − принято, что ( )0 1n τ = =  и на-

чальное значение величины ( ) 0A τ =  на не-
сколько порядков меньше равновесного значе-
ния. Таким образом, на начальном этапе, в сущ-
ности, решалась задача усиления слабого сигна-
ла. Непосредственно рассчитывалась величина 
интенсивности излучаемого поля 

S0(τ) = S[(1−κR<δn>)2 + (κR<n>)2]. 
Выявлено, что ход кривых, иллюстрирующих 
решения системы (1.3) для интенсивности в со-
ответствующем этим условиям диапазоне на-
чальных значений S, не зависел от выбора на-
чальных значений A. На рисунке 2.1 проиллюст-
рированы два основных варианта возможных 
решений нелинейной системы (1.3): соответст-
вующий режиму, переходному к установивше-
муся режиму с непрерывной генерацией (фраг-
мент а на рисунке 2.1), и автоколебательному 
режиму с генерацией регулярной периодической 
последовательности незатухающих импульсов 
(фрагменты б и в на рисунке 2.1). 
 

 
 

Рисунок 2.1 – Временнáя развёртка 
интенсивности излучаемого поля  

(а – α = 1,6; δ = 0,5; б – α = 1,72; δ = 0,4; 
в – α = 1,7; δ = 0,33; β = 2, τф = 5 пс, τэ = 1 нс,  

γ = 1·1012 c-1; κ = 0,13, σ =0,04; γτ′ = 0,3;  
λ = 1,25·10-6 м). 

На фрагментах б’ и в’ приведены зависимости, 
полученные с бóльшим разрешением;  

единица измерения по временнóй шкале – 
наносекунда 

 
При численном моделировании временнóй 

динамики на основе уравнений (1.3) выбор 

параметров проводился с учетом  заимство-
ванных в работах  [1], [5], [6]  данных  о струк-
турных характеристиках квантовых точек в 
системах InAs/(Al)GaAs и InAs/InGaAs, распо-
ложенных на  подложках из GaAs, и излучающих 
в диапазоне длин волн 1,25−1,29 мкм. 

Основным фактором, определяющим разви-
тие автоколебательного режима в условиях 
влияния дополнительных нелинейных эффектов, 
характерных для резонансного взаимодействия и 
изменяющих условия устойчивого энергообмена 
в лазерных системах, следует считать различие 
времён релаксации в каналах накачки и генера-
ции. Частота следования, длительность и скваж-
ность импульсов в сериях релаксационных авто-
колебаний в проведенных модельных расчётах 
зависела от соотношения параметров, опреде-
ляющих коэффициенты в уравнениях (1.3). От-
метим, что длительность серии импульсов может 
достигать долей пикосекунды; период следова-
ния импульсов соответствует субнаносекундно-
му диапазону.  

 
3 Устойчивость решений и режим авто-

колебаний  
Таким образом, посредством скоростных 

уравнений (1.3) описывается ряд нелинейных эф-
фектов, которые могут проявиться при изучении 
динамики генерации в структурах из квантовых 
точек и, так или иначе, связаны с вкладом ло-
кальных атомных полей в действующее поле. 
Охарактеризуем далее некоторые из основных 
динамических закономерностей исследуемой мо-
дели на основе элементарного анализа решений 
системы (1.3) для интенсивности. Для этого в 
системе (1.3) удобно перейти к соответствующей 
нормированной переменной S = ⎥A(τ)⎜2. В целях 
упрощения анализа пренебрежём также влияни-
ем неоднородного уширения и запишем систему 
уравнений для переменных S (τ) и n(τ) в виде:  

2

1 1 3 1  ,
1 3ф

dS R R dnn S
d d
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τ τ σ τ
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21  ,
1

dn Sn
d

α
τ

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟+ Δ⎝ ⎠
 0 .ω ω

γ
−

Δ =  

В получаемых результатах численного ин-
тегрирования системы (3.1) в целом воспроизво-
дятся основные закономерности динамики. В 
частности, предсказанная в [8] возможность пе-
рехода от установившего режима к режиму авто-
колебаний при изменении уровня тока накачки 
обнаруживается в вариациях численных решений 
более точной системы (1.3) для нарастающих 
значений параметра скорости накачки α. Неод-
нородное уширение рабочего перехода в среде 
обусловливает существенное увеличение скваж-
ности и уменьшение длительности импульсов по 
сравнению с генерацией в условиях однородного 
уширения. 
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Качественно анализируя поведение функ-
ций S(τ) вблизи равновесного состояния с нену-
левой интенсивностью Ss, прежде всего можно 
оценить диапазон параметров системы (3.1), в 
котором это состояние устойчиво [9] – с течени-
ем времени функции, которые описывают дина-
мику обеих переменных, после ряда осцилляций 
затухают, приближаясь к равновесным значени-
ям. Выражения для вычисления  равновесных 
значений Ss и ns получаем при определении син-
гулярных пределов системы (3.1):  

( ) 2
s 1 3 1 ,S Rα= + Δ − − Δ   

2

s
1 .

1 3
n

R
+ Δ

=
+ Δ

   (3.2) 

Проводя линеаризацию системы (3.1) в окрест-
ности точек равновесия (3.2), можно получить 
характеристический полином относительно θ – 
комплексного коэффициента затухания, содер-
жащегося в показателе экспоненциальной функ-
ции exp(θτ) в решении линеаризованного аналога 
системы  (3.1). Если осцилляции определенно 
релаксирующие (то есть затухают с приближе-
нием к равновесным значениям интенсивности), 
то решения системы (3.1) соответствуют перехо-
ду лазера к стационарному режиму генерации. В 
этих условиях точка равновесия с координатами 
(Ss, ns) на фазовой плоскости системы (3.1) – ус-
тойчивый фокус и является аттрактором фазовых 
кривых. При этом характеристический полином, 
выраженный квадратным уравнением, должен 
иметь комплексно-сопряженные корни  

θ1,2= χ/2 .i D± -  
Выражения для вещественной части корней и 
дискриминанта характеристического уравнения 
имеют вид: 
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и совместно с соотношениями (3.2) могут быть 
положены в основу критерия для оценки по-
ведения фазовых траекторий на плоскости (S, n) 
в окрестности равновесного состояния (Ss, ns). 

Устойчивость фокуса (Ss, ns) может быть реалии-
зована при условии χ < 0.  

При определении условия существования 
автоколебаний следует выделить зоны парамет-
ров, в которых точка равновесия (Ss, ns) неста-
бильна и соответствует неустойчивому фокусу. 
При смещении траекторий, соответствующих 
осцилляторным решениям (3.1), из окрестности 
точки равновесия их аттрактором окажется пре-
дельный цикл. Это обусловлено неизбежным 
насыщением роста n(τ) при увеличении S(τ) и 
последующим снижением (сбросом) инверсии, 
происходящими периодически. Точка равнове-
сия оказывается неустойчивым фокусом, если 
χ > 0. Такого рода неустойчивость соответствует 
существованию периодического решения линеа-
ризованных уравнений в виде волн с «разгораю-
щейся» амплитудой и частотой Ω = .-D  Ис-
ходной же нелинейной системе (3.1) соответст-
вуют осцилляторные решения для интенсивно-
сти S(τ) и инверсии n(τ), амплитуда и контраст 
которых с выходом на предельный цикл стаби-
лизируются. Таким образом, на основе использо-
ванной здесь модели описывается процесс регу-
лярных незатухающих пульсаций. Такой режим 
излучения, реализуемый при постоянном уровне 
накачки, интересен в практическом отношении, 
поэтому, учитывая условие неустойчивости фо-
куса, сформулируем основное условие его реали-
зации: 
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1 1 3 .
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R R R
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β βα
σ σ
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     (3.4) 

При графической иллюстрации зависимости 
χ(α) положением тoчек пересечения кривых χ(α) 
со шкалой параметра тока накачки при разных 
значениях отстройки частоты (рисунок 3.1) опре-
деляется так называемый второй порог генера-
ции – уровень накачки α, начиная с которого 
возможна самопроизвольная неустойчивость вы-
ходного излучения. Отметим, что величина этого 
порогового значения увеличивается при увеличе-
нии отстройки Δ, тогда переход в режим автоко-
лебаний для излучения с частотой, близкой к 
резонансной, достижим при меньшем уровне 
накачки.  

 

 
Рисунок 3.1 – Зависимость действительной части корня характеристического уравнения  

от тока накачки при разных значениях частотной отстройки  
и параметра амплитудно-фазовой связи (β = 1,0 (а); 1,6 (б);  

Δ = 0 (кривая 1); 0,4 (2); 0;5 (3); 0.6 (4);  κ = 1,3; R = 0,05; σ =0,04) 
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При расчёте пороговых характеристик по соот-
ношениям (3.2) и (3.4) использованы те же 
числовые значения параметров систем, что и при 
численном моделировании временнóй динамики 
на основе уравнений (1.3). 

 
Заключение 
Результаты исследования могут быть полез-

ны при разработке компактных лазерных уст-
ройств, генерирующих серии коротких контра-
стных импульсов. Представляется важным, что в 
определённых условиях при постоянном токе 
накачки можно реализовать режим излучения, 
который обычно достигается с использованием 
модулирующих устройств, синхронизированных 
с системой накачки, которые усложняют схему 
прибора. 

Работа проведена в рамках выполнения за-
дания Фотоника 2.2.08 в русле ГПНИ «Электро-
ника и фотоника». 
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