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1. Введение

Напомним, что подгруппа А группы G называется перестановочной с подгруппой 
В, если АВ — В А. Если А перестановочна со всеми подгруппами из G, то А называ
ется квазинормальной [4] (или, по другому, перестановочной [1,8]) в G. Подгруппа А 
является s- кваз и н орм а ль но й (или s-перестановочной) подгруппой в G, если А переста
новочна со всеми силовскими подгруппами из G. Если Н — подгруппа конечной группы 
G, то Hsg — подгруппа из Н , порожденная всеми такими ее подгруппами, которые s- 
квазинормальны в G. Будем говорить, следуя [7], что IIsg ~~ s -ядро подгруппы Н  в 
группе G.

Все рассматриваемые в дальнейшем группы конечны.
Определение. Пусть Я  — подгруппа группы G. Тогда будем говорить, что Н 

хорошо Q -вложена в G, если существует такая квазинормальная подгруппа Т  группы 
G, что НТ =  G и Т  П Я  <  IIaG.

Целью данной работы является доказательство следующей теоремы, дающей ха
рактеризацию р-нильпотентности в терминах хорошо Q-вложенных подгрупп.

Теорема. Пусть G — группа с нормальной подгруппой Е такой, что факторгруп
па G/Е р-нильпотентна, где р -  наименьший простой делитель порядка |G|. Предполо
жим, что силовская р-подгруппа Р  из Е содержит такую подгруппу D, что 1 < \D\ < \Р\ 
и все подгруппы из Р  порядка, равного порядку подгруппы D, и все циклические под
группы из Р порядка 4 (если \D\ — 2 и Р  — неабелева 2-группа) хорошо Q-вложены в 
G. Тогда G р-нилыютентна.

2. Предварительные результаты

Напомним некоторые известные результаты о субнормальных и s-квазинормальных 
подгруппах, которые будут использоваться в работе неоднократно.

Лемма 1. Пусть А, В — подгруппы группы G. Тогда справедливы следующие 
утверждения.

(1) Если А — субнормальная холлова подгруппа группы G, то А нормальна в
G  [9].

(2) Если А субнормальна в G и А — я-подгруппа, то А <  On(G) [9].
(3) Если А  — субнормальная подгруппа группы G и индекс \G : А\ — р'-число, 

то А содержит все силовские р-подгруппы из G [9].
(4) Если А s-квазипормальна в G, то А субнормальна в G [3].
(5) Если А субнормальна в G, то АП В субнормальна в В [1, А, 14.1].
(6) Пусть К  — нормальная в G подгруппа и К  <  А. Тогда А/К субнормальна в 

G/К в том и только в том случае, когда А субнормальна в G [1, А, 14.1].
(7) Если А и В являются субнормальными подгруппами в G, то {А, В) — суб

нормальная в G подгруппа [1, А, 14.4].
(8) Если А субнормальна в G и В — минимальная нормальная подгруппа группы 

G, то В <  Ng (A) [1, А, 14.5].
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(9) Пусть А — р-грутша для некоторого простого числа р. Тогда A s- 
квазинормальна в G в том и только в том случае, когда Ov(G) < NG(A) [5].

Приведем основные свойства s-ядра.
Л емма 2 [7]. Пусть G — группа и Н < К  < G. Тогда справедливы следующие 

утверждения.
(1) Hsq — s-квазинормальная подгруппа в G и Hq <  HaG.
(2) HsG < Hsk -
(3) Предположим, что II нормальна в G. Тогда (К /Н)ус/н) — K sG/H.
(4) Если II является либо силовской подгруппой в G, либо максимальной под

группой В G, ТО IIsG — Но-
Отметим некоторые общие свойства хорошо Q-вложенных подгрупп.
Л ем м а 3. Пусть G — группа и Н < К  < G. Тогда справедливы следующие 

утверждения.
(1) Если II s-квазинормальна в G, то Н хорошо Q-вложена в G.
(2) Пусть Н — нормальная в G подгруппа. Тогда К/Н хорошо Q-вложена в G/Н 

в том и только в том случае, когда К  хорошо Q-вложена в G.
(3) Если Н хорошо Q-вложена в G, то Н хорошо Q-вложена в К.
(4) Пусть Н — нормальная в G подгруппа. Тогда подгруппа EII/H хорошо 

Q-вложена в G/Н для каждой хорошо Q-вложенной в G подгруппы Е такой, что 
№ !. |£|) =  1.

(5) Пусть II — р-подгруппа для некоторого простого числа р. Предположим, что 
И  хорошо Q-вложена, но не s-квазинормальна в G. Тогда в G имеется такая нормальная 
щдгруппа М , что |G : М | =  р и G — НМ.

Д оказательство. Утверждение (1) очевидно.
(2) Необходимость. Предположим вначале, что К/II является хорошо Q- 

вдоженной подгруппой в G/Н и пусть Т/Н — квазинормальная подгруппа в G/Н такая, 
что (.К/Н)(Т/Н) =  G/II и (Т/Н) П (К/Н ) <  (K/H)s{G/H). Понятно, что Т -  квази- 
яррмальная в G подгруппа. Кроме того, К Т  =  G и ввиду леммы 2(3) Т  П К <  KsG. 
Следовательно, К  хорошо Q-вложена в G.

Достаточность. Предположим теперь, что для некоторой квазинормальной 
подгруппы Т  из G мы имеем К Т  — G и Т  П К  <  K sG. Ясно, что ТН/Н — квази
нормальная в G/Н подгруппа. Кроме того, (ТII / Н )(К / Н) =  G/Н и ввиду леммы 2(3) 
СТН/Н) П (К/Н) =  (ТН  П К)/Н  =  (Т П К)Н/Н <  K sGH/H =  K sG/II =  (K/H)S{G/H). 
Таким образом, К/Н хорошо Q-вложена в G/H.

(3) Пусть Т  — квазинормальная подгруппа в G такая, что Н Т  =  G и ТПН  < IIsG- 
Тогда К  — К  П НТ =  Н (К  П Т) и К  Г) Т  — квазинормальная в К  подгруппа. Кроме 
того, ввиду леммы 2(2) (КПТ) П Н < HsG <  Нак ■ Следовательно, Н  хорошо Q-вложена 
в К.

(4) Предположим, что Е  хорошо Q-вложена в ( ? и  пусть Т — квазинормальная 
подгруппа в G такая, что ЕТ — G и Т  П Е < EsG. Понятно, что Н < Т  и поэтому 
71 Г) ЕВ  =  (Т  П Е )Н  < EsGH <  (EH)sG. Следовательно, Е Н  хорошо Q-вложена в G и 
поэтому согласно (2) ЕН/Н  хорошо Q-вложена в G/H.

(5) Согласно условию в группе G имеется квазинормальная подгруппа Т  такая, 
что НТ G и Т  П Н < HsG. Но лемме 1(4) подгруппа Т  субнормальна в G и поэтому 
Т < К , где К  — некоторая собственная нормальная подгруппа группы G. Значит, G/K 
—I р-группа и поэтому в G имеется нормальная максимальная подгруппа М  такая, что 
\G : М\ =  р и Н М  — G. Лемма доказана.

Напомним, что формация — это гомоморф Т  групп, в котором каждая группа 
Q имеет наименьшую нормальную подгруппу (которую обозначают через Gr ), фактор
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группа по которой также принадлежит Т.  Формация Т  называется насыщенной, если 
для каждой группы G G Т  имеет место G/<b(G) £ Т . Ввиду определения и леммы 1(4) 
следующие два результата являются следствиями лемм 2.11 и 2.12 в [7] соответственно.

Лемма 4. Пусть N  — элементарная абелева нормальная р-подгруппа группы G. 
Пр едположим, что в группе N  имеется такая подгруппа D, что 1 < \D\ < |iV| и каждая 
подгруппа из N, порядок которой равен порядку подгруппы D, хорошо Q-вложена в 
G. Тогда некоторая максимальная подгруппа из N нормальна в G.

Лемма 5. Пусть Т  — насыщенная формация, содержащая все нильпотентные 
группы, G — группа с разрешимым Т-корадикалом Р =  . Предположим, что каждая
максимальная подгруппа группы G, не содержащая Р, принадлежит Т . Тогда Р  — р- 
группа для некоторого простого числа р и если каждая циклическая подгруппа группы 
Р простого порядка и порядка 4 (если р =  2 и Р  — неабелева группа) хорошо Q-вложена 
в G, тогда |Р/Ф(Р)| =  р.

Лемма б [7]. Пусть Т  — насыщенная формация, содержащая все сверхразре- 
шимые группы, и G — группа с нормальной подгруппой Е такой, что G jE  6 Т . Если 
Е — циклическая подгруппа, то G £ Т .

Для доказательства основного результата нам также понадобится следующий 
фрагмент из доказательства теоремы 1 в работе [6].

Лемма 7 . Пусть V =  А х В —  подгруппа порядка 4 группы G такая, что 
j Лj =  \В\ =  2 и А, V s-квазинормальны в G. Тогда подгруппа В s-квазинормальна в G.

Доказательство. Поскольку согласно лемме 1(9) для каждого 2/-элемента у 
группы G имеем у £ Cq(A)  и у £ АД(.4 х В), то у £ Со(В).  Следовательно, В s- 
квазинормальна в G.

3. Доказательство теоремы

Предположим, что теорема не верна и рассмотрим контрпример (G, Е), для ко
торого |G'||/?| минимально.

(1) 0Р'(Е) = 1.
Предположим, что Y  =  Оу(Е) ф 1. В силу леммы 3(4) условия теоремы спра

ведливы для фактор-группы G/Y (относительно E/Y). По выбору (G , E ) заключаем, 
что G/Y — р-нильпотентная группа, а значит, и G р-нильпотентна; противоречие.

(2) Либо Е — G, либо Е  — Р.
Предположим, что Р  Д Е ф G. Тогда согласно лемме 3(3) условия теоремы 

справедливы для группы Е  (относительно Е) и по выбору (G, Е ) заключаем, что Е 
р-нильпотентна. Но ввиду (1) Ор>(Е) =  1. Следовательно Е =  Р; противоречие.

(3) Op,(G) =  1.
Предположим, что V  =  Op>(G) ф 1. Тогда ввиду (1) и (2) Е =  Р. Согласно лемме 

3(4) условия теоремы справедливы для фактор-группы G/V (относительно EV/V) и по 
выбору (G ,E ) заключаем, что G/V р-нильпотентна, а значит, и G — р-нильпотентная 
группа; противоречие.

(4) |Д  >  р.
Предположим, что \D\ =  р. Прежде покажем, что G не содержит р-замкнутой 

подгруппы Шмидта Н — [Hp)Hq, где Нр < Е. Действительно, в противном случае, 
согласно лемме 3(3) каждая подгруппа из Н порядка р и порядка 4 (если Нр -  неа
белева 2-группа) хорошо Q-вложена в И. Тогда ввиду леммы 5 \НР/Ф(НР)\ =  р, что 
противоречит минимальности р.

Предположим теперь, что Е — G. Согласно (1) группа G не р-нильпотентна 
и, значит, содержит p-замкнутую подгруппу Шмидта [2, 13, 5.4]; противоречие. Сле
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довательно, Е =  Р  ввиду (2). Пусть L — СД, где Т  — насыщенная формация всех 
р-нильпотентных групп, и Ф =  Ф(L). Понятно, что L <  Е. Пусть М  — максимальная 
подгруппа группы G, которая не содержит L. Тогда фактор-группа G/Е ~  М/М П Е 
р-нильпотентна и условия теоремы справедливы для группы М  (относительно М  Г) Е). 
Следовательно, по выбору (G , Е) заключаем, что М  р-нильпотентна и поэтому соглас
но лемме 5 |Ф/Ф| =  р. Значит, ввиду леммы б, фактор-группа G j Ф р-нильпотентна. Но 
тогда L <  Фи поэтому L =  Ф; противоречие. Таким образом, \D\ > р.

(5) Предположим, что \Р : D \ >  р. Тогда G не содержит такую нормальную 
максимальную подгруппу М, что |G : М | — р и G — М Р.

Действительно, в противном случае, поскольку |Р : D\ >  р, то ввиду леммы 
3(3) условия теоремы справедливы для группы G (относительно подгруппы ЕПМ).  Но 
тогда \G\\E П М\ <  |G|]P|, что противоречит выбору (G ,E ). Следовательно, имеем (5).

(6) Предположим, что \Р : D\ > р. Тогда каждая подгруппа из Р  порядка, 
равного порядку подгруппы D, s-квазинормальна в G.

Предположим, что Р  содержит подгруппу Н  такую, что \Н\ — |D | и Я  не s- 
квазинормальна в G. Тогда ввиду леммы 3(5) группа G содержит такую нормальную 
подгруппу М, что Н М  =  G и \G : М\ =  р, что противоречит (5). Следовательно, каждая 
подгруппа из Р  порядка, равного порядку подгруппы D, s-квазинормальна в G.

(7) Для любой минимальной нормальной подгруппы N группы G, содержащейся 
в Р, имеет место |jV| < |Я|.

Предположим, что \1)\ < ]N \. Тогда согласно лемме 4 некоторая максимальная 
подгруппа из N  нормальна в G, что невозможно ввиду минимальности N. Таким обра
зом, имеем (7).

(8) Р  является силовской подгруппой группы G.
Если Е  =  G, то утверждение очевидно. Поэтому ввиду (2) можем полагать, 

что Е  =  Р. Пусть Gp -  силовская р-подгруппа в G и Q —- силовская [/-подгруппа в 
G, где q ф р. Предположим, что Р Ф Gv. Тогда j PQ\ < |С'| и согласно лемме 3(3) 
условия теоремы справедливы для группы PQ  (относительно Р ). Следовательно, по 
выбору (G .E ) заключаем, что PQ  нильпотентна и поэтому Q < СДР)-  Пусть теперь 
1 =  Ро <  Pi <  . . .  <  Pt — Р, где Pi+i/P i — главный фактор в Gp, i =  0 , 1 , . . . ,  t — 1. Тогда 
Р/+] / Р{ является главным фактором в С и поэтому Р  < Z00(G). Но поскольку фактор
группа G/P — G/Е р-нильпотентна, то группа G р-нильпотентна, что противоречит 
выбору G. Следовательно, Р  =  Gp.

(9) Если Р  -  неабелева 2-группа и \Р : D\ >  2, то |D \ > 4.
Так как Р  -  неабелева 2-группа, она содержит циклическую подгруппу Я  — (х) 

порядка 4. Допустим, что \D\ =  4. Тогда согласно (6) Я  s-квазинормальна в G. Так 
как (х2) — характеристическая в Я  подгруппа, то Op(G) < Na((x2)). Поэтому (х2) 
s-квазинормальна в G ввиду леммы 2. Заметим теперь, что если G имеет подгруппу 
V — А х  В порядка 4, где |Л| — 2 и А s-квазинормальна в G, тогда согласно лемме 7 V и 
В также s-квазинормальны в G. Значит, некоторая подгруппа Z  в Z(P)  порядка \Z\ — 2 
s-квазинормальна в С, а значит, и каждая подгруппа из Р  порядка 2 s-квазинормальна 
в G согласно лемме 7, что противоречит (4).

(10) Если N  —- абелева минимальная нормальная подгруппа группы G, которая 
содержится в Е, тогда условия теоремы справедливы для G/N (относительно E/N).

Если либо р >  2 и \N\ < \D\, либо р =  2 и \N\ < 2\D\, либо |Р : D\ — р, 
то утверждение очевидно. Пусть |Р : D\ > р и либо р >  2 и \N\ — \D\, либо р =  2 и 
\N\ G {\Г)\. \D\J2). Тогда согласно (6) каждая подгруппа из Р порядка, равного порядку 
подгруппы D, s-квазинормальна в G. Кроме того, ввиду (4) \D\ > р. Предположим, что 
\N\ = jI) | . Тогда подгруппа N  нециклична и, следовательно, каждая подгруппа из G ,
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которая содержит N, также нециклична. Пусть N <  К  <  Р, где |К : iV| =  р. Так как 
К  нециклична, то она содержит такую максимальную подгруппу, что L ф N. Тогда 
К  =  LN s-квазинормальна в G, поскольку это произведение двух s-квазинормальных 
в G подгрупп. Таким образом, если фактор-группа P/N абелева, то ввиду леммы 3(2) 
условия теоремы справедливы для G/N (относительно E/N). Предположим теперь, 
что P/N — неабелева 2-группа. Тогда группа Р  неабелева и поэтому \Г)\ > 4, ввиду
(9). Пусть N < К  <  V, где \V : N\ =  4 и \V : К\ — 2. Пусть К\ — максимальная 
подгруппа в V  такая, что V =  К\К. Допустим, что К\ циклична. Тогда N К\, значит,
V =  К 1N  и поэтому \N\ =  4. Но тогда \Г)\ =  4; противоречие. Следовательно, К\ — 
нециклическая группа и аналогично получаем, что К\ s-квазинормальна в G. Таким 
образом, снова ввиду леммы 3(2) условия теоремы справедливы для фактор-группы 
G/N (относительно E/N).

Предположим теперь, что \D\ =  2 ] N  j. Если | N | > 2, тогда, как и выше, можно 
показать, что каждая циклическая подгруппа из P/N порядка 2 и порядка 4 (если P/N
— неабелева группа) хорошо Q-вложена в G/N. Допустим, что \N\ — 2 и P/N — небелева 
группа. Тогда группа Р  неабелева и \D\ =  4, что противоречит (9). Следовательно, 
имеем (10).

(11) Е  — G.
Предположим, что Е — Р  и пусть N — минимальная нормальная подгруппа 

в G, которая содержится в Е. Тогда ввиду (10) условия теоремы справедливы для 
фактор-группы G/N (относительно E/N). Следовательно, по выбору (G , E ) заключа
ем, что G/N р-нильпотентна и поэтому N ф Ф(С). Следовательно, ввиду (3) N являет
ся единственной минимальной нормальной подгруппой в G. Покажем, что N = Op(G). 
Действительно, пусть М  — максимальная подгруппа группы G, такая что G =  [N]M. 
Тогда Op{G) =  Op{G) П N M  =  N{Op(G) П М).  Поскольку Op{G) <  F(G) < CG(N ), то 
Op(G) П М  является нормальной подгруппой в G и поэтому Op(G ) Г) М  =  1. Следова
тельно, N =  Op(G) =  Р, ввиду (8). Но согласно лемме 4 это невозможно, так как Р — 
минимальная нормальная подгруппа в G. Таким образом, имеем (11).

(12) Группа G р-разрешима.
Согласно (10), необходимо только показать, что Pq ф 1. Предположим, что 

Pa — 1. Тогда ввиду леммы 1(2) (4) каждая неединичная подгруппа из Р  не являет
ся s-квазинормальной в G и поэтому ввиду (6) можем полагать, что \Р : D\ =  р. Пусть
V  — максимальная подгруппа из Р. По условию V  хорошо Q-вложена в G. Пусть Т
— квазинормальная подгруппа в G такая, что VT — G и Т  П V  < Vsg - Поскольку 
Vsg 1, то V  имеет субнормальное дополнение Т  в G по лемме 1(4). Тогда Ту явля
ется субнормальной подгруппой в G. Но Ту — С у — холловская //-подгруппа группы 
G и поэтому ввиду леммы 1(1) G р-нилыютентна, что противоречит выбору группы G. 
Таким образом, имеем (12).

Заключительное противоречие.
Пусть N  — минимальная нормальная подгруппа группы G. Ввиду (1), (11) и (12) 

N <  Р. Следовательно, ввиду (10) и по выбору (G,E)  заключаем, что фактор-группа 
G/N р-нилыютентна. Таким образом, N  % Ф(С) и N — Op(G) =  F(G)  — единственная 
минимальная нормальная подгруппа в G. Предположим вначале, что \Р : D\ =  р. 
Пусть V  — максимальная подгруппа из Р такая, что N ф П. По условию V  хорошо Q- 
вложена в G. Пусть L =  Vsg и Т  — квазинормальная подгруппа в G такая, что VT  =  С 
и Т П V  < L. Согласно лемме 1(2)(4) L < Op(G) =  N. Следовательно, L <  N  П V. 
Так как ввиду леммы 1(4) Т  субнормальна в G, то N < Op(G) < Т  согласно [5, f]. 
Тогда Т  П V < N  П V <  Т  П V  и поэтому Т  П V — N O V .  Таким образом, поскольку 
TDV < L <  N H V , то ТПП =  L. Ясно, что NCiV — нормальная подгруппа в Р. С другой
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стороны, L =  N  ПК s-квазинормальна в G и поэтому для каждой силовской д-подгруппы 
Q из G имеем Q < Nq (L). согласно лемме 1(3) (9). Следовательно, L — неединичная 
подгруппа из Р, которая нормальна в С  и, значит, N < L <  К; противоречие.

Предположим теперь, что \Р : 1)\ > р. Тогда ввиду (6) каждая подгруппа из 
Р  порядка, равного порядку подгруппы D, s-квазинормальна в G. Поскольку согласно 
лемме 1(2)(4) каждая s-квазинормальная в G подгруппа из Р  содержится в Ov(G) — N , 
то Р  =  N. Но это невозможно ввиду леммы 4, поскольку Р  — минимальная нормальная 
подгруппа в G. Данное противоречие завершает доказательство теоремы.

Таким образом, получена новая характеристика р-нильпотентности конечных 
групп в терминах хорошо (^-вложенных подгрупп. Доказанная в данной работе тео
рема может быть использована для получения новых характеризаций р-разрешимых и 
р-нильпотентных групп.

A bstract. Let G be a finite group and H a subgroup of G. Let H8g be the sub-group of 
H generated by all those subgroups of H which are s-quasinormal in G. Then we say that: 
H is well Q-embedded in G if G  has a quasinormal subgroup T  such that T  П H < Hsg 
and G — HT. Our main result here is the following theo-rem: Let G be a group with a 
normal subgroup E such that G/E is p-nilpotent and p is the smallest prime divisor o f |G\. 
Suppose that Sylow p-subgroup P  o f E has a subgroup D such that 1 < \D\ <  |P| and every 
subgroups H of P  with order \H\ — \D\ and every cyclic subgroups o f P  with order 4 (if 
jp| =  2 and P  is a non-abelian 2-group) are well Q-embcdded in G. Then G is p-nilpotent.
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