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Об эквивалентной структурной характеристике сложного процесса,  

моделируемого алгебраическими многочленами 

 

Г. Н. КАЗИМИРОВ 

 

Будем полагать, что модель процесса (t) известна, но является сложной для исследо-
вания либо не удовлетворяет нас по каким-то причинам. Требуется подобрать другую, более 

простую функцию вместо (t), достаточно близкую к исходной (см.[1]). 

В настоящей работе рассматривается эквивалентная характеристика функций , для 

которых можно подобрать более простые функции P
n

 (алгебраические многочлены степени 

не выше чем n-1), близкие в некотором смысле к исходным (см. [2]). 

Будем говорить, что f L
p

 , 1 p  , если функция f  измерима на отрезке [ 1,1]  и 

1/
1
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p
p

f f x dx
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 , а для p   функция  f   непрерывна на  отрезке [1, 1]  и 

( ) .max
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f f x

x




  

 Через 
,

L
p 

 обозначим множество таких функций  f  , что 

2( )(1 )f x x L
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,

f f x x
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Для ( 1/ 2)    определим оператор обобщѐнного сдвига Якоби 
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 Введѐм обозначения ( 2,3,...r  ): 
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,
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 , где I – тождественный оператор, 1

, ,
D D

x x 
  и для k=2,3,… 1 1( )

, , ,
k kD D D
x x x  

 . 

Через ( )
,

rAD
p




обозначим множество таких функций g, что g имеет абсолютно непрерыв-

ную на каждом [a,b](-1,1) 2r-1 производную и 
, ,

lD g L
x p 

  для l=0,1,2,…,r. 

Для 
,

f L
p 

  и числа (1/ 2)     введѐм К-функционал Петре по формуле: 

,
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, ,, ,( )
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r
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r r

r p xp pg AD
K f f g D g x



  
  


   . 

Цель работы – доказать следующую теорему. 

Теорема. Пусть даны числа , ,p r  такие, что 1 p  , (1/ 2), 1,2,3,...r     . Пусть 

число  выбрано по правилу: -(1/2)< при p=1, -(1/2p)<<+(1/2)-(1/2p) при 1<p<, 
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0+(1/2) при p=. Тогда для 
,

f L
p 

  справедливы неравенства: 

( , , ) ( , , ) ( , , )
1 , , 2 ,

C f K f C f
r p r p p

       
  
  , где положительные постоянные С1 и С2 

не зависят от f и  .  
Доказательству теоремы предпошлѐм несколько лемм. 

Лемма 1. Пусть даны числа ,p   такие, что 1 p  , (1/ 2)    . Пусть число  вы-

брано по правилу: -(1/2)< при p=1, -(1/2p)<<+(1/2)-(1/2p) при 1<p<, 0+(1/2) при 

p= . Тогда если 
,

f L
p 

  то и ( , , )
,

T f x L
t p




  и ( , , )
, ,3

T f x C f
p pt


 
 , где поло-

жительная постоянная С6 не зависит от f  и t. 
Лемма 1 доказана в [4].       
Лемма 2. Пусть даны числа , ,p l  такие, что 1 p  , (1/ 2), 1,2,3,...l     . Пусть 

число  выбрано по правилу: -(1/2)< при p=1, -(1/2p)<<+(1/2)-(1/2p) при 1<p<, 

0+(1/2) при p= . Тогда для ( )
,

rg AD
p




  и [0, ]      справедливо неравенство:  

2( , , ) ( ),, 4 ,

r rf C D g xxr p p
     

 , 

где положительная постоянная 4C   не зависит от g и  . 

Для 0
2

h


   рассмотрим оператор  

( , , )L f x
h
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     , 
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Пусть 1 ( , , ) ( , , )L f x L f x
h h

  , а для k=2,3,… 

1( , , ) ( ( , , ), , )
,..., ,...,
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l lL f x L L f x x
h h h h hl l l

  


. 

Лемма 3. Пусть даны числа ,p   такие, что 1 p  , (1/ 2)    . Пусть число  вы-

брано по правилу: -(1/2)< при p=1, -(1/2p)<<+(1/2)-(1/2p) при 1<p<, 0+(1/2) при 

p= . Тогда если 
,

f L
p 

  то для любого k   ( , , ) ( )
,

k kL f x AD
h p

 


 . 

Лемма 2 и 3 доказаны в [5]. 

Лемма 4. Пусть ( ) , (1/ 2)
1,

kg AD  


   . Тогда для почти всех [ 1,1]x   и всех 

,..., , 1,2,3,...; 1,2,3,...
1
t t R k l

l
    справедливо равенство: 
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, ,..., ,..., ,
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x t t t t xl l

 
 

  

Лемма 4 доказана в [5], стр.26. 

Лемма 5. Если 
1,

f L


 , где (1/ 2)   , то для любого k  справедливо равенство: 

1
( , , ) ( , , )

,
( ( ))

k k kD L f x f x
x h hkh

 



  . 

Лемма 5 доказана в [5], стр.50. 

Лемма 6. Если 
1,

f L


 , где (1/ 2)   , то для почти всех [ 1,1]x   и для любых 

,
1 2
t t R  справедливо равенство: ),,(2

1,2
),,(2

2,1
 xf

tt
Txf

tt
T  . 
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Лемма 5 доказана в [5], стр.32. 

Доказательство теоремы:  Используя лемму 1 и лемму 2, имеем для ( )
,

rg AD
p




  

2( , , ) ( , , ) ( , , ) ( ),,, 5 6 ,

r rf f g g C f g C D g xxpr p p
           

      , 

где 
5C и 

6C не зависят от f, g и  .   

Переходя к точной верхней грани по ( )
,

rg AD
p




 , получим: 

( , , ) ( , , )
1 , ,

C f K f
r p r p

    
 
 . 

Для доказательства правого неравенства рассмотрим функцию 

( , , ) ( ) ( , , )r r r

h hA f x E E L f x    , где ( , , ) ( )E f x f x  .  

Из леммы 3 следует, что ( , , ) ( )
,

k kL f x AD
h p

 


 . Нетрудно проверить, что 

( ) ( )
, ,

l rAD AD
p p

 
 
 при 1, , 1,...l r l r r     . Поэтому ( , , ) ( )

,
r rA f x AD
h p

 


 . Так 

как r

hL  имеет абсолютно непрерывную производную на каждом [a,b] ( 1,1)  , то применяя 

теорему Лебега о предельном переходе под знаком интеграла, Лемму 4 , обобщѐнное нера-

венство Минковского и Лемму 1, имеем для 2,3...l   

1 2 1 2 1 1( ) ( , , ) (sin ) (sin ) ( ( ( , , ),,, ( ) ,0 0
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Так как ( , , )r

hA f x   представляет собой сумму произведений ( , , )r

hL f x  , то 
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 . 

Применяя лемму 5 и учитывая, что 
2
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С другой стороны, так как 1( )( ... )r r

h h h hE L E L E L L       , то из определения 

( , , )L f x
h

 , обобщѐнного неравенства Минковского и Леммы 1следует, что  
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 (1) 

Из леммы 6 следует, что ( ( , , ), , ) ( ( , , ), , )t h h tT L f x x L T f x x    . Поэтому из неравен-

ства (1) следует, что ( ) ( , , )
,

rf x A f x
ph
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Таким образом для  0
2

h


       ( , , ) ( , , )
, 18 ,

K f C f
r p p

    
 
 . 

Пусть 2

1 , 1, ,
( , , ) ( , , ) }r r r r

h xp p
I f A f x h D A f x 

    . По доказанному выше для  

0
2

h
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 и для 
2

h


   

( ,1, ) ( , , )
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I C I C f C f h
h p r p

   
 

   . Итак для любого [0, ]   

( , , ) ( , , )
, 23 ,

K f C f
r p p

    
 
 . Теорема полностью доказана. 

 

Abstract. Equivalent structural characteristics of a complicated process simulated by algebraic pol-

ynomials are considered in the paper. 
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