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Описание регулярных фильтрующих подгрупповых функторов

Ю. В . К р а в ч е н к о

Функции, согласованные с изоморфизмами групп и выделяющие в группах некоторые 
системы подгрупп, впервые были рассмотрены в работах А.Г.Куроша [1] и С.Амицура [2, 3]. 
С выходом работ Бэра [4] и Б.И.Плоткина [5] такие теоретико-групповые функции (подгруп- 
повые функторы) стали изучаться как самостоятельные объекты.

Характерной особенностью подгрупповых функторов является их тесная связь с фор­
мациями, классами Фиттинга и классами Шунка. Основополагающими работами в этом на­
правлении являются монографии А.Н.Скибы [6], С.Ф.Каморникова и М.В.Селькина [7]. Сле­
дует отметить, что эти две монографии показали, что функторные методы исследования но­
сят универсальный характер и могут быть применены к изучению свойств абстрактных клас­
сов алгебраических систем.

Цель данной работы — в классе п -арных групп, содержащих по крайней мере одну 
единицу, дать описание всех регулярных г -фильтрующих подгрупповых функторов.

Используются определения и обозначения, принятые в [7-9]. Напомним некоторые из них. 
Универсальную алгебру А сигнатуры {соД , где п>  2 , называют п -арной группой ес­

ли: 1) операция соп ассоциативна на множестве А ; 2) для любых элементов а1,...,ап_1,а е А 
каждое из уравнений (х,аД х)соп =а и (а"~\у)а>п -  а разрешимо относительно х и у  в А .

Подгруппу Н п -арной группы А называют инвариантной в А , если для любого 
а е А выполняется равенство

( а ,Я ,а Г > „ = Я ,
где (а"2) — последовательность элементов из А , обратная к элементу а .

Последовательность (е"-1) элементов полиадического мультикольца А называется 
нейтральной, если для любого и е А

(и, е Г 'К  ={е”~\и)соп =и.
Последовательность (Ь() элементов п -арной группы А называется обратной для по­

следовательности (а\ ) ,  если (а[,Ь( ) —  нейтральная последовательность. Будем обозначать

(Ъ{) = [а( ) . Заметим, что так как {x,a],...,a!,a~l,...,ал ')соп = х, то последовательность

(а,-1,. ..,а,-1) является обратной к последовательности (аЦ, то есть (а~] ,...,а^х) -  (о,')"1.
Элемент е n-арной группы А называется единицей, если выполняется следующее 

условие:
J - 1 n - j

(s ,Х, S )(Оп =  X,

где x e A , j  е {\,...,п} .
П ~  1

Обозначим (Н,К)соп =НК.
Рассматриваются только конечные n-арные группы, содержащие не менее одной единицы. 
Пусть § -  класс всех n-арных групп, содержащих по крайней мере одну единицу. В 

каждой n-арной группе из 3 зафиксируем одну единицу. В дальнейшем под словами 
"подгруппа n-арной группы" будем понимать ту её подгруппу, которая содержит 
фиксированную единицу.
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Замечание 1. Фиксирование в п-арной группе G единичного элемента означает, что 
сигнатура п-арной группы Q  = {со,ь е }, где ап -  п арная операция на G, б -  нулъарная 
операция на G, выделяюгцая этот фиксированный единичный элемент, который в 
дальнейшем будем отождествлять с нульарной операцией, выделяющей его.

Замечание 2. Так как для п-арных групп (п > 2), содержащих по крайней мере одну 
единицу, выполняется аналоги теорем Шрайера и Жордана-Гёльдера [10], то приведённые 
ниже рассуждения не зависят от того, какую единицу мы фиксируем в каждой п-арной группе.

Замечание 3. Пусть G -  п-арная группа, N  и К -  такие её инвариантные подгруппы, 
которые являются смежными классами по одной и той же конгруэнции а. Тогда G/N = G/K 
= G/a, причём N  и К являются единицами п-арных групп G/N и G/К  соответственно. 
Очевидно, что всегда существует автоморфное отображение (р: G -> G такое, что cp(N) = 
К. Поэтому, не ограничивая общности рассуждений, будем считать (с точностью до 
изоморфизма), что если в п-арной группе G зафиксирована единица е , а  -  конгруэнция п- 
арной группы G, то фиксированной единицей в G/a будет N  = [ б ] а.

Определение. Отображение <р: А В п-арных групп А и В будем называть точным 
(точечноточным), если выполняются равенства ф(а) = b, ф~'(6) = а, где а и b - 
фиксированные единицы из А и В соответственно.

В частности, если ф -  точное автоморфное отображение п-арной группы G в себя, то 
ф(а) = а, где а -  фиксированная единица в G. В терминологии книги [11] это означает, что 
точное автоморфное отображение имеет по крайней мере одну неподвижную точку.

Замечание 4. Если ей— класс всех бинарных групп, то понятие точного изоморфизма 
совпадает с понятием изоморфизма бинарных групп (в общепринятом смысле).

Замечание 5. Если А — класс всех п-арных групп (п > 2), содержащих только одну 
единицу, то все изоморфизмы являются точными.

Определение. Пусть т -  функция, которая ставит в соответствие каждой п-арной 
группе G некоторую непустую систему её подгрупп r(G), каждая из которых содержит 
фиксированную единицу. Будем говорить, что г -  подгрупповой функтор, если (z(G) ' f  = т(Сф) 
для любого точного изоморфизма ср каждой п-арной группы G.

Через Sn (G) обозначим множество всех инвариантных подгрупп п-арной группы G, а 
через sn(G) -  множество всех субинвариантных (субнормальных) подгрупп п-арной группы G.

Множество § называется идеалом решетки ЗС, если выполняются следующие условия:
1) если А е 3, В е %  В с  А, то В е §;
2) если А е 3, В е 3, то <А,В> е 8.
Множество G называется фильтром решетки Н , если выполняются следующие условия:
1) если А е S, В е ЭС, А с  В;
2) если A<=G , В <=G, то < А,В >е G .
Пусть 9С — класс п-арных групп и пусть 6 и г — подгрупповые А-функторы. Обо­

значим множество {G е % \ 0(G) -  x(G)} через %(0  ) и будем называть его классом, инду­
цированным ^-функтором 0 с помощью S-функтора г .

Подгрупповой функтор г называется эпиморфным, если для любого точного эпи­
морфизма п-арных групп ср\ А —> В справедливо равенство

(т ( А ) Г  = т(В).
Эпиморфный подгрупповой функтор 0 будем называть регулярным, если для любого 

точного эпиморфизма п-арных групп <р: А —> В выполняется включение

( r ( B ) f  = т(А).
Подгрупповой функтор г называется решеточным, если для любой п-арной группы G 

всегда из Н , К е r(G ) следует Н п  К е EG) и <Н,К> е z(G). Таким образом, решеточный под­
групповой 9С-функтор выделяет в каждой п-арной группе некоторую её решетку подгрупп т(С) .
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Пусть г — решеточный подгрупповой функтор. Подгрупповой функтор 0 называет­
ся т -фильтрующим функтором, если для любой п-арной группы G множество 0(G) являет­
ся фильтром решетки r (G ) . Подгрупповой функтор 0 называется т -идеальным функтором, 
если для любой п-арной группы G множество 0(G) является идеалом решетки r(G) .

Лемма 1. Пусть г — такой регулярный решеточный подгрупповой функтор, что 
Sn(G) ci t(G) для любой п-арной группы G . Пусть непустая формация п-арных групп и
пусть г — функция, которая ставит в соответствие каждой п-арной группе G систему под­
групп

0(G) = { Н \ Н  е  t(G) , Ga с  Н}.
Тогда 0 — регулярный т -фильтрующий подгрупповой функтор.

Доказательство.
1) Пусть ф — некоторый точный изоморфизм п-арной группы G е 9С. Тогда

( 0 ( G ) Y  = Д Г  \ Н гр е ( r ( G ) r  , (G*)*  с Я ? } =
{ Н* \Н*  е г ( С ’) ,(С ?) 8 с Я 1'} = 0 ( G ,p).

Итак, 0 — подгрупповой функтор.
2) Пусть ц/ : А — В — некоторый точный эпиморфизм п-арных групп А и В .

(0 (В)У '= {S'"" | S ^ ' е ( т ( В ) У '  ,(В 9У " с  S ¥~'} =
(S'"'1 | S v'~' e( т(В)У~' , (BSY  ' =( Bv, l )s с  S v/~‘ }

Заметим, что К  = ' q  A,BV ' = A . Кроме того, гак как т — регулярный подгруппо­

вой функтор, то (т(В)У ' cz т(А) . Поэтому:

( 0 (В)) ¥" с  {К \ К е т  (А), А9 е К} = 0 (А).
Итак, 0 — регулярный подгрупповой функтор.
3) Докажем, что 0(G) — фильтр решетки r(G) .
Пусть А е 0(G) , В е t(G)  , Л с  Б . Так как А е 0(G) , то А е t(G)  и G3 с  А. Следова­

тельно, G3 с  В. Поэтому В е 0(G) .
Пусть А е 0(G) , В е 0(G) . Тогда А е r (G) , G® с  Л и B e  t(G) , G s q B .  Следовательно, 

А п  В е t(G)  (так как т — решеточный функтор) и С 3с Л п Б .  Поэтому A n  B e  0(G) .
Итак, 0 — регулярный г -фильтрующий подгрупповой функтор. Лемма доказана.
Для любой п-арной группы G и любой непустой формации п-арных групп 3 рас­

смотрим множества
Б , ( С ) = { Я | Я е 5 „ ( С ) , С э с Я } ,
02(G)= { Н\ Н esn(G),Gs <^H)

03(G)= {Я|  С с Я )
Согласно лемме 1 0Х, 02, 0Ъ -— регулярные фильтрующие подгрупповые функторы.

Лемма 2. Пусть ЗС — гомоморф. Если подгрупповые ЗС-функторы 0 и т являются 
этшорфными, то класс п-арных групп %(0) является гомоморфом.

Доказательство. Пусть G е %(G) Тогда по определению G е % и 0(G)-r(G) .  
Пусть N  — инвариантная подгруппа п-арной группы G. Так как 9С — гомоморф, то GIN е 
%. Кроме того, из определения эпиморфного функтора заключаем, что 0(G/N) -  0(G)N/N.  
Аналогично имеем, что t (G/N) = t(G)N/N.  Теперь из равенства 0(G) = t(G) следует 
0(G/N) = t(G/N), т о  есть G/N е % ( 0 ). Лемма доказана.

Следующая теорема показывает, что приведенными выше примерами функторов (то 
есть 0Х,02,0Ъ) исчерпываются все регулярные г -фильтрующие подгрупповые функторы.

Теорема. Пусть т — такой регулярный решеточный подгрупповой функтор, что
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Sn(G) с  т(С) для любой n-арной группы G. Тогда для любого регулярного т -фильтрующего 
функтора в  справедливы следующие утверждения:

1) класс .%(в )  = {G | 0(G) = t ( G )} является формацией п-арных групп;
2) для любой n-арной группы G имеет место равенство

0(G) = {Н | Н  <=t ( G ) ,  GX(e) с Н } .
Доказательство. 1) Пусть 3 = %(0).  Согласно лемме 2 класс %(0)  является гомо­

морфом. Пусть А и В — инвариантные подгруппы n-арной группы G , причем G/А е § и 
G/В е 3. Из определения регулярного функтора и условия Sn(G) czt(G)  следует, что 
А е 0(G) и В е 0(G). Так как 0(G) — фильтр решетки r(G), то А п  В е 0(G), а значит, все 
г -подгруппы n-арной группы G, содержащие А п  В, входят в 0(G). Отсюда следует, в ча­
стности, что 0(G/A п В )  = r(G/A п  В). Значит, G/А п  В е 3 то есть класс 3 является фор­
мацией.

2) Пусть Gs — ^-корадикал n-арной группы G. Тогда GIG5 е %(0) .  Из определения 
класса %(0)  следует, что все г -подгруппы n-арной группы G!GS входят в О (GIG5). Из оп­
ределения регулярного функтора заключаем, что 0(G) = {Н \ Н  е r(G) , Gs с  Н}. Теорема 
доказана.

Следствие 1. Пусть г — такой регулярный решеточный подгрупповой функтор, что 
Sn(G) c r ( G )  для любой подгруппы n-арной группы G. Тогда отображение

f: 0-+ %(0),
ставящее в соответствие каждому регулярному г -фильтрующему функтору 0 класс 
%(в), является биекцией множества всех регулярных т -фильтрующих подгрупповых функ­
торов на множество всех непустых формаций п-арных групп.

Доказательство. Инъективность отображения /  следует из утверждения 1) теоремы
1. Пусть 3 — непустая формация. Положим

0(G) -  [Н\ H e T ( G ) , G s n H } .
Тогда на основании свойств функтора т имеем %(0)  -  3, то естьД0) = %(0).  Значит, /  
сюръективно.

Если r(G) = Sn(G) то из теоремы вытекает
Следствие 2. Пусть 0 —регулярный Sn -фильтрующий функтор. Тогда:
1) класс Д — (G | 0(G) = S„(G)} является формацией;
2) для любой n-арной группы G имеет место равенство

0(G) = { Н \ Н  < G, Gi! п  II}.
Следствие 3. Отображение, ставящее в соответствие каждому регулярному S,: -

фильтрующему подгрупповому функтору 0 класс
{G | 0(G) = S„(G)},

является биекцией множества всех регулярных Sn -фильтрующих функторов на множество
всех непустых формаций п-арных групп.

Если r(G) = sn (G), то из теоремы вытекает
Следствие 4. Пусть 0 — регулярный sn -фильтрующий подгрупповой функтор. Тогда:
1) класс # =  {G I 0(G) = sn(G)} является формацией п-арных групп;
2) для любой n-арной группы G имеет место равенство

0(G) = { Н \ Н  е  sn (G), Gs с Н} .
Следствие 5. Отображение, ставящее в соответствие каждому регулярному sn- 

филътрующему подгрупповому функтору 0 класс (G | 0(G) = sn(G)} является биекцией 
множества всех регулярных sn -фильтрующих функторов на множество всех непустых 
формаций п-арных групп.
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Abstract. All the groups considered in the paper are n-ary groups. The author gives a description of 
regular filtered subgroup functors for n-ary groups.
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