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Введение

М атематика -  одна из самы х древних наук. О сновны е особенности мате­
матики -  абстрактность, логическая строгость, исклю чительная широта её 
приложений. А бстракция свойственна не только математике. Но если в других 
науках для доказательства утверждений исследователи постоянно обращ аются 
к опыту, то  в математике справедливость утверждения доказывается не провер­
кой его на примерах, а логическим путём рассуж дений и строгих математиче­
ских выкладок. Без применения математических методов бы ла бы невозможна 
современная техника. Точные науки (астрономия, механика, физика, химия) 
развиваю т свои теории, используя математический аппарат, их прогресс был бы 
немыслим без математики. Наиболее значительным научным достиж ением бы ­
ло внедрение математических методов в экономическую  науку. Эффективное 
управление экономическими процессами может бы ть осущ ествлено, только на 
основе применения точны х математических методов во всех сферах народного 
хозяйства -  от прогнозирования размещения полезных ископаемых до изучения 
спроса на товары  ш ирокого потребления и бытовые услуги, от изучения по­
требности в рабочей силе до планирования транспортных артерий, пассажир­
ских перевозок и т. д. С овременны й экономист, ф инансист, бухгалтер дол­
жен не только знать основы  математики, но и хорош о владеть новейш ими  
математическими м етодам и исследования, которые могут применяться в об­
ласти его деятельности.
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1 Аналитическая геометрия на плоскости

1.1 Цели и задачи аналитической геометрии

Целю курса является овладение основами вы сш ей математики: основ­
ными понятиями, фактами и методами её разделов таких, как аналитическая 
геометрия, высшая алгебра, векторная и линейная алгебра, математический 
анализ и дифференциальные уравнения. Н ебольш ое число часов, отводимое чи­
таемому курсу, не позволит нам подробно и полно осветить материал этих раз­
делов, но основные понятия, методы  и  приложения их отраж ены  в лекциях. Для 
более глубокого овладения курсом «Высш ая математика» советуем обратиться 
к соответствую щ ей литературе.

Аналитическая геометрия отличается от элементарной геометрии  
главным образом своим методом. Элементарная геометрия доказы вает свои 
теоремы с помощью  чертежа, т. е. с помощ ью  построения. Поэтому говорят, 
что элементарная геометрия есть геометрия построений. В аналитической 
геометрии при выводе её основных правил и ф ормул первоначально такж е при­
бегаю т к построению  — чертежу, но затем, опираясь на полученные правила и 
формулы, все геометрические задачи реш аю тся с помощ ью  вычислений. П о­
этому говорят, что аналитическая геометрия есть геометрия вы числений.

Элементарная геометрия не имеет общ его метода доказательства теорем, 
т. к. те  построения, которые применяю тся для доказательства одной теоремы  
неприменимы для доказательства другой, и поэтому для каждой новой теоремы 
приходится отыскивать и новое построение при её доказательстве. А налитиче­
ская же геометрия обладает общ им методом реш ения геометрических за­
дач, т. к. правила и формулы, с помощ ью  которых реш ается данная, отдельно 
взятая задача, применимы и для решения целого ряда других весьма разнооб­
разных геометрических задач. Э тот метод, называемый методом координат, 
был введён в науку в 17 в. известным французским математиком и философом 
Рене Декартом. В основе метода координат леж ит понятие системы координат.

1.2 Системы координат на плоскости

1.2.1 Прямоугольная система координат на плоскости

Две взаимно перпендикулярные оси Ох  и Оу, 
имеющ ие общ ее начало О  и одинаковую масш таб­
ную единицу (рисунок 1.1), образую т прямоуголь­
ную (декартову) систему координат на плоско­
сти. Ось Ох  называется осью абсцисс, ось Оу -  
осью ординат, а обе оси вместе -  осями коорди­
нат. Точка О  пересечения осей называется нача­
лом координат. Плоскость, в которой расположе­
ны оси Ох  и Оу, называется координатной плоско­
стью  и обозначается Оху.
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П усть М — произвольная точка плоскости. Опустим из неё перпендикуляры 
МА и M B  на оси Ох и Оу. Точке М  на плоскости ставят в соответствие два числа:

-  абсциссу х 0, равную  расстоянию  от О  до А,  взятому со знаком «+», если А 
леж ит правее О, и со  знаком « -» , если А  леж ит левее О;

-  ординату >'о, равную  расстоянию  от точки О  до В,  взятому со знаком «+»>, 
если В  леж ит выше О, и со знаком « -» , если В  леж ит ниже О.

А бсцисса и ордината точки М  называются прямоугольны ми (декартовы ­
ми) координатами точки М.  Запись М(х0; >>о) означает, что точка М  имеет абс­
циссу, равную  х0, и ординату, равную  у 0.

Введение прямоугольной системы координат на плоскости позволяет уста­
новить взаимно однозначное соответствие между множеством всех точек плос­
кости и множеством пар чисел, что даёт возможность при решении геометриче­
ских задач применять алгебраические методы.

1.2.2 Полярная система координат

П олярная система координат состоит из некото­
рой точки О, называемой полюсом, и исходящ его из 
неё луча ОЕ  -  полярной оси. Кроме того, задаётся 
единица масштаба для измерения длин отрезков.

Пусть задана полярная система координат и 
пусть М  -  произвольная точка плоскости. Пусть р -  

Рисунок 1.2 расстояние от М  до полю са 0 \  <р — угол, на который
надо повернуть против часовой стрелки полярную ось для совмещ ения с лучом 
О М  (рисунок 1 .2 ).

Полярными координатами точки М  называются числа р и <р. При этом чис­
ло р считается первой координатой и называется полярным радиусом, число <р -  
второй координатой и называется полярным углом. Точка М  с полярными коор­
динатами р и ф обозначается М(р; ср), причём 0 < р < +оо, 0 < (р < 2л. Однако в ряде 
случаев приходится рассматривать углы, большие 2к, а также отрицательные уг­
лы, т. е. отсчитываемые от полярной оси по часовой стрелке. Полюсу О  соответ­
ствует полярный радиус р = 0 , а полярный угол для него не определён.

1.2.3 Связь между полярны ми и декартовы ми координатами

Чтобы установить связь между полярными координатами точки и её 
прямоугольны ми координатами, будем предполагать, что начало прямо­
угольной системы координат находится в полюсе, а положительная полуось 
абсцисс совпадает с полярной осью. П усть точка М имеет прямоугольные коор­
динаты  х 0 и у,, и полярные координаты р и <р (рисунок 1.3). Н етрудно доказать, 
что при лю бом расположении точки М, верны равенства

х 0= р • coscp, >>о= р ■ sincp. ( 1 .1)

Ф ормулы (1.1) выраж аю т прямоугольные координаты через полярные. В ы ­
раж ения полярных координат через прямоугольные следую т из формул ( 1 .1):
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P =  V 4+>? , t g v  =  — ■ (1.2)

vn
Заметим, что формула tg  ф = —  определяет два

значения полярного угла ф, т. к. О < ф <  2 тт. 
Из этих двух значений угла ф выбираю т то , 
при котором удовлетворяю тся равенства ( 1 . 1).

П ример. Даны  прямоугольные координаты: (2; 2). Н айти её полярные коор­
динаты, считая, что полю с совмещ ён с началом прямоугольной системы коор­
динат, а полярная ось совпадает с полож ительной полуосью  абсцисс.

Реш ение. По формулам (1.2) имеем:
2

I +2г 2л/2 , tg  ф = -  = 1 .

Т огда ф = — или ф =  — , Н о так  как х  0 и у  > 0, то  данная точка находится
4 4

в первой координатной четверти. С ледовательно, ф = .

1.3 Расстояние между двумя точками

П усть задана прямоугольная система координат.

Т еорема 1.1. Д ля лю бых двух точек М\(хйу{)  иУ/ \

SW

Xi 1 Л- s-  ■ Г "  / 
| *1 \

О х

в KCx̂ yJ

Рисунок 1.4

раж ается формулой

d =  ^ ( х 2 - х ^ ) 2 + ( у 2 ~ у \ ) 2 ■ (1-3)

Д оказательство. О пустим из точек М] и М 2 
перпендикуляры  МЛВ  и М 2А  соответственно на 
оси Оу  и Ох и обозначим через К  точку пересече­
ния прямы х М \В  и М 2А  (рисунок 1.4). Возможны 
следую щ ие случаи:

1) точки М ], М 2 и К  различны. О чевидно, что точка К  имеет координаты 
(х2; j 'i). Н етрудно заметить что М \К  = l x 2 - x ,  I , М 2К  =  Iу 2 -  У\ I ■ Т. к. ДМ \К М 2 
прямоугольный, то  по теореме П ифагора

d  = А 'Ш г = ^ М , К 2 + М гК 2 =  л ^ - х у ) 2 + ( y 2 - y i )2 ■
2) точка К  совпадает с точкой М 2, но отлична 

от точки М\ (рисунок 1.5). В этом случае у 2 =  у ,  и

d =  М \М 2 =  М \К  = \х 2 - х ] \ =

У I
А

1
1 ■■ 
1 ;
I

0 I ^
1
!

М, в к=мг

x i)

=л/ёJTj -.X i) 2 + (у 2 - у , ) 2

Рисунок ] .5

3) точка К  совпадает с точкой М \,  но 
отлична от точки М2 В этом случае х 2 = х х и

?
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d = MtM2 = KM2 = \y2 У i I ” -J(.y2 -У\)2 =J(X2-X\)2 + (У2~ У1 )2 ;
4) точка M 2 совпадает с точкой М х. Тогда х\ = х2 , у\ —у 2 и 

d = M ) M i  = 0  = л](х2 -  л ,)2 + (у 2 -  у , ) 2 .

1.3.1 Деление отрезка в данном отношении

П усть на плоскости дан произвольный отрезок М \М 2 и пусть М  -  любая 
точка этого отрезка, отличная от точки М 2 (рисунок 1.6 ). Число X, определяемое

М М
равенством X =  — -— , называется отнош ением,

М М 2
в котором точка М  делит отрезок М ХМ Ъ

Теорема 1.2. Если точка М(х ; у )  делит отре­
зок Mi Mi в отношении X, то  координаты этой 
точки определяются формулами:

Рисунок 1.6 * * У + Л х 2 у =  Л +ЛУ 2 П 4 )
1+ Л 1 + Л ’

где (Х!;у,) -  координаты  точки М\, (х2; у 2) -  координаты точки М 2.

Д оказательство. Докажем первую из формул (1.4). Вторая формула дока­
зы вается аналогично. В озмож ны  два случая:

1) прямая М \М 2 перпендикулярна оси Ох. Тогда x t = х  = х 2 и поэтому

_  _  х {(1 + Л) _  Х\ +Дх, _ x t +Ax2 '
Х Х' 1 + Л 1 + Л 1 + Я ’

2) прямая М ХМ 2 не перпендикулярна оси Ох (рисунок 1.6). Опустим перпен­
дикуляры  из точек М\, М, М 2 на ось Ох и обозначим точки их пересечения с 
осью  Ох соответственно Р ь  Р, Р 2. По теореме о пропорциональных отрезках

-  X. Т. к. Р \Р  =  | х  -  х,  | , РР2 =  U 2 — х  I и числа (х -  хЛ и (х2 -  х)
М М  2 РР 2
имею т один и тот же знак (при х ,  < х2 они положительны, а  при х\ >  х2 отрица­
тельны ), то

Х =  =  1Х~ ^1 _ * - Х \
p p i W  . .

x - x i  = x(x2 - x ) ,  х  + Хх = Х\ + Хх2, 
х, + Лх?

X = —-------- .
1 + Л

С ледствие. Если М \(хь  у \ )  и  М 2(х2, у 2) — две произвольные точки и точка 
М(х; у ) -  середина отрезка М ,М 2. то

у  = У1±У2.  (1.5)
2 2

Доказательство. Т ак как М \ М  = М 2М. то X =  1 и по формулам (1.4) 
получаем формулы (1.5).
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1.4 Площадь треугольника

Теорема 1.3. Для лю бы х точек А(х\; у{), В(х2; у 2) и С(х3\ у 3), не леж ащ их на 
одной прямой, площ адь S  треугольника A B C  выражается формулой

S = \  \(х 1 - х \ ) ( у ъ ~ у \ ) - ( х ъ- х { ) ( у 2 ~ у \ )  I. ( 1.6)

Доказательство. П лощ адь A ABC,  изображ ённого на рисунке 1.7, вы числя­
ем следую щ им образом:

Sabc =  Sadec + Sbcef -  Sabfd.
Вычисляем площ ади трапеций:

AD + EC _ (х 3 - х })(у 3 + ^ ] )
2 2 

ЕС + BF _ (х 2 -  х 3 ) (у 3 + у 2)

Sadec ~  DE  

S bcef = EF-

S , D F

2 2 
AD + BF _ (х2 -  x t ) ( у , + у2)

Теперь имеем

Sabc = ~((*з -  *\)Ь>ъ + У\) + (х2 -  *зХ й + у 2) ~ 

-  (х2 -х ,)  (у, + у 2)) = 1 ( х 3у 3 -  х ,у 3 +  Xjy, -  Х\У1+ ХтУз -  х3у 3 + Х2У2 -  х 3у 2 -  х?у 1 + 

+ Х \У )-  ХтУ2 +  Х]У2) = 1  (ХзУ, -  Х3У2 + Хф_ -  Х2У, + х $>3 -  х у 3) = |  (jc3Oi -  Уг) + Х\У2 -  

- х ^  + х,у, - Х 2У1 + y 3{x2 - x l) ) ^ ^ ( x l(y2 - y 1) - x 3(y2 - y \ ) + y i ( x i - x 2) - y 3(x] - x 2)) = 

~ ((* 1 --* з )(У 2 -> 0  ■(х] - Х 2) ( у 1- Уз))= 1 ((х2 - х , ) ( у 3 - у 1) - ( х 3 - х 1)(у2 - у 1)).

Для другого расположения A A B C  формула (1.6) доказывается аналогично, но 
может получиться со знаком « -» . П оэтому в формуле (1.6 ) ставят знак модуля.

Вопросы для самоконтроля

1. Какая система называется прямоугольной?
2. Какая система называется полярной?
3. Укажите формулы, которые устанавливают связь прямоугольной и поляр­

ной систем координат.
4. Напишите формулу для определения расстояния между двумя точками на 

плоскости.
5. Сформулируйте признак деления отрезка в данном отношении.
6 . Напишите формулы для определения координат точки, делящей данный 

отрезок в данном отношении.
7. Как находится площадь треугольника по известным вершинам?
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2 Уравнение прямой на плоскости

У
м

А

О Xа

2.1 Общее уравнение линии на плоскости

П усть на плоскости задана прямоугольная система координат и некоторая 
линия L.

Определение 2.1. Уравнение вида F(x, у )  = 0, связывающее переменные вели­
чины х и у, называется уравнением линии L (в заданной системе координат), 
если этому уравнению удовлетворяют координаты любой точки, лежащей на ли­
нии L, и не удовлетворяют координаты никакой точки, не лежащ ей на этой линии.

Примеры  уравнений линий на плоскости.
1 Рассмотрим прямую, параллельную  оси Оу прямо­

угольной системы координат (рисунок 2.1). Обозначим 
буквой А  точку пересечения этой прямой с осью Ох, (а, 0)
— её координаты. У равнение х  — а  является уравнением 
данной прямой. Действительно, этому уравнению  удовле­
творяю т координаты любой точки М(а, у )  этой прямой и 
не удовлетворяю т координаты ни одной точки, не лежа- 

Р н с у н о к  7 1 Щей на прямой. Если а = 0, то  прямая совпадает с осью Оу,
которая им еет уравнение х  =  0 .

2 У равнение х  -  у  =  0 определяет множество точек плоскости, составляю­
щ их биссектрисы I и III координатных углов.

3 Уравнение х  -  у 2 = 0 — это уравнение биссектрис всех координатных углов.
4 Уравнение х2 + у 2 = 0 определяет на плоскости единственную точку 0 ( 0 , 0).
5 Уравнение х  + у 1 =  25 — уравнение окружности радиуса 5 с центром 

в начале координат.

2.2 Общее уравнение прямой на плоскости

Теорема 2.1. К аж дая прямая на плоскости с прямоугольной системой коор­
динат определяется уравнением  первой степени

А х  + By + С  = 0, (2.1)
где А и В  одновременно не равны 0,

и, обратно, уравнение (2.1) при произвольных коэффициентах А, В и С (А и В  
одновременно не равны  нулю ) определяет некоторую прямую  на плоскости.

Д оказательство. С начала докажем первое утверж дение. Если прямая не 
перпендикулярна оси Ох, то  она определяется уравнением первой степени 
у  =  кх  + b или к х —у  + Ъ = 0, т. е. уравнением вида (2.1), где А - к ,  В  = -1 , С = Ь. 
Если прямая перпендикулярна оси Ох, то согласно примеру 1 из п. 2.1 её урав­
нение имеет вид х  — а  или х  — а  =  0 , т. е. является уравнением вида (2 .1) при 
А = 1 ,В  = 0 и С  = -а .  Тем самым первое утверж дение доказано.

Д окажем обратное утверж дение. Пусть дано уравнение (2.1), причём хотя 
бы  один из коэффициентов А  или В  отличен от нуля. Если, например, В ф  0 ,  т о  

уравнение (2 . 1) мож но записать в виде
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А С
у = ----- х ------,

В В
т. е. в виде уравнения с угловым коэф ф ициентом (см. п. 2 .2 . 1), которое опреде­
ляет на плоскости прямую. Если ж е В  =  0, то  А ф 0 и уравнение (2.1) им еет вид 

С
х  = ------ . Это уравнение прям ой, параллельной оси Оу, как показано в при­

м ере 1 п. 2.1. В торое утверж дение доказано.
У равнение первой степени (2.1) называется общим уравнением  прямой на 

плоскости.

2.2.1 У равнение прямой с угловы м коэффициентом

П усть I -  прямая, не параллельная оси Оу  
(рисунок 2.2). Обозначим точку пересечения / с 
осью  Оу  буквой 5 (0 , Ъ), а  угол между полож и­
тельны м направлением оси Ох и прямой / обо­
значим ф. Угол ф, отсчитываемы й от оси Ох 
против часовой стрелки (0 <  ф <  тс), называется 
углом  наклона прямой I к оси Ох.

П усть М(х; у )  -  произвольная точка на пря­
мой I. Из Д B M N  имеем

МУ
BN

у - ь

Эту величину tg  ф обозначаю т к  и назы ваю т угловы м коэф ф ициентом пря­

мой. Тогда . У - Ь

откуда у  = кх + Ь. (2 .2 )

У равнение (2.2) называется уравнением  прямой с угловы м коэффициентом.
В частности, если к =  0, то  ф = 0 и получаем уравнение прямой у  =  Ь, парал­

лельной оси Ох и проходящ ей через точку В(0, Ь). Если к тому же 6 = 0, то  
у -  о — уравнение координатной оси Ох.

2.2.2 У равнение прямой по точке и угловому коэффициенту

Пусть данная прямая имеет угловой коэф ф ициент к  и проходит через точку 
М \(хь  у\). И скомое уравнение прямой у  = кх + Ь. Н аш а задача: определить 
неизвестное число Ь.

Т ак как координаты точки М, удовлетворяю т уравнению  прямой, то 
У\ = kxi + b, откуда Ъ = у \ - к х \ .  И меем у  = кх + (у\ -  кхх) или

У ~У\  = к ( х - х , ) .  (2.3)

2.2.3 У равнение прямой, проходящ ей через две заданны е точки

Пусть прямая проходит через точки М\(х\,  y j)  и М2 (х2; у  г)- И скомое уравне­
ние прямой у  =  кх + Ь, где к  и Ъ -  неизвестные числа.
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Так как прямая проходит через точку М и то по уравнению  (2.3)

У ~У\ = к ( х - х , ) .
П оскольку координаты точки М 2 такж е удовлетворяю т этому уравнению , то

Уг~У\ ~ Н х г - х \ ) ,

Уг~У\откуда к = (2.4)

Т огда искомое уравнение прямой

У ~ У  1
_  У г~У\

или

Х 2 ~ Х ,

У ~У \ -  х ~ х

(х ~ х { )

(2.5) 
У г~ У \ х 2 ~ х ,

З ам еч ан и е  2.1. Ф ормула (2.4) определяет угловой коэф ф ициент прямой, 
проходящ ей через точки М, и М2.

Замечание 2.2. В уравнении (2.5) один из знаменателей (х2 -  дс,) или (у2 -  у\)  
может оказаться равным нулю (оба этих числа одновременно не могут быть равны

С1 с
нулю, ибо точки М] и М 2 различные). Так как пропорцию — = — мы понимаем

b d
как равенство a d  =  be, то обращение в нуль одного из знаменателей означает 
обращ ение в нуль и соответствующего числителя. Если, например х 2 = х\, то 
у 2 — у  ^  0 и из (2.5) имеем ( у - у \ )  ■ 0 = {у2 - у \ ) ( х  - x i ) ,  откуда следует равенство 
х  = x t. Это есть уравнение прямой по двум точкам в случае, когда х2 = x t.

2.2.4 У равнение прямой в отрезках по осям

П усть прямая пересекает оси Ох и Оу  соответственно 
в точках А  и В (рисунок 2.3). Пусть А(а, 0) и 5 (0 , Ь). Из 
уравнения (2.5) имеем 

у - 0 _  х -а
ЪЬ - 0 0 - а

Уравнение
а b

(2.6)

называется уравнением прямой в отрезках на осях 
координат.

Заметим , что прямые, параллельные координатным 
осям, и прямые, проходящ ие через начало координат, не 
могут бы ть записаны уравнением этого вида.

2.3 Угол между прямыми на плоскости

Рассмотрим на плоскости две прямые Ср у  = к,х + А, и И2 '• у  — к2х + Ь2 с 
углам и наклона к оси Ох соответственно ф! и ср2 (рисунок 2.4).

О пределение 2.2. Углом меж ду прямы ми С, и (2 будем называть мень­
ш ий из смеж ны х углов, образованны х этими пересекаю щ имися прямыми.
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Н а рисунке 2.4 таким является угол ср. Очевидно, что 0 <  ср < —. Из геомет­

рических соображений устанавливаем зависимость между углами <рь  q>2 и ф : 
Ф = ф2 — срI - Возможны два случая:

позволяет вычислить угол между не перпендикулярными прямыми.

2.4 Условия параллельности и перпендикулярности прямых 
па плоскости

1) Если прямые (, и ?2 параллельны, то <р = 0. Тогда tg  ср = 0 и из форму­
лы  (2.7) имеем к2 -  к] -  0 или к2 = кл . Таким образом, условием параллельности 
двух прямых на плоскости является равенство их угловы х коэффициентов.

2) Если прямые f| и f2 перпендикулярны, то ср = . Т ак как ср = ф2 — q>i, то

<p2 = f  + ? i  и tg ф 2 =  tg ( ^  + ф0  = ctg ф! = ------— , т. е.
2 2 tgm,

Таким образом, условие перпендикулярности двух прямых состоит в том, что 
их угловые коэффициенты обратны по величине и противоположны по знаку.

Вопросы для самоконтроля

1. Что называется уравнением линии на плоскости хОу?
2. Какой вид имеет уравнение прямой с угловым коэффициентом?
3. Какой знак имеет угловой коэффициент прямой, образующей с положитель­

ным направлением оси Ох острый угол? тупой угол?
4. Какой вид имеет уравнение прямой в отрезках на осях?
5. Напишите уравнение прямой в общем виде. Как найти угловой коэффициент 

этой прямой?
6 . Как расположена в плоскости хОу  прямая, уравнение которой Ах -\ By - 0; 

А х + С = 0; А х  =  0; В у  = 0 (коэффициенты А. В, С  отличны от нуля)?
7. Как найти точку пересечения двух прямых?
8 . Как убедиться в том, что данная точка принадлежит данной прямой?
9. Как построить прямую, заданную соответст вующим уравнением?
10. Какой вид имеет уравнение прямой, проходящей через данную точку и 

имеющей соответствующий угловой коэффициент?
11. Какой вид имеет уравнение прямой, проходящей через две данные точки?
12. Напишите формулу для определения угла меж ду двумя прямыми на 

плоскости.
13. Сформулируйте условия параллельности и перпендикулярносги двух прямых.

1) угол ф у , т. е. прямые ?| и { 2 перпендикулярны;

Формула

2 ) 0 <  ф < — 
2

(2.7)

к.
(2 .8)
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3 Взаимное расположение двух прямых на плоскости

3.1 Расстояние от точки до прямой

Теорема 3.1. Расстояние d  от данной точки М{х0\ >'о) ДО прямой заданной 
уравнением А х  + B y  + С = 0 на плоскости определяется формулой

\Ах0 + Ву0 +Cj

4 а 2 + B Z
(3.1)

Д оказательство. Пусть в прямоугольной системе координат прямая {  име­
ет уравнение A x  + B y  + С = 0, а точка М  -  координаты (х0; у 0). Возьмём на пря­
мой {  две произвольные точки £ (* ,; у{) и F(x2, у 2). Н етрудно заметить, что

d  li
2 - S UEF

EF
По формуле (1.6) темы 1 имеем

S m e f =  I  ■

По формуле расстояния между точками на плоскости

Тогда

E F =  ^ ( х 2 - х1)2 + (y 2 - y i )2 . 

d =  \(х 2 ~ )(.Ур ~ Vi) (.-Уд -  )(Уг -  .V]) 

л/(х 2 - - Ti ) 2 + (Уг - У \ ) 2
(3.2)

Запиш ем уравнение прямой €  по двум точкам Е й  F:
у- У, JC-.T,

У 2 У\ х 2 - х ,

П реобразуем это уравнение в общ ее уравнение прямой:
( y - y i ) ( x 2 ~ х \ )  = ( х - х ])(у2 - у д ,

(Уг ~У\)х + ( x i ~ x 2)y  + (у,(х2 - х г) - x i ( y 2- y i ) )  = 0 .

По условию , общ ее уравнение прямой I  имеет вид Ах + B y  + С  = 0, 

следовательно, А = т { у 2 - у \ ) ,
В  = m (xt ~ х2),

С m lyifa-xfi-xfa-yx)) 
для некоторого целого числа тФ  0 .

Тогда из (3.2) имеем
\(У2 ~ У1 )(*о ~ * \) ~ (х2 -  х 1 )(у 0 -  у 1 )| ^

V(*i ~ x i ) 2 + (У г - У) ) 2

d  =

|(>’2 ^ У \ ) х а + ( х х - х 2 ) у 0 + ( у , ( х 2 ~ х 1) - х }( у 2 - у , ) ) |  =

-у/(JC, -Ж 2)2 + (7 2 - > ', ) 2

Л В С
— н---- J'n +т т т

1к )2 ( f 5 "

г

V V т
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i“ |И *о + Ву„ + С\
Н _____________ =  \А хо + ву  о + ч

М + ( в у

Пример. П усть прямая (, задана уравнением Зх -  4у + 10 = 0 и дана точка 
Л/(4; 3). Найти расстояние о тто ч к и  М до прямой {,.

Реш ение. По формуле (3.1) имеем

| 3 . 4 - 4 . 3 + Ю|  ю  
d  = -— . =Д =  —  = 2 . Ответ: 2.

V32 + ( - 4 ) 2 5

3.2 Взаимное расположение прямых на плоскости

Пусть прямые 1 1 и ^  2 заданы своими общими уравнениями. Рассмотрим эти 
уравнения как систему двух уравнений первой степени с двумя неизвестными х  и у:

( А,х  + В ,у + С, =0,
+ В 2у  + С 2 = 0.

Реш аем эту систему:
_ АхА2х  + В,А2у  + С ,А2 = 0  

А,Л2х  + А ,В2у  + А 1С2 = 0

(3.3)

а)
(В1А2 - Л 1В2)у  + (С1А2 - А 1С2) = 0

(А 1В2- А 2В,)у  = С ,А2- А 1С2 . (3.4)

AtB2x  + В\В2у  + С ,5 2 = 0
б) A2Bix  + BlB2y  + C2Bx = 0

{A]B2 - A 2B i )x = CzB t - C ]B2 '

Возможны следую щ ие случаи:

\ ) А \ В г - А г Ъ \  * 0  т. е. А \В 2 * А 2В Х => —  * — . Тогда из формул (3.4) и (3.5)
^2 В2

находим единственное реш ение системы (3.3):

_ C 2B l - C iB7 C1A1 - A lC2х - v =  1 1 ■ . (3.6)
а 1в 2 - л 2в , а ,в 2 - а 2в ,

Единственное реш ение системы  (3.3) означает, что прямы е €  i и { 2 пере­
секаются. Ф ормулы (3.6) даю т координаты точки пересечения.

2) А\В2-А г В \  = 0  т. е. А ХВ2 = А 2В Х=> А  = А .
Аг В2

2.1) С2В\ -  С ХВ2 = 0 и С И 2 - Л ,С 2 =  0.

Тогда ЛуВ2 =  Л2£ ь С2В,= С ,52 и  С,Л2=Л ,С 2, откуда А  = А ,  A  = С± = А .
Л2 В;) В2 С2 С2 /12
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A B CТаким образом, —  = —  = —  = к .  Т огдаА\ =  кЛ2, В\ =  кВ2,, Ci =  А;С2. Теперь, 
^2 С2

уравнение прямой £  { имеет вид: кА& + кВ^у + кС2 = 0 или Л2х  + В^у + С2 =  0. 
Следовательно, прямые и / 2, имея одно и то же уравнение, совпадают.

2.2) С2В \ — С\В2 ̂  0 или С1А 2 —Л\С2 ^  0.
5  С

Пусть, для определённости С2В\ -  С \В2 Ф 0, т. е. С2В\ ф  C tB 2 => —  ф  —!-.
В2 С2

Тогда равенство (3.5) имеет вид 0 • х  = C2B t -  С\В2. Следовательно, это уравне­
ние, а значит и систем а (3.3) реш ений не имеет. Это означает, что прямые t  j и 
■С 2 на плоскости не пересекаю тся, т. е. они параллельны. А налогичный вывод 
можно сделать в случае, когда С\А2 -  А \С 2 ф 0 .

Итак, если:
А В

1) — 1-  ф  — , то  прямые (. 1 и {■> пересекаю тся в точке с координатами (3.6);
А2 В2
A B C

2 ) —■- = —-  ф  — , то  прямые 1 1 и -С 2 параллельны;
/̂ 2 В2 С,
A B C

3) —  = —  = — , то  прямые €  1 и € 2 совпадают.
Л2 В2 С2

Вопросы для самоконтроля

1. Н апиш ите ф ормулу для определения расстояния от точки до  прямой.
2 . У каж ите возмож ны е взаимные расположения двух прямы х на плоскости.
3. Условие пересечения двух прямых на плоскости.
4. Условие параллельности двух прямых на плоскости.
5. Условие совпадения двух прямы х на плоскости.

4 Линии второго порядка на плоскости

4.1 Эллипс

Линии, уравнения которых в прямоугольной системе координат являются урав­
нениями второй степени, называются линиями второго порядка. К ваяшейшим 
линиям второго порядка относятся эллипс, окружность, гипербола и парабола.

О пределение 4.1. Эллипсом называется множество 
всех точек плоскости, для каждой из которых сумма рас­
стояний до двух данных точек, называемы х фокусами, 
есть величина постоянная, большая чем расстояние между 
фокусами.

П усть F \( -c ,  0) и F 2(c, 0) -  фокусы. Т огда F\F2 = 2с — 
фокусное расстояние (рисунок 4.1). Постоянную  вели- 

Ри сунок 4.1 чину, о которой идёт речь в определении эллипса, обо­
значим 2 а.
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П усть Mix, у )  -  произвольная точка эллипса. Тогда по определению
F \M +  F 2M =  2а > 2с, о тк у д аа >  с.

Так как F XM  =  -J(x + c )2 + у 2 , F2M  =  л /о  -  с) 2 + у 2 , то имеем уравнение 

•̂ /(л; + с ) 2 + у 2 + ~ J (x -c )2 + у 2 = 2а.
П реобразуем это уравнение:

( л/(.т + с ) 2 + у 2 ) 2 = (2а -  -J(x -  с )2 + у 2 ) '  ,

(х2 + 2сх  I' с2) + у 2 = 4а2 -  4 а у ( х - с ) 2 + у 2 + (х2 -  2сх + с1) + у 1,

a - J ( x - c ) 2 + у 2 = а2 -  сх.

Возводя в квадрат последнее уравнение, имеем

а2(х2 — 2сх + с2 +> ’2) ~  а 4 — 2 сха2 + с2х 2,
(а2 -  с2)х2 + а2у 2 = а \ а 2 -  с2).

Так как а  > с, то а -  с2 > 0 и  мож ем обозначить Ь2 = а2 -  с2. Тогда

Ь2х 2 + а2у 2 = а 2 Ъ2, 
2 2

V ^  = 1.2 >2 О (4.1)

Таким образом, координаты любой точки эллипса удовлетворяют уравнению (4.1).
Покажем обратное: если координаты точки М(х, у )  удовлетворяю т уравне­

нию (4.1), то точка М  леж ит на эллипсе.

Из (4.1) найдём у 2 : у 2 = b2( 1 -  ).

Тогда F \M л](х + с)2 + у 1 х 2 +  2 с х  + с 2 +  Ь 2 -  — ~—

( а 2 - Ь 2) х 2 2 2 2 
--------- г-^—  +  2с х  +  а  - с  +  с  = - + 2cx + a 2 — J ( —  + a ) / - - +  а

Т .к . с < а  и из (4.1) —  <  1, т. е. х  < а  , | л: | <  а , то —  < а . Следова-
а

сх

а
сх

тельно, j —  + а | =  а + — . А налогично можно вы числить F 2M =  а - 
а

Теперь F \M  + F2M  = а + —  + а ------= 2а .
а а

И з уравнения (4 .1 ) : Ь2 > 0 => а2 -  с2 > 0, т. е. а > с, откуда 2а > 2с. Значит, точка 
М  лежит на эллипсе.

У равнение (4.1) называется каноническим урав­
нением эллипса. И зображ ён эллипс с уравнением 
(4.1) на рисунке 4.2.

Точки пересечения эллипса с осями координат 
называю тся верш инами эллипса. Оси симметрии эл­
липса (оси Ох и Оу) назы ваю т осями эллипса. Точка

Устинова адукацьп . 
омельсю дзяржауны ушвере1тэт 
мя Францыска Скарыны"
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такж е отрезки А\А, В\В. Отрезки ОА, ОВ  и их длины назы ваю т полуосями. 
В наш ем случае а > Ь, поэтому а называю т большой полуосью, b -  малой по­
луосью . Эксцентриситетом эллипса называется отнош ение фокусного рас­
стояния к длине больш ой оси, т. е.

с
е =  — .

а
Так как 0 < с < а, то 0 < е < 1. Ф окальны ми радиусами точки М  называют 
отрезки /*'|Л/ и F2M.  И х длины г, и г2 вычисляют по формулам:

Г\ = а  + ex, r2 = а —ex.

Уравнение (4.1) можно рассматривать и в случае, когда Ь> а, оно определя­
ет эллипс с больш ой полуосью  ОВ  = Ъ, фокусы такого эллипса леж ат на оси Оу,

2 _  7 2 2причем а  - Ь  — с .

4.1.1 Окружность

В случае, когда а = Ь, уравнение (4.1) принимает вид

JC2 >•2 _ - 2 , 2 _  2
I или х + у = а

а  а

и определяет окружность радиуса а с центром в начале координат (рисунок 4.3). 
В этом случае с = 0, поэтому 8 = 0.

Из школьного курса известно уравнение окружно­
сти радиуса R  с центром в точке Ао(х0, уо)' 

( х - х „ ) 2+ ( у - у 0У = К г .
Такое уравнение называют каноническим уравнением  

окружности.

4.2. Гипербола

О пределение 4.2. Гиперболой называется множество 
всех точек плоскости, для каждой из которых модуль раз­
ности расстояний до двух данных точек, называемых 
фокусами, есть величина постоянная, меньшая, чем рас­
стояние между фокусами.

Пусть F |( - c ,  0) и F2(с, 0) -  фокусы. Т огда F \F 2 = 2 с -  
фокусное расстояние (рисунок 4.4). Постоянную величину, о которой идёт 
речь в определении, обозначим 2а. Тогда по определению 2 а < 2с, т. е. а < с.

Пусть М{х; у )  — произвольная точка гиперболы. Рассуждая по аналогии с 
п. 4.1, можем получить уравнение

Рисунок 4.4

— г Д е  1
а  о"

(4.2)

Уравнение (4.2) называют каноническим уравнением гиперболы. Гипербо- 
ла с уравнением (4.2) изображена на рисунок 4.5. Прямоугольник MNKL, стороны 
которого M N  =  LK  = 2а, ML -  N K  =  26, называется основным прямоугольником.
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Рисунок 4.5

полуосями гиперболы. Если а 
её уравнение

П рямые М К  и N L  называю т асимп тотами ги­

перболы , их уравнения : у  = - —х  и у - —X,
а  а

соответственно. Г ипербола имеет две ветви: 
левую  и правую. Центр симметрии гиперболы 
называется её центром. Оси симметрии ги­
перболы называются её осями. Одна ось пере­
секает гиперболу в двух точках (на рисунке 4.5 
это т. А\ и А 2), эта ось называется действи­
тельной осью гиперболы , другая ось -  мни­
мой осью, она не имеет общ их точек с гипер­
болой. Длины отрезков АуАг и В\В2 также 
называю т осями. Величины а и b называются 

= Ь, то гипербола называется равносторонней,

Уравнение

2 2 _  2 х  —у  -  а .
2 2 

а 2 b 2
(4.3)

определяет гиперболу с действительной осью 
Оу  (рисунок 4.6).

Гиперболы, определяемые уравнениями (4.2) 
и (4.3) в одной и той же системе координат, 
называются сопряжёнными. Эксцентриситет  
гиперболы -  это отнош ение ф окусного рас­
стояния к расстоянию  между верш инами ги­
перболы (т. е. точками пересечения гиперболы 
с осями). Для уравнения (4.2) 

с8 = — . а
Так как с >  а, то е > 1. Ф окальны е радиусы  точки М  гиперболы -  это отрезки 
F XM \ \  F2M. Их длины г, и г2:

для правой ветви г\ = ex + a, г2 = е х -  а, 
для левой ветви г } = -  ех -  а, г2 = -  ех + а.

4.3. Парабола

Определение 4.3. Параболой называется множество всех точек плоскости, 
каждая из которых находится на одинаковом расстоянии от данной точки, 
называемой фокусом, и данной прямой, называемой директрисой, и не прохо­
дящ ей через фокус.

Возьмём в прямоугольной системе координат точку F ( ~ ,  0), где р  > 0, 

и пусть она будет фокусом. Директрисой будет прямая х  ~  ~  ^  (рисунок 4.7).
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П усть М(х, у )  -  произвольная точка параболы. Если 
К  -  основание перпендикуляра из точки М  к дирек­

трисе, то она имеет координаты ( -  —, у). По определе­

нию 4.3 М К  = MF.

Тогда (х  + £ ) 2 + ()> -у )2 = (х —)2 + у 2 . 
2

( х - ~ ) 2 + у 1 = х  + ̂ , т .  к. дг> 0 .

Возводим уравнение в квадрат и приводим подобные члены:

2 Р 2 2 1 Р 1 х -  рх  + г— + у  = х  + рх + — ,
4 4

у 2 =  2рх. (4.4)

Уравнение (4.4) называется каноническим уравнением параболы. Величи­
ну р называю т параметром параболы. П арабола с уравнением (4.4) изображена 
на рисунок 4.8. Точка О  называется вершиной параболы, ось симметрии -  осью  
параболы. Если парабола имеет уравнение у  =  -  2рх, то её график расположен 
слева от оси Оу  (рисунок 4.9). Уравнения jc2 =  2р у  и х 2 = — 2ру, р  > 0 определяют 
параболы, изображённые на рисунках 4 10 и 4.11, соответственно.

ч

1

 ̂ J1
Т 1

У  ■> / °
}  ’

0 /
1

Рисунок 4.8 Рисунок 4.9 Рисунок 4.10 Рисунок 4.11

Вопросы для самоконтроля

1. Дайте определение окружности. Какой вид имеет уравнение с центром в 
начале координат?

2. Дайте определение эллипса. Какой вид имеет каноническое уравнение 
эллипса?

3. Что называется эксцентриситетом эллипса и какова его величина?
4. Дайте определение гиперболы. Какой вид имеет каноническое уравнение 

гиперболы, фокусы которой расположены на оси Ох? на оси Оу?
5. Что называется эксцентриситетом гиперболы и какова его величина?
6 . Какие прямые называются асимптотами гиперболы? Какой вид имеют урав­

нения асимптот гиперболы, заданной каноническим уравнением?
7. Дайте определение параболы. Какой вид имеет каноническое уравнение 

параболы, симметричной относительно оси Ох? относительно оси Оу?
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5 Матрицы и действия над ними

5.1 Понятие о матрице

Таблица чисел aik вида
а и а 12.. ■а \к
^21^22 *' - а 2к ( 5 .1 )

\ а т \а т2 " а тп ^

состоящая из ш  строк и п столбцов называется матрицей размера т  х п.  Числа 
а*  называются её элементами. Если т ^  п, то матрица называется прямо­
угольной. Если ж е т = п, то матрица называется квадратной. В частности, 
если т = 1 , п >  1, то  матрица (аи а ,2 ... а,„) называется матрицей-строкой. Е с­
ли же т > 1 , п =  1 , то м атрица называется мат рицей-столбцом.

Число строк в квадратной матрице называю т порядком такой матрицы.

Например, матрица ° | |а|2
1 а 21а 22

есть квадратная матрица второго порядка, а мат- 

еегь квадратная матрица третьего порядка.
а \\а \2а \Ъ 

рИЦЭ. ^21^22^23  

\ а 3 \а 32а 33 J
М атрицы будем обозначать больш ими латинскими буквами. Две матрицы  А  

и В называются равны ми (А =  В), если они одинакового размера и их соответ­

ствующие элементы равны. Так, если А  = В =  j  и а п  = Ьп ,
а 2\а22/ \Р2[Ь.

й.\2 Й]2, Ct2] &2Ь ^22 ^22? ТО А  — В .

5.2 Алгебраические преобразования матриц

5.2.1 С лож ение и вы читание матриц

Складывать и вы читать можно только матрицы  одинакового размера.
О пределение 5.1. Суммой двух матриц А  и В  одинакового размера т х п 

называется м атрица С разм ера т  х п, элементы которой равны сумме соответ­
ствующих элементов матриц А и В. О бозначается : А + В = С.

П р и » ,р . I  7  Л  И з  4 - •

О пределение 5.2. М атрица О  размера т  х и, элементы которой все равны 
нулю, называется нулевой матрицей.

Определение 5.3. Разностью  двух матриц А  и В  размера т х п  называется 
матрица С размера т  х п такая, что А = В  + С. Обозначается : А  -  В -  С. Из 
определения следует, что элементы матрицы С равны разности соответствую ­
щих элементов матриц А  и В.
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' 2  - Г Г -1  4 ^ '3 -5 ^
3 0 - 0 - 2 II 3 2

[4 2 j 1 1 1 V ,3 1 )

Пример.

С войства сложения матриц.
1. С ложение матриц коммутативно, т. е. А  + В - В  + А  для лю бых матриц 

А и В  размера т  х п.
2. Сложение матриц ассоциативно, т. е. (А + В)  + С  = А + ( В  + С) для лю ­

бых матриц А, В, С  одинакового размера.
3. A t O  = 0  + A =  A для лю бой матрицы А  размера, совпадающ ей с разм е­

ром нулевой матрицы  О.

5.2.2 У множ ение матрицы  на число

О пределение 5.4. П роизведением матрицы А  на число а  называется м ат­
рица аЛ, элементы  которой равны  произведению числа а  на соответствую щ ие 
элементы матрицы  А.

2 -1
3 - 2 )’

В - - 1 3 
О - 4

(2 зМ 3 V  Г4 -2) f'-3 9  ̂ (1 -ll'j
(з - г )  U

з 11 o - n j  \б в )

Пример. Вычислите 2А -  3В, если А 

2 А - З В  = 2 

5.2.3 У множение матриц

О пределение 5.5. П роизведением матрицы А  размерности т п и м атри­
цы В  размерности п х к, элементы  которой с,, вычисляются как сумма произ­
ведений соответствую щ их элементов ап i-я  строки матрицы А и элементов by 
j -го столбца матрицы В, т. е.

c,j = an b v  + ai2b2,+  ... +  ainbnp г'е{ 1 , 2 , . . . ,  m } ; j e  { 1, 2 , . . . ,  к}.
Пример.

,2 М 2 - 'Л  2, Н  w  о1)
2 - 1  3 
О - 4  2

3 2 

О 1

- ]  3 
О - 2

4 3 
2 1 4 2

'3 - 1 1ЛГ- 2̂ f_9l3) 0 - 2  1 3 = -6
1 -1 2 у ~ 5,

О пределение 5.6. Квадратная матрица порядка п вида называется единичной  
матрицей и обозначается Е„.

Г l 0 0 . . 0 o '
0 1 0 . . 0 0
0 0 1 . . 0 0

0 0 0 . 1 0
,0 0 0 . . 0 и
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С войства умножения матриц
1. Умнож ение матриц некоммутативно, т . е. А В  # ВА.
2. У множ ение матриц ассоциативно, т. е. А(ВС)  =  (АВ)С, если такие произ­

ведения сущ ествую т.
3. Если А -  матрица размера т  х п, В  -  матрица размера п х к, то А ■ Е„ = А,

Еп -В = В.

5.2.4 Т ранспонирование матриц

О пределение 5.7. Если в матрице

А =

а и а п ....ах„
а 2\а 22 —а2п

\ а т \а т 2 '-а тп J

сделать все строки столбцами с тем же номером, то получим матрицу

а и а2,. ■ат\

II а ]2а 22' ■■ат2

уа \па 2п у

которую называю т транспонированной к м атри ц ей . 
С войства транспонирования матриц
1. (А')' = А.
2. (А + В ) '= А '  + В'.
3. (АВ)‘= В 'А ‘ .
4. ( а А ) ‘ = а А ' .

(2 — 1
П ример. Найти 2А' +  (АВ)1, если А  

2Л‘ + (АВ)1 =  2
2 -1 
3 О

2 -  IV - 1 2

3 0 1 3

В = I 1 2 
3 0 /  v 1 3

■21 2 3М ~ 3 1
1 0 1 -3  6

4 б 
- 2  0

( V  е Н ’, Э -

5.3 Элементарные преобразования строк матрицы

О пределение 5.8. Элементарны ми преобразованиями строк матрицы
называют следую щ ие преобразования:

1) умножение строки матрицы на ненулевое действительное число;
2 ) прибавление к одной строке матрицы другой её строки, умноженной на 

произвольное действительное число.
Лемма 5.1. С помощью  элементарных преобразований строк матрицы 

мож но поменять местами лю бые две строки.
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Доказательство.
с

(  >
(  ^

а п  —
i+J— >

а:\ + a j \ -
i . ‘ >.

^/1 ^ ^ /1 ---^rt] ^ &jn

ап .. ■Ор an ............ ......al- ~ a i \ ....................~ a in
\ ....... \  у

° j l .........a jn

I ......-  a ,n ..... a  in

5.4 Ступенчатая матрица. Ранг матрицы

О пределение 5.9. С тупенчатой будем называть матрицу, которая обладает 
следую щ ими свойствами:

1) если i-я строка нулевая, то  (/' + 1)-я строка также нулевая,
2 ) если первые ненулевые элементы г-й и (г + 1)-й строк расположены в 

столбцах с номерами к и 4  соответственно, то к < L
У словие 2) требует обязательного увеличения нулей слева при переходе от

i-й  строки к (;' + 1)-й строке. Н апример, матрицы
ГО 1 2 - 3  4
О О О  3 - 2

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0Л
0 - 1 3 0 2  
0 0 0 0 1

являю тся ступенчатыми, а матрицы 

( I  0 0 0 0̂ 1
Я | = о о о о о 

0 0 0 1 0

1 - 3  2 1
1 0  2 - 1

0 0 1 0
0 0 0 0

, Вз =

' - 1 0 Г
> ^3 ~ 0 0 0

1 ° 0 o j

f °  '
- 1 0 '

1 4 3 0

[o  0 2 - l j

ступенчатыми не являются.

Теорема 5.1. Любую  матрицу можно привести к ступенчатой с помощью 
элементарных преобразований строк.

П роиллюстрируем эту теорему на примере.

А=
2 -1  3 4 2^ 
4 0 2 -1  4
3 1 2  1 0

т+ц-о
2 - 1 3  4 2 '
4 0 2 - 1  4
1 2 - 1 - 3  - 2

1 2 -1 -3 - 2
4 0 2 - 1 4
2 - 1 3  4 2

///+/(- 2)
'1 2 - 1 - 3  -2~] fl 2 - 1 - 3 - 2 N
0 - 8 6 11 12

///•8
0 40 - 3 0 - 55 - 6 0

~ 5 5 10 6 y 1° - 4 0 40 80 48 J
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2 - 1  - 3  —2 '
О 40 - 3 0  -5 5  -6 0  

ч0 0 10 25 -1 2 ,
Получивш аяся матрица -  ступенчатая.

О пределение 5.10. Рангом матрицы  будем называть число ненулевых 
строк в ступенчатом виде этой  матрицы.

Например, ранг матрицы А  в преды дущ ем примере равен 3.

Вопросы для самоконтроля

1. Что называется матрицей?
2. Как производится сложение и вычитание матриц; умножение матрицы на 

число?
3. Дайте определение умножению матриц.
4. Какая матрица называется транспонированной?
5. Какие преобразования строк матрицы называются элементарными?
6 . Дайте определение ступенчатой матрицы.
7. Что называют рангом матрицы?

6 Определители

6.1 Вычисление определителей

6.1.1 О пределители второго порядка

Рассмотрим квадратную  матрицу второго порядка

О пределение 6.1. О пределителем второго порядка, соответствующ им 
матрице А, называется число, вычисляемое по формуле

а ИЯ22 a ]2Cl.

Элементы a,j называю тся элементами определителя \ л \ ,  элементы я ц , а22 

образуют главную  диагональ, а элементы a t2, а2\ -  побочную.

Пример.  ̂ у = - 28 + 6 =  -2 2 .

6.1.2 О пределители третьего порядка

Рассмотрим квадратную  матрицу третьего порядка

а \) а п  
А  #21 ^  22

,* 3 1  а 32

а 11 а 12 а 13
а 2] а 2 2 я 23 
а з, а Ъ2 a 33J
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О пределение 6.2. О пределителем третьего порядка, соответствующ им 
м атр и ц ей , называется число, вычисляемое по формуле

«11 «12 «13

\А  |=  Ojl «22 «23 — « П « 2 2 « 3 3  +  «12«23 °31  +  «13а 21«32 ~ а Ч а 22а Ъ\ _ а 12«21«33 "« 1 1 «2 3 «3 2 -  

«31 «32 «33

Чтобы запомнить, какие произведения в правой части  равенства следует 
брать со знаком «плю с», а  какие — со знаком «минус», полезно запомнить пра­
вило, называемое правилом треугольника:

Пример.
-1 2 
3 - 4  
1 1
! О О 
) 1 О 

О 0 1

1)

2)

О
2

-1
=  - 4  +  0 +  4 —0 + 2 +  6 =  !

=  1 , т. е. | £з | = 1 .

Рассмотрим ещ ё один способ вычисления определителя третьего порядка.

О пределение 6.3. М инором M j  элемента a,j определителя называется 
определитель, полученны й из данного вычёркиванием /-й строки и /-го столбца. 
А лгебраическим  дополнением  A j} элемента а,, определителя называется его 
минор M j,  взятый со знаком (-1 )'+/.

Пример. Вычислим минор М 2з и алгебраическое дополнение Л2- элемента 
а2з в матрице

А =

Вычислим минор М 2;

Mrj -
-1 
1

-3

2  -  

4 - 3
= - 6  + 4 = -2 .

Н ) 2+3Л/2з = 2.Т огда А ;  ■'“ г з '
Теорема 6.1. О пределитель третьего порядка равен сумме произведений 

элементов какой-либо строки (столбца) на их алгебраические дополнения. 

Д оказательство. П о определению

«п«22«зз + а )2а 2зйз| +aua2la32 в 13а22а31 а12а21а33 а па2}а32. (6.1)
«11 «12 0 ,3

«21 «22 «23
«31 «32 «33
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В ыберем, например, вторую  строку и найдём алгебраически дополнения А 21,
А22,А23-

А2 =  ( - 1 ) 2+|
а \2 «13
^32 «33

=  ( - 1 ) 2+2 « и «13
«31 «33

=  (~ 1 )2+3
«11 «12
«31 «32

' ~ ( а )2а зз а 13азг) «13е13“ 32 12 33’

«11«33 ~«13«31>

( « 1 1 « 3 2  « 1 2 « 3 l )  «12«31 «1 1 «3 2 '

П реобразуем теперь формулу (6.1)

I ̂  I — «21 («1 3 « 3 2  ~  «1 2«33 .) «2 2  ( « 1  |«33 — « 1 3 « 3 l )  « 2 з ( а 12«31 — « 1 1 « 3 2 )~

= а 21 ^21 + о22А 22 + а 23 2̂3.
Ф ормула А  |=  a 21A 2i + Oi2A22 + а 2з ^ 2з. называется разложением определителя  
IА  | по элементам второй строки. А налогично разложение можно получить по 

элементам других строк и лю бого столбца

Пример.
- 2  1 4

= (по элементам второго столбца) = 1- (— 1)Н2
0 3

+ 2 • (-1 )2+2
- 2  4

0 2 3 - 5  1 - 5  1
- 5  -1  1

+ Н Х-1 у
- 2  4 
О 3 =  4 0  + 15) + 2 (-2  +20) + (-6  +0) = -1 5  +36 — 6 =  15.

6.1.3 Определители п-го порядка (п е Л?)

О пределение 6.4. О пределителем и-го порядка, соответствующ им матри­
це и-го порядка

"«11 «12- • «11, '
А = «21 «22 — «2»

ч«л| ап j - апп /
называется число, равное сумме произведений элементов какой-либо строки 
(столбца) на их алгебраические дополнения, т. е.

\А  | =  апА,, + al2A l2+ ... + а тА т ~  a XjA Vj + a 2JA 2) + ... +  anJA ni.

Нетрудно заметить, что при п = 2 получается формула для вычисления определите­
ля второго порядка. Если п =  1, то по определению будем считать \А\ = ]аи j = а и .

- 2 1 4 3 - 2  4 3

Пример.
2
5

- 3
2

0
- 1

1
4

= (по элементам 4-й строки) = 3-(-1)4+2 2 0 1 
5 - 1 4

0 3 0 2

+2-(-1)‘
1-2 1 4 

и  2 -3 0 
5 2 - 1

= 3(-6 + 20 - 2  -32) +2(- 6 +16 +60 +2) = 3(-20) +2-72 = -60 +144 = 84.
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Заметим, что если в определителе все элементы какой-либо строки (столб­
ца), кроме одного, равны нулю , то при вычислении определителя его удобно 
разлож ить по элементам этой строки (столбца).

Пример.

| Еп.] | =. . .= | £31 = 1.

1 0 0 . . 0
0 1 0 . . 0

= 0 0 1 . . 0

0 0 0 . . 1

6.2 Свойство определителей 

О пределение 6.5. М атрицу вида

ч . 0,2 ■ “ l„-l
f

а » 0 0 0  4

0 а г\ • «2.-1 а ш
или

а 2] а п  . 0 0

0 0 . - ап-\п-1 а п-и «„-и 0.-12 ' ■ а „-|„-1 0

. 0 0 . 0 ) а „1

будем называть треугольной матрицей.
С войство 6.1. О пределитель треугольной матрицы равен произведению  

элементов главной диагонали, т. е.

а ч 0 ,2 С* \п « и 0 0

0 а 22 . .  а 2п
= *21 *22 0

0 0  . ■■ “ пп а п\ а п2 ®пп

Свойство 6.2. О пределитель матрицы с нулевой строкой или нулевым 
столбцом равен нулю.

Свойство 6.3. При транспонировании матрицы определитель не изменяется, т. е.

Н =  \ А ' \ .

Свойство 6.4. Если м атрица В  получается из матрицы А  умножением каж ­
дого элемента некоторой строки на число к, то

| В \  = к \ А \ .
Свойство 6.5.

а к\ +  а к\ а к1 +  а к2 ■

а \п “ 11 а \2 ' а \п а и а и  . а \п

а кп * а кп = а к\ а к2 • ®кп + а к \ а к2 ■ ®кп

а пп а п\ а п2 ' ■ а т а п\ а п2 ■ а пп

Свойство 6.6. Если м атрица В  получаегся из матрицы А  перестановкой 
двух строк, то | В  | = -  | А  | .
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С войство 6.7. О пределитель матрицы с пропорциональными строками 
равен нулю, в частности, нулю  равен определитель матрицы  с двумя одинако­
выми строками.

С войство 6.8. О пределитель матрицы не изменяется, если к элементам од­
ной строки прибавить элементы  другой строки матрицы, умноженные на неко­
торое число.

Замечание. 6.1. Так, как по свойству 6.3 определитель матрицы не меняется 
при транспонировании, то все свойства о строках матрицы верны и для столбцов.

С войство 6.9. Если А  и В -  квадратные матрицы  порядка п, то
\ а в \ = \ а \ \ в \.

6.3 Обратная матрица

О пределение 6.6. К вадратная матрица А порядка п называется обратимой, 
если сущ ествует матрица В  такая, что Л В = В А = Е„. В этом случае матрица В  
называется обратной к матрице А  и обозначается А"'.

Теорема 6.2. Справедливы следую щ ие утверждения:
1) если матрица А обратима, то существует точно одна ей обратная матрица;
2 ) обратимая матрица имеет определитель, отличный от нуля;
3) если А  и В -  обратимые матрицы порядка п, то матрица А В обратима, 

причём ( А В у 1 = В~[ -А 1.
Доказатель сгво.
1. П усть В  и С -  матрицы, обратные к матрице А,  т. е. АВ  = ВА = Е„ и 

А С  = СА = Е„. Тогда В = В Е „  = В{АС) = (ВА)С  = Е„С = С.
2. П усть матрица А  обратима. Тогда существует матрица А" , ей обратная, 

причём
АА~] = Еп.

По свойству 6.9 определителя | АА~' | = | Л \ \ А~‘ ]. Тогда | А \ \ А ' 11 = j Е„ | , 
откуда [ А  | | А~} | =  1. Следовательно, ] А | ф 0.

3. Действительно,
(АВ)(В~\4~') = (А(ВВ '))А ' =  ( А Е ^ А '1 = А А 1 = Еп
( /Г ’/Г 'Х /Ш ) = (В~Х(А~1А))В  -  (В~1Еп)В  = В ' 1 В = Е„,
С ледовательно, А В  -  обратимая матрица, причём (АВ)~Л = В  ]А
С ледую щ ая теорема даёт критерий существования обратной матрицы и спо­

соб её вычисления.

Теорема 6.3. Квадратная матрица А  обратима тогда и только тогда, когда 
её определитель отличен от нуля. Если | А  | *  0, то

Аи Л21 ... Ап 1 
^ -1 _  Ап  А22 ... Ап2

Ап 2 ... Ат ̂
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П ример. Найти матрицу, обратную  для матрицы А :
2 1

- 1  3

Реш ение. | А \ = = 6 + 1 = 7 .
2 1

- 1  3

Т ак как j А | *  0, то сущ ествует обратная матрица

=  J _ =  ( А \\ ^21
|/j| V^12 ^22

В ы числяем Л ц  = 3, А \ 2 ~ 1 ,А ц  = - 1 ,  А 22 =  2. Тогда А ,
7 V1 2

Вопросы  для самоконтроля

1. Что называется определителем?
2. Каковы его основные свойства?
3. Что называется минором и алгебраическим дополнением?
4. Каковы способы  вычисления определителей (второго, третьего и п -го 

порядков)?
5. К акая матрица называется квадратной?

7 Системы линейных уравнений

7.1 Системы линейных уравнений

С овокупность уравнений вида

а пХ] + ап х 2 +... + а и х„ = 6,

«21*1 + «22*2+ -+ « 2 ,А  = 62 (у ])

+ат2х 2 + ...+атпх„ =Ьт

называется системой т  линейны х уравнений с п  неизвестными х\ х2 . . . ,  х„. 
Числа а ч называю тся коэф ф ициентами системы , а числа Ь, -  свободными  
членами.

Реш ением системы  (7.1) называется совокупность чисел с\,  с2,. . . ,  с„, при 
подстановке которых в систему (7.1) вместо х,, х 2,. . . ,  х„, получаем верные чис­
ловы е равенства.

Реш ить систему -  значит найти все её реш ения или доказать, что их нет. 
С истем а называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение, и 
несовместной, если решений нет.

М атрица, составленная из коэффициентов системы

« и «12 • ■ «1»

А  = «21 «22 • ■ «2»

1 «m2 ■ ■ «жл /
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называется матрицей системы (7.1). Если к матрице системы добавить столбец 
свободных членов, то получим матрицу

Ч , а \2 ■

5  = ° 2 | ^ 22 ■ а 2л Ь2

^а т\ а т2 ■ а тп к ,

которую называют расш иренной матрицей системы (7.1).
( гх \ г ч

Если обозначим Х = х 2 ,с= ъг

Крт,
то систему (7.1) можно записать в виде матричного уравнения А Х  = С.

7.1.1 Критерий совместности системы линейны х уравнений

К ритерий совместности системы линейны х уравнений даёт теорема Кроне- 
кера-Капелли.

Л еопольд Кронекер (1823-1891 гг.) -  немецкий математик. Теорема, о кото­
рой пойдёт речь, содерж алась в его лекциях, читавш их в Берлинском универси­
тете в 1883-1891 гг.

А льфред Капели (1858-1916) -  итальянский математик. Он, по-видимому, 
впервые дал формулировку теоремы  с использованием термина «ранг матри­
цы» в своей работе в 1892 г.

Теорема Кронекера-Капелли.
Для того, чтобы система линейных уравнений была совместна, необходимо и до­
статочно, чтобы ранг матрицы системы был равен рангу расширенной матрицы.

Пример. И сследовать систему на совместность 

Г*1 — Зх2 + 6х3 + 5х4 = О 
5л:, -  х 2 + 2х3 + х 4 = 7 .

[2^! + л'2 -  2;c3 -  2х4 = 1

Решение.
П риведение матрицы системы и расш иренной матрицы системы к  ступен­

чатому виду будем выполнять одновременно.
' 1 - 3 6  5 0 ' //+/<-:5) ( \ - 3 6  5 0 ' (1 - 3 6  5 0"

5 -1

I 2  1

1 1
- 2 - 2

7 ///+Н-2)

О 
о 14

7
-2 8 - 2 4
-1 4 -12

7 //+///<-2) „

О 
О 0

7
0  0 

-14-12

5

1 К

Г
К{1 - 3 6 5 (Г

0 7 - 1 4 -12 1

,0 0 0 0 У
Ранг матрицы системы равен 2, а ранг расш иренной матрицы системы равен 3. 
По теореме К ронекера-Капелли система несовместна.
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7.2 Метод Гаусса решения систем линейных уравнений

М етод Гаусса применяется для произвольной системы линейны х уравнений.
О пределение 7.1. Систему линейны х уравнений будем называть ступенча­

той, если матрица этой системы ступенчатая.
При решении системы линейных уравнений применим следующий алгоритм:
1. Записы ваем расш иренную  матрицу системы (7.1) и приводим её к сту­

пенчатому виду, определяем ранги матрицы и расш иренной матрицы системы.
2. Если найденные ранги не равны, то  система несовместна.
3. Ранг матрицы системы равен рангу расш иренной матрицы системы и 

равен числу г. В этом случае система совместна и надо найти её решение.
4. И спользуя ступенчаты й вид расш иренной матрицы системы, записываем 

соответствую щ ую  ступенчатую  систему.
5. Если число г  равно числу' неизвестных п, то ступенчатая система имеет вид

Из системы (7.2) последовательно находим значения для х,, х ъ .... хт, начиная с по­
следнего уравнения. В этом случае система (7.1) имеет единственное решение.

6 . Если число г меньше числа неизвестных, то ступенчатая система имеет вид

В системе (7.3) г  уравнений и п неизвестных. Н еизвестные которые
первы ми встречаю тся в уравнениях системы (7.3), назовём главны ми неиз­
вестны ми, остальные -  свободны ми неизвестны ми. Из системы (7.3) после­
довательно выраж аем главные неизвестные через свободные, начиная с послед­
него уравнения. С вободные неизвестные могут принимать лю бые значения. 
В  этом  случае система имеет бесконечно много решений.

Примеры.

си х 1 + с п х 2 +... + с ]пхп =11 
с22х 2 + ... + с2„хп = 12

(7.2)

(7.3)

О твет: ( 2 ; - 3 ; - 1 ) .

2) Ответ: нет решений.

3) Ответ: бесконечно много решений.
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Габриэль Крамер (1704-1752) -  ш вейцарский математик, который в 1750 г. 
нашёл м етод решения систем линейны х уравнений, названный впоследствии 
правилом Крамера.

О пределение 7.2. С истема линейны х уравнений называется крамеров- 
ской, если тело уравнений равно числу неизвестны х и определитель матрицы  
системы отличен от нуля.

Теорема 7.1. Крамеровская система имеет единственное реш ение, которое 
находится по формулам

Дх, Дх2 Дх„
х, =--- ,х2 =--- ,...,х„ =---- ,

Д Д Д
где А -  определитель матрицы системы,

Дх, -  определитель, полученный из Д , заменой столбца коэффициентов 

при х,  на столбец свободных членов.

Доказательство. П усть дана крамеровская система

ОцХ, + а 12х 2 +... + а 1пх„ = Ь,

а 2 \Х \ +  а 22Х 2 + ■■■ + ° 2 п Х п = 1>2 ,п  л ,

7.3 Метод Крамера решения систем линейных уравнений

а п\Х\ + ап2х 2 + -  + а ппх п = Ьп
Тогда

«п а \2 ■■ а \п

А  | =  Д = а 21 а 22 • ■ "2  п 7^0

а п\ ап2 ■ апп
По теореме 6.3 матрица системы А имеет обратную  матрицу А .

Запиш ем крамеровскую  систему (7.4) в матричном виде

А Х  = В , (7.5)
где

4 i ^12 ■■ “\п
Г х ^ (Ь Л

кА = &21 а 22 ' ■■ а 2п II Х2 , В  =

Л 1 а п2 ■ апп , x nJ Р п;
У множ им обе части матричного уравнения (7.5) слева на А

А '(АХ) =А~'В,
Ввиду ассоциативности умножения матриц имеем

А 1 (АХ) =  (А ‘А ) Х  = Е „ Х  = Х.
Таким образом,

X  =  А~'В -  реш ение системы.
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1. П окажем, что такое реш ение единственно. П редположим, что X i  и Х 2 -  
два решения матричного уравнения (7.5). Тогда АХ] = В  и ЛХ-, = В,  откуда 
АХ\ = А Х 2. Умножая обе чисти равенства на А~] слева, имеем

А ~ \ А Х х) = А ~ \А Х 2),
(А-'А)Х, = (А~хА )Хъ  

ЕпХ1 — Е„Х2,

Х\ — Х 2.
Следовательно, система (7.4) имеет единственное решение.

2. Найдём реш ение системы (7.4). Из равен стваX  = А ’В имеем:

( г  Л х \ А\\ А2] ... Ап1 Си  ̂Ь\
х 2 1 Л|2 2̂2 ••• А|2 ъ2

д
Л ,

откуда

х, = - ( А п Ь, + Л 2,Ь2 + ... + Л„ А )  = -  
д д

х 2 — — (А\2Ь\ + А22Ь2 +... + Ап2Ьп) ~  — 
Л Д

Ъх °12 •• °\п
Ьг а 22 ■■ а 2п

К ап2 апп
а п ъ\ ■■ °\п
*21 ь2 . ■ а 2п

««1 К  ■ агт

ап а \2 . . .  ьх
а 21 * 22 ... ъ2

«л! а п2 ... ьп
х„ -  -~(А1пЬ| + Л2пЬ2 + ... + АппЬ „ ) -  —

д д

О бозначая определители в правой части равенств Ахи Ах2,...,Ах„ соответствен-
. Дх, Дж, Дх„

но, получим формулы X, = — ~ ,х 2 = -—- ,...,х„ = —
Д ‘ Д Д

П ример. Реш ить систему уравнений по правилу К рамера

I х  + 2 y - z  = 4
< 3 x - 5 y  + 3z =1 Ответ: (1; 1; 1).
[ 2х + 7у  -  z  = 8

7.4 Матричный метод решения систем линейных уравнений

Э тот метод такж е применяется для реш ения крамеровских систем. О снован 
он на равенстве

X  = А ЛВ,
которое мы получили при доказательстве теоремы  7.1.
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Пример. Реш ить систему матричны м методом

1x i + 2х2 + Зл'з = 7
2*1 -  х 2 + х 3 = 9  О твет: (3; —1; 2).

X] -  4х 2 + 2х3 =11

Вопросы для самоконтроля

1. Что называют системой линейных уравнений?
2. Что значит решить систему линейных уравнений?
3. Что называется матрицей и расш иренной матрицей системы линейных 

уравнений?
4. Сформулируйте критерий совместности системы линейных уравнений.
5. В чем заключается метод Гаусса решения систем линейных уравнений?
6 . Напишите формулы Крамера. В каком случае они применимы?
7. В чем заключается матричный метод решения систем линейных уравнений?

8 Векторы

8.1 Прямоугольная декартова система координат в пространстве

Прямоугольная (декартова) система координат в пространстве опреде­
ляется заданием масш табной единицы измерения длин и трёх пересекаю щ ихся 
в одной точке О  взаимно перпендикулярных осей Ох, Оу и Oz. Точка О  называется 
началом координат, Ох -  осью ординат, Oz осью аппликат (рисунок 8 .1).

П усть М  -  произвольная точка пространства (рису­
нок 8.1). П роведём через точку М три плоскости, перпен­
дикулярные координатным осям. Точки пересечения с 
осями Ох, Оу  и Oz обозначим соответственно Мх, Му и M z 
Прямоугольными (декартовыми) координатами точки  
М  в пространстве называются числа х0, уо и гь, соответ­
ствую щ ие точками М х, Му и M z на соответствующ их 
осях. П ри этом х0 называется абсциссой, у 0 -  ординатой, 
г0 -  аппликатой точки М. То, что точка М  имеет коорди­

наты х 0, уо и г0 обозначается: М (х0; у 0; г0).
11лоскости Оху. Oyz и  Oxz  называются координатными плоскостями. Они 

делят всё пространство на восемь частей, называемых октантами.

8.2 Понятие вектора

Некоторые физические величины (например: температура, масса, объём, длина) 
могут быть охарактеризованы одни, ' числом, которое выражает отношение этой 
величины к соответствующей единице измерен™ . Такие величины называются 
скалярными. Другие величины (например: сила, скорость, ускорение) характери­
зуются не только числом, но и направлением. Эти величины называются вектор­
ными. Для описания таких величин в математике введено понятие «вектор».
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О пределение 8.1. Любая упорядоченная пара точек А и В  пространства 
определяет направленный отрезок, т. е. отрезок

А В с заданными на нём направлением. Н аправленный
г----------------------------5*- отрезок называется вектором. Н а рисунке направ-
'  ̂  ____________ ление вектора обычно изображают стрелкой. Если

N  М К  в упорядоченной паре точка А первая, то её назы-
^ ------- ----------- вают началом вектором, а точку В -  концом век-
Е F ,  ----

Рисунок 8 2 тора, в этом случае вектор обозначается А В . Иногда
векторы обозначают малыми буквами а , b и т. д.

М одулем вектора а называется его длина. О бозначаю т модуль |а| или а . 
Н уль-векгор (или нулевой вектор) -  это вектор, начало и конец которого сов­
падаю т; обозначается он о . М одуль нуль-вектора равен нулю, а направление не 
определено. Единичны м называется вектор, длина которого равна единице.

В екторы а и Ъ называются коллинеарны ми, если они лежат на одной 
прямой или на параллельных прямых.

К оллинеарные векторы могут быть направлены одинаково или противопо­
лож но (рисунок 8.2).

В екторы а и Ъ называются равны ми (обозначается а -  Ь) ,  если они кол- 
линеарны, одинаково направлены и имеют равные модули.

В екторы  а и b называю тся противополож ными (обозначается Ь — - а  ), 
если они коллинеарны, противоположно направлены и имеют равные модули.

Т ри вектора а , Ь , с называю тся компланарны ми, если они леж ат в одной 
плоскости.

8.3 Линейные операции над векторами и проекция вектора на ось

8.3.1 Сумма двух векторов

К линейным операциям над векторами относятся: сложение, вычитание век­
торов и умножение вектора на число.

О пределение 8.2. С уммой двух векторов а и Ь называется вектор с , 
начало которого совпадает с началом вектора а , а конец -  
с концом вектора b , если вектор Ь отложен из конца век­
тора а (рисунок 8.3). О бозначается: с =  а + Ъ .

Рисунок8.3 Суммой векторов а , , а 2,...,а„ называется вектор, начало
которого совпадает с началом вектора а , , а конец -  с кон­
цом вектора ап , если каждый последующ ий вектор <з,+] 
отложен из конца предыдущего а, для / = 1, 2, . . . ,  и — 1. 

С войства суммы векторов:
1. Свойство коммутативности: а + Ъ = Ъ + а (рису­

нок 8.4).

с
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2. С войство ассоциативности: ( а  + Ь )  + с = а  + ( Ь  + с ) (рисунок 8.5).
Ь

(а +Ь ) +  с 
Рисунок 8.5

3. а + о = а .
4. а + (— а ) = о .

О пределение 8.3. Разностью двух векторов а и b (обозначается: а —Ь )  
называется такой вектор с , который в сумме с вектором Ь даёт вектор а , т. е. 
с — а -  b , если b + с = а (рисунок 8.6).

Н етрудно заметить, что с =  а -  b — а + ( - />  ).
с =а -  Ь

Рисунок 8.6

8.3.2 П роизведен и е в ек т о р а  на чи сло

О пред елен и е 8.4. П роизведен и е в ек т о р а  а ф 0 на число а  Ф 0 называется 
вектор Ъ (обозначается b = а  а), удовлетворяю щ ий следую щ им условиям:

а) |fe| = |aj|aj;

б) векторы а и Ъ коллинеарны;
в) векторы U и b одинаково направлены при a  >  0 и противополож но 

направлены при a  < 0.

С войства произведения вектора на число.
1) (а/3)а  = а ( /3 а ) .
2) (а, + ... + а п)а  = а ,а  + ... + апа .
3 )  a ( a t 4 ... + a n ) = a a t +. . .  + аа„.

4) Д ва вектора а и b коллинеарны  тогда и только тогда, когда Ъ ~  а а  для 
некоторого а.

8.3.3 П р о ек ц и я  в ек то р а  на ось

Пусть в пространстве задана ось С и некоторый вектор АВ  (рисунок 8.7).
Пусть А ] -  проекция точки А  на ось -С, В } -  проекция точки В на ось I.

в  П р о екц и ей  в ек то р а  АВ  на ось I  называется величина
A ]BX вектора А1в 1, взятая со знаком «+», если А1В1 совпа-

I I дает с направлением оси и со знаком « -» , если At В,
_1__________1_
Л  В1 С противополож но направлен направлению  оси -С. О бознача-

Рисунок 8.7 ется: up f/ iB  .
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С войства проекции векторов на ось.

1. пр{АВ  =  )лй| • cos( АВ л €) (рисунок 8.8);

2. пр{ ( а  + Ь )  = пр^ а + пр^ Ъ (рисунок 8.9);
3. пр/ ( а ,  + ... + а„) = npf а, +  . . .  + npv а„;
4. прi ( a a ) =  (пр/ а ) а  (рисунок 8.10);
5. п р Д а ,а , + ... + а„а„) = (пр< а , ) а ,  + ... + ( п р /я „ ) а  

___-АВ

с Г б)

Рисунок 8.8

8.4 Координаты вектора

П усть в пространстве заданы прямоугольная система координат Oxyz и про­
извольный вектор А В .  П усть Х = п р ХА В, У = п р у А В , Z ~  npz A B.  Проекции 
X, Y, Z  вектора АВ  на оси координат называю т его координатами. При этом 
пиш ут АВ = (X, У, Z).

Т еорем а 8.1. Для лю бы х точек ^ (х ,;у ,;  z\)  и В(х2, у 2, z2) координаты векто­
ра  А В , определяю тся формулами:

Х  = х 2 - х и У = у 2 - у \ ,  Z  = z2 - z \ .

Д оказательство. П о определению  X  =  прХА В .  Если вектор А^В, направлен 

одинаково с осью Ох (рисунок 8.11), то прХ~АВ -  | А,В, | =  Л, 5 , =  х 2 - х , ,  т. к. 
точке А\ соответствует коорди н атаХ\, а точка В -  коорди натах2.

Если вектор А,В, направлен противоположно с осью Ох (рисунок 8.12), то 

прх АВ  =  -  | AlBl I =  — At Bj = -(Х) — х2) ^ х -2 — Х).

В В

Ри сунок 8.11 Рисунок 8.12
38

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Таким образом, для лю бых точек А(х,; у ,;  z t) и В(х2; у 2\ z2) координата X  
вектора А В вычисляется по формуле Х  =  х 2 — х\.

А налогично доказываю тся остальны е формулы.
П усть а , =  ( х \ ; у й  z\), а 2 =  (х2; у 2; z2) , . . . ,  а„ =  (х„; у„; z„) -  векторы простран­

ства, а ], а 2,.. . ,ап -  ненулевые числа. И спользуя свойства проекции векторов на 
ось, получим следую щ ие утверждения:

1) а,Я] = (а,X],а,у ^ ,а хг,);

2) а, + о 2 + . . . +  а„ =  (л |+ ...+  дс„; ^4-...+>■„; z ,+ ...+  r„);

3) а, -  а 2 =  (х, - х 2; yi - j 2; z, - z 2);

4) flja, + . . . +  a „ a ,, =  (<*,*, 4-... 4-« „ x ^ a , ; / ,  + ... + a „ y„ ;a iz l + ... + a„z„);

5) a x = a 2 =>x, = x 2,y , = ja>, z, = z 2.

8.4.1 Д лина вектора. Расстояние меж ду точками в пространстве

П усть дан произвольный вектор а =  (х0; jo ; zo). П остроим равный ему век­
тор а , ,  начало которого совпадает с началом координат. Так как а, =  а  , то

«1 =  (*о; Уо, z0).
П роведём через конец вектора а, плоскости, 

перпендикулярные осям (рисунок 8.13). В месте с 
координатными плоскостями они образую т прямо­
угольны й параллелепипед, диагональю  которого 
служ ит отрезок ОА. Из элементарной геометрии 
известно, что ОА2 =  ОЛ20 + ОА2о + (2420 .

Но ОА =  а, ОА. = |*о|. = W >  O A zo

Тогда из |а ,| =  \а\ имеем \а\2 -  х 02 + уо2 + z02, откуда

Н  -  д/ хо + Уо + г о • (8.1)
Ф ормула (8.1) вы раж ает длину вектора а через его координаты.

П усть вектор а =  А В , где А (хь  у \ ,  z i), В(х2, у 2, z2). По теорем е 8.1
АВ ~(х2 Х|; у 2 у \  \ Z2 -Z]) .  Из формулы  (8.1)_______________

\ а в \ =  л / (х2 -  Xj ) 2 +  ( у 2 -  у ,  ) 2 +  ( z 2 -  Z, ) 2 .

Так как d  -  расстояние между точками А и В, равно | АВ 
для нахождения расстояния меж ду точками А  и В

d= -* i )2 +(Уг ~ У \ ) 2 + ( г 2 - z , ) 2 ■

то имеем формулу 

(8.2)

8.4.2 Д еление отрезка в данном отнош енин

Теорема 8.2. Пусть М\(х\, у \ ,  z{), М 2(х2; у 2; z2). Если точка М(х  о; у  o', zo) 
делит отрезок М ХМ 2 в отнош ении а , то

х, + а  ■ х ,
1 + а — ■> У о =

У \+ а - У 2  
1 ч- а 14- а

(8.3)
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Д оказательство. Нетрудно заметить (рисунок 8.14), что О М  -  О М х + М ХМ .
М  м  --------- ---------------  ---------  --------  ------

Т ак как — —  = а , то  М , М  = М М 2 ■ а . Вектор М М 2 =О М 2 — О М .мм0
Теперь, ОМ  =  О М х +  (О М 2 -  О М ) ■ а, 

ОМ + О М  ■ а  = ОМ\ + О М 2 • а,

ОМ  • (1 + а) =  Ш ]  + Ш ;  ■ а ,

О М = (О М ]  + О М ] ■ а )  • —'— .

О М х

( х 0 ;  у 0 \  z o )  =  ( ( х 1; у х \  г ,) + (х2; у 2 \ z 2 ) а)

х, + а  ■ х-,
“ “  —--------- У о

Перейдём к координатам: ОМ  = (х0‘, усь -о), 
(хи  Уй г ,), ОА/2 = (х2; у 2\ г2). Тогда 

1

1 + а  
_ У\ +а-У2

откуда

1 + а  1 + а  1 + а
С ледствие. П усть М ,(х ь  у  и z{), М 2(х2; у 2; : 2). Если М 0(х0; у„; z 0) -  середина 

отрезка М \М 2, то
х ,  + х 7

У о =
У 1 + У  2

Вопросы для самоконтроля

1. Какая система координат в пространстве называется прямоугольной 
декартовой?

2. Что называется вектором и как он изображается?
3. Как складываются вектора и что называется их суммой (вектор или ска­

ляр)? Что является проекцией вектора на ось?
4. Что называется координатами вектора?
5. Как находится длина вектора?
6. Как проводится деление отрезка в данном отношении?

9 Скалярное, векторное и смешанное произведения векторов

9.1 Расположение векторов по базисным векторам

П усть задана прямоугольная система координат 
в пространстве (рисунок 9.1). Введём в рассмотре­
ние единичные векторы i , j , k  координатных осей 
Ох, Оу, Oz, соответственно. Вектор i одинаково 
направлен с осью Ox, j  — с осью Оу, к — с осью Oz. 
В екторы i , j , k  называю тся базисны ми вектора­
ми системы  координат или ортами.

Пусть а = (л'о, уо, z0) -  произвольный вектор про­
странства. Отложим из начала координат О  вектор
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ОМ  =  а . П о свойствам координат О М =  (х0, у 0, z0). П усть числу х0 на оси Ох 
соответствует точка М х, числу >'о на Оу -  Му и числу z0 на оси Oz -  точка М,.  То­
гда О Мх = ix0, ОМ у = j y 0, О М г = k z0 .

Так как ОМ  -  диагональ прямоугольного параллелепипеда, построенного на 
векторах ОМх , О М у и OM z , то нетрудно заметить, что

ОМ  = Ш~х + ОМ~у + O Mz ,

откуда
а — ОМ  = ix0 + j y 0 + kz0 .

Последняя формула даёт разложение вектора а по базисным векторам I, ],  к .

9.2 Скалярное произведение векторов

О пределение 9.1. С калярны м произведением  двух векторов а и Ь назы ­
вается число, равное произведению  их модулей на косинус угла между векто­
рами. О бозначение а ■ Ъ .

Итак, по определению  а ■ Ь = \а\- |л| cosq>, где ср -  угол меж ду а и Ь . 

Свойства скалярного произведения

1. (а)2 =  а ■ а = \а\ ■ |а | cosO = |а |2 .

2. Свойство коммутативности: а ■ Ъ = Ъ ■ а .
Действительно, а ■ b ~  |aj |6|cosq>= b ■ а = |ft|-|a|cos(p.

3. Векторы  а и Ь перпендикулярны тогда и только тогда, когда а - 6 = 0 .
4. Косинус угла <р между векторами а ч Ь  вычисляется по формуле

а ■ Ъ
cos<p = г м -Мн

5. а ■ (Ь о.) = ( а  • Ь ) а , ( а  а) ■ (Ь $) = (а  ■ b )(оф).
6. а ■ (Ь + с ) — а ■ b + а ■ с .

Теорема 9.1. Если векторы а =  ( x ^ y ^ Z t )  и b -- (х2; у 2\ z2), то 

а ■ b = х хх2 + у \ у2 + Z&.

Доказательство. Запишем разложение векторов а и Ь по базисным векто­
рам i , j , k  :

а = /х, + j y x + k zx, Ъ = /х2 + j y 2 +  k z2.
Тогда, используя свойства скалярного произведения, имеем

Св. 6

а ■ Ь = (гх, + j y x + k zx) ( ix2 + j y 2 + k z2) = (bc,)(bc2) + (;>, ){ix2) +  ( k z x )(Jx2) +
ca.5

+ ( ix, )( jy 2) + ( J>, )( ]y2) + ( fe, )( jy2) +  ( Tx, X  kz2) + ( j y ,)( kz2) + ( kzx)( kz2) =

= i 1 (xxx 2) + ( j i  )yxx 2 + { k i  )zxx2 + (1 ■ j ) x xy 2 + j 1 (y xy 2) + ( к ■ j  )zxy 2 + (7 ■ к )x\z2 +

+ { J k ) y V 7 + k 2(zxz 2).
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Теперь, по свойству 1: i 2 = \ i 2 | =  1, J 2 = 1, к 2 = 1.
П о свойству 3: / • j  = j  -i = к I  =  I к =  j  к  =  к j  = 0.

С ледовательно, а ■ Ъ = х ,х 2 + у ^ 2 + ZjZ2.

С ледствие 9.1. Если а — (х \ ; у \ ,  Zi) и b = (х2; у% z2), то  косинус угла между 
векторами а и b вычисляется по формуле

costp = * Л + У 1У2 +* 1*2 .
д/jc,2 + у 22 + z , 2 -л1х22 + y 22 + z22

С ледствие 9.2. Векторы а = ( х ь ^ ;  z t) и b = (х2; >>2; z2) перпендикулярны 
тогда и только тогда, когда х ,х 2 + у \у г + ziz2 =  0.

П ример. Н айти угол меж ду векторами а =  (7; 2; - 8 )  и /> = (1 1 ; -8 ;  -7 ) .

Реш ение. По следствию  9.1

77 -1 6  + 56 117 1 п
cos ш = —= = = = — _  = г  = ------ ^  = ——. Тогда Ф = —-

V49 + 4 + 64 ■ V121 + 64 + 49 117л/2 V2 4

9.3 Векторное произведение векторов

9.3.1 П равая и левая система координат

Три некомпланарны х вектора а , Ъ , с , взяты х в указанном  порядке назы ­
ваю т тройкой векторов. П усть векторы а , Ь и с отложены из одной точки. 
Будем смотреть с конца вектора с на плоскость, в которой леж ат векторы а и 
Ь . Если кратчайш ий поворот от а к b соверш ается против часовой стрелки, 
то  тройка векторов а , b , с называется правой тройкой (рисунок 9.2). Если 
ж е указанны й поворот соверш ается по часовой стрелке, то тройка векторов а , 
Ъ , с называется левой (рисунок 9.3).

Декартовая прямоугольная система координат Oxyz называется правой, если 
тройка её базисных векторов i , j , k  является правой, и левой, если тройка 1, ], к -  
левая. В основном использую т правые прямоугольные системы координат.

9.3.2 Векторное произведение векторов

О пределение 9.2. Векторны м произведением вектора а на вектор b 
называется вектор а х ъ , который удовлетворяет следую щ им условиям:

1 ) | а ' х Б ' |  =  | а | | б |  sin<p, где ф -  угол между векторами а и Ъ ;
2) вектор а х Ь перпендикулярен каждому из векторов а и Ь ;
3) тройка векторов а , b , а х ь  -  правая.
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Свойства векторного произведения
1. а х а =  0 для лю бого вектора а .
2. Векторы а и Ь коллинеарны тогда и только тогда, когда а * 6 = 0 .
3. П лощ адь параллелограмма, построенного на неколлинеарных векторах 

а и Ъ , равна | а х Ь | .
4. П лощ адь треугольника, построенного на неколлинеарных векторах а

и b , равна ~  | а  х Ъ | .

5 . а  х b = — (Ь х а ).
6 .  ( а  + b  с  =  а  у  с  + b х с  .

7 . ( а « ) х ( ь р )  =  ( а  х  й ) ( а р ) .

Теорема 9.2. Если а = (х,; у ь  zi) и b =  (х2; л ;  г2), то

г j  к
а х Ь — Л'] V, Z] — г >1 г 1 _  yF i zi +- к У\

Л-2 _У2 Z2 ^2 z2 |Х2 г 2 л-2 у 2

Д оказательство. Запиш ем разлож ение векторов а  и b но базисным 
векторам:

а = и ,  + /у , + kz  j , b = ix2 + + f e 2 .

Составим таблицу векторных произведений базисных векторов, используя 
рисунок 9.4:

X 1 7 к
I 0 £ - ]

У -Л 0 i

£ 7 -/ 0

Теперь
св.6

а х Ь = (1х, + /V, + Ь , )  х ( « 2 + + кгг ) = (Jxi)x ( lx2) +  (J> ,)х(Гх2) + (far,)х(гтх2) +
св.1

+  ( i x , ) x U y 2)  + ( т ) х (  ] у2 )  +  ( f a , ) x ( J y 2 )  +  ( j Xl ) x ( k z 2)  +  ( i v , ) x ( f a 2 )  +  ( f a , ) x ( b 2)  =
cs.7

= (/ x / )х,де2 + (J 'X» ) ^ 2 + ( *  X' ) 2A + ( 7 X J ) v 2+( J  ХУ)>' ,Л+( ^ Х + ('Tx^)^iZ2 +
таблице

+ ( j x k ) y l: 1+ ( k x k ) z lz 2 = - i ( y lJr2) + 7 ( z , x 2) + i ( x l>- , ) - / ( ^ 2) - 7 ( x lz 2) + 7 ( j ; 1z 2) =  

= i(>»lz2~ z,^2) - y ( j :1z2-z ,^ 2 ) + i( x 1y2-^ |jc2) =  /;
i j к

Л  2i ~  ] Х1 Z1+ £ *1 Л = х\ У\ г1у2 z2 *2 z2 х2 У2
х2 Уг z2

С ледствие 9.3. П лощ адь параллелограмма, построенного на неколлинеар­
ных векторах а  = (х ь  j b  Z)) и 6 = (х2; _у2; г2) равна модулю векторного произве­
дения а  х ъ , т. е.
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*^паралл, j О  X  ft
X, Z, 2

+ х \ У\
2

+ У1 z \
*2 г2 х 2 у 2 У 2 z 2

С ледствие 9.4. П лощ адь треугольника, построенного на неколлинсарных 
векторах а = (х й у й  z t) и Ь = (х2; у ъ  z2) вычисляется по формуле

, I 2 2
IJ x l z i + *1 У\ + У\ z \
2 V z i Х2 У 2 У 2 *2

Пример. Н айти площ адь треугольника ABC,  если А ( - 1; - 1 ;  1), 5 (1 ; - 3 ;  4), 
С ( 3 ; - 1 ; - 5 ) .

Реш ение. Найдём координаты векторов АВ  и АС:
~АВ =  (2; -2 ;  3), АС = (4; 0; -6 ) . Тогда

___  ____ i 1  к  _  ___  ___
АВ х А С  = 2 - 2  3 =  I -12 + J-24  + £ -8, т. е. АВ  х А С  -  (12; 24; 8).

4 0 - 6  

С ледовательно,

Sabc =  |  | Л 5 х ~АС | =  |л /1 2 2 + 242 + 82 = ̂ 4 2(32 +62 +22) = 2^9+36+4 = 14. (кв. ед.). 

Ответ: 14.

9.4 Смешанное произведение векторов

О пределение 9.3. П усть даны три вектора а ,  f t  и с  .  Умнож им вектор а на 
ft векторно, а затем, векторное произведение а х b умножим скалярно на с . 
В результате получим число (а  х 6 )• с , которое называют смеш анным произ­
ведение трёх векторов а , Ъ и с .

Теорема 9.3. Смеш анное произведение ( « х  ft ) ■ с трёх некомпланарных 
векторов равно объёму параллелепипеда, построенного на векторах а  ,  ft и с  , 

связанному со знаком «+», если тройка а , Ъ , с правая, и со знаком « -» , если 
эта  тройка -  левая.

Д оказательство. Рассмотрим параллелепипед, построенный на векторах а , 
ft и с (рисунок 9.5).

П остроим вектор а  х ft и пусть ё  -  единич­
ный вектор, одинаково направленный с вектором 
а х ь . Так как | а х ъ | = S -  площ адь параллело­
грамма OBDA, построенного на векторах а и ft , то
а х ь = ё ■ S.

Возьмём ось I ,  одинаково направленную  с век­
тором ё . Тогда по свойствам проекции векторов 

пр..с = |с| cos(p, где <р -  угол меж ду с и осью t .  Тогда | прес | = h, где h -  высо­

та  параллелепипеда. Отметим, что если тройка а , ft , с правая (рисунок 9.5), то 
h = пре с = [с | coscp. Если же тройка а , Ь  , с левая, то  h = -  пре с =  — |с| coscp.
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Теперь,
( д х  Ь ) -  с =(F  S) ■ c = ( e -  c ) S =  |e||c|cos(p ■ S  = S  ■ |c|cos(p = ± S -h = ±  Кпараллелешшеда>

причём знак «+» берётся, если а  , Ь , с  -  правая тройка, и знак « -» , если 
она левая.

Следствие 9.5. Векторы а , Ь и с  компланарны тогда и только тогда, 
когда их смеш анное произведение (а  * Ь )  ■ с = 0.

Доказательство.

в) а  б)
Ри сунок 9.6

Отметим, что если тройка а , b , с правая, то тройка Ъ , с  , а  такж е правая 
(рисунок 9.6, а), а  если тройка а , Ь , с левая, то тройка b , с , а такж е левая 
(рисунок 9.6, б).

О чевидно, что параллелепипед, построенный на векторах а  , Ъ , с  и векто­
рах Ъ , с , а — один и тот же. Поэтому

( а  х Ь )  ■ С =  ± К парал, ( F  X с ) ,  г  =  ±  к паралл.

Так как тройки а  , Ь , с  и Ь , с  , а  либо обе правые, либо обе левые, то  знак 
перед V  выбирается в обоих произведениях одинаково. Поэтому 

( а  х  * )  • с  =  (Ь  х с  ) ■ а  =  а  ■ ( b  х  с ) .

Ввиду следствия 9.5 смеш анное произведение векторов а  , Ь , с  ещё обозна­
чаю т а  b с  .

Теорема 9.4. Если а  — ( х , ;  y t ; z { ) ,  b  =  (х 2; у ъ  2г)> с  =  (^з ;  Уз; 2 зХ 

х ,  > ,  z ,

а  Ь с х 2 У  2 z 2 

х , уз г3

Доказательство.
X, •У1 21

a  h  с  = ( а  х Ь )  • с = х3 • У\ 21 ~Уз ■
х 1 zi + z3 • У1 = х 2 _у2 г2

Уг z2 ^2 2̂2 *2 ^2 х3 Гз z3
П ример. Н айти объём параллелепипеда, построенного на векторах 

а  =  (3; 1; 2), * = (2; 2; 3), с =  (1; 3; 1).
Реш ение.

3 I 2
|=  | б-+-12 + 3 — 4 — 27 — 2 | — I -1 2  | = 1 2  (куб. ед.).М

Ответ: 12.

2 2 3
1 3 1
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Вопросы для самоконтроля

1. Что называют базисными векторами?
2. Что называется скалярным произведением двух векторов? Каковы его 

свойства?
3. Какие системы координат называют правыми (левыми)?
4. Что называется векторным произведением двух векторов? Каковы его 

свойства?
5. Что называется векторно-скалярным (смешанным) произведением векто­

ров? Каковы его свойства?
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