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Конечные группы с m-добавляемыми максимальными подгруппами
силовских подгрупп

В. А. Васильев

В работе используются обобщенные модулярные подгруппы конечных групп для 
получения критерия принадлежности группы композиционной (разрешимо насы
щенной) формации.
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The article uses the generalized modular subgroups of finite groups to obtain the 
criterion of membership of a composition (soluble saturated) formation group.
Keywords: finite group, modular subgroup.

1 В ведение
Все рассматриваемые в данной работе группы конечны. Напомним, что подгруп

па М  группы G называется модулярной подгруппой в G, если выполняются следующие 
условия:

(1) (X , М  П Z) =  (X , М ) П Z  для всех X  < G, Z  <  G таких, что X  < Z\
(2) (М, У  П Z) — (М, У) Г) Z  для всех У < G, Z  < G таких, что М  < Z.
Отметим, что модулярная подгруппа является модулярным элементом (в смыс

ле Куроша, [1, гл. 2, стр. 43]) решетки всех подгрупп группы. Понятие модулярной 
подгруппы впервые анализировалосв в работе Р. Шмидта [2] и оказалось полезным в 
вопросах классификации составных групп. В частности, в монографии Р. Шмидта [1, 
гл. 5] модулярные подгруппы были использованы для получения новых характеризаций 
различных классов групп. Подгруппа, порожденная двумя модулярными подгруппами, 
сама является модулярной подгруппой (см. гл. 5, раздел 5.1 в [1]). Таким образом, 
каждая подгруппа Н  группы G обладает наибольшей содержащейся в ней модулярной 
подгруппой HmQ группы G. Назовем подгруппу Нтс  модулярным ядром подгруппы
Н. Базируясь на понятии модулярного ядра, введем следующее обобщение понятия 
модулярной подгруппы.

О пределение 1.1. Подгруппу Н группы G назовем т-добавляемой в G, если в 
G существует такая подгруппа К , что G = Н К  и Н  П К  < HmQ.

Легко видеть, что всякая модулярная подгруппа является m-добавляемой и, в то 
же время, существуют группы, в которых класс т-добавляемых подгрупп шире, чем 
класс всех её модулярных подгрупп.

Подгруппа А  группы G называется квазинормальной (Оре [3]) или перестановоч
ной (Стоунхьюер [4]) в G, если А В  =  В А  для всех В < G. Квазинормальные подгруппы 
обладают многими интересными свойствами, в частности, если А  — квазинормальная 
подгруппа группы G, то А а /А д  < Z00(G /A q) [5], т.е. каждый главный фактор группы 
G /A q ниже A G/А с  является центральным.

Согласно [1, гл. 5, теорема 5.1.1], подгруппа А  является квазинормальной в груп
пе G тогда и только тогда, когда А  субнормальна в G и является модулярной подгруп
пой в G. Оказалось, что если подгруппа А  модулярна в G, то каждый главный фактор 
группы G /A q ниже А а /А д  является циклическим [1, гл. 5, теорема 5.2.5].
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Дополняя эти результаты, в данной работе докажем следующую теорему.
Т еорем а 1.2. Пусть Е  — нормальная подгруппа группы G. Если максималь

ные подгруппы каждой силовской подгруппы из Е  являются т-добавляемыми в G, то 
каждый главный фактор группы G ниже Е  является циклическим.

Доказательство этой теоремы приведено в разделе 3. В разделе 4 данной рабо
ты рассмотриваются приложения этой теоремы. Используемая в статье терминология 
стандартна, при необходимости можно обратиться к монографиям [6-8].

2 Н екоторы е п р едвари тельн ы е результаты
Следующие известные свойства модулярных подгрупп будут использованы в дан

ной работе.
Л ем м а 2.1 [1, гл. 5, р азд ел  5.1]. Пусть G — группа. Тогда справедливы сле

дующие утверждения:
(a) если и М 2 являются модулярными в G подгруппами, то (Mi, М 2) — 

модулярная в G подгруппа;
(b) если N  — нормальная в G подгруппа, то N  является модулярной в G под

группой;
(c) если N  — нормальная в G подгруппа и М  — модулярная в G подгруппа, то 

M N /N  — модулярная в G /N  подгруппа;
(d) если N  < М  < G, N  нормальна в G и M /N  модулярна в G /N , то М  

модулярна в G;
(e) если М  < Mi < G и М  модулярна в G, то М  модулярна в Mi;
(f) если ip — изоморфизм группы G на группу G и М  модулярна в G, то M v 

модулярна в G.
Следующая наша лемма показывает, что модулярное ядро обладает свойствами, 

аналогичными свойствам нормального ядра подгруппы.
Л ем м а 2.2. Пусть G — группа и Н < К  < G. Тогда справедливы следующие 

утверждения:
(1) Нто — модулярная в G подгруппа и HG <  HmG;
(2) HmG < НтК;
(3) если Н  нормальна в G, то (К /Н )т(а/н) = K mG/H ;
(4) Нтс  — нормальная, в Н  подгруппа.
Доказательство. (1) Это утверждение вытекает из леммы 2.1(a).
(2) Применяя лемму 2.1(e), мы видим, что множество всех модулярных в G под

групп из Н  содержится во множестве всех модулярных в К  подгрупп из Н . Значит, 
Пто 5̂  Нтк-

(3) Пусть M i/Я , М 2/ Н , М п/ Н  — набор всех тех модулярных в G/ Н  под
групп, которые содержатся в К /Н .  Тогда (К /Н )т(а/н) =  {М \/Н . М2/ Н , ..., Мп/Н ) — 
= (МЬ М2, ...,М п)/Н . По лемме 2.1(d), Мь  М2, ..., Мп — модулярные в G подгруппы, 
которые содержатся в К. Значит, (К /Н )т(о/н) — (Mi,  М2, ..., Мп) / Н  С К тс/Н .

Если же К г, К 2, ..., K t — набор всех модулярных в G подгрупп, содержащихся 
в К , то K mQ -  (K i ,K 2,. . . ,K t). Согласно лемме 2.1(c), К гН / Н  — модулярная в G / H  
подгруппа, и, очевидно, K iH /H  С К / Н , г  =  1,...,£. Значит, К та /Н  С ( К / Н ) т(о/н)- 
Таким образом, (К / Н ) т(с/н) =  К тс / Н .

(4) Из Нта С Я  следует, что (HmG)h С Я  для любого h е  Я . Так как HmG 
модулярная в G подгруппа, то (Нтс )н модулярная в G подгруппа по лемме 2.1(f). 
Значит, (Нто )н Q Нто, а это влечет (HmG)h = Нта ■ Таким образом, HmG нормальна в 
Я. Лемма доказана.

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
.С

КО
РИНЫ



Конечные группы е т-добавляемыми максимальными подгруппами. 31

Символом ZU(G) обозначают наибольшую нормальную подгруппу группы G, у 
которой все G-главные факторы цикличны (ZU(G) =  1, если в G нет неединичных 
нормальных подгрупп с таким свойством).

Л ем м а 2.3 [1, гл. 5, теорем а 5.2.5]. Если подгруппа Я  модулярна в G, то 
H g/ H g < ZU( G/ H0 ).

Общие свойства т -добавляемых подгрупп описывает следующая лемма.
Л ем м а 2.4. Пусть G — группа. Тогда справедливы следующие утверждения:
(1) если Н  является т-добавляемой в G подгруппой и Н  < М  < G, то II  

является т-добавляемой в М  подгруппой;
(2) пусть N  нормальная подгруппа в G и N  < Н. Тогда и только тогда Н  

является т-добавляемой в G в подгруппой, когда H /N  является т-добавляемой в G /N  
подгруппой;

(3) Пусть N  — нормальная подгруппа группы G, Н  — пг-добавляемая подгруппа 
в G и ( |Я|, |Аф =  1. Тогда I IN  — т-добавляемая подгруппа в G;

(4) пусть 7г — некоторое множество простых чисел, N  — нормальная -к'- 
подгруппа в G и Н  — 7г-подгруппа в G. Если Н  является т-добавляемой в G под
группой, то H N / N  является т-добавляемой в G /N  подгруппой;

(5) пусть Н  < G и L < Ф(Я). Если L является т-добавляемой в G подгруппой, 
то L является модулярной в G подгруппой и L < Ф((7).

Доказательство. (1) Это утверждение вытекает из леммы 2.2(1).
(2) Предположим, что H /N  является т -добавляемой в G /N  подгруппой. Тогда 

существует подгруппа K /N  в G /N  такая, что G /N  = (Н  /  N ) { K  /  N ) и (H / N ) П (K / N ) < 
(H / N ) m(G/N)• Тогда G = Н К  и по лемме 2.2(3) имеет место ( H / N ) m(G/N) = Hmg/N,  
что влечет (H / N ) П (K / N ) < Hmc / N . Значит, Н  П К  < Нтс  и поэтому Н  является 
m-добавляемой в G.

Обратно, если Н  является m-добавляемой в G подгруппой, то существует такая 
подгруппа К  в G, что G — Н К  и Н  Г\ К  < Нтс • Покажем, что H /N  является т- 
добавляемой в G /N  подгруппой. Так как H K N  =  Н К  = G, то (H / N ) ( K N / N ) =  
=  G/N.  Из Н П К  < ITmQ получаем, что (H /N ) П (K N / N ) =  (.Н  П K N ) / N  = N ( H  П 
C\I i ) /N < Hmc/N.  По лемме 2.2(3) имеем Hmo /N  — (H / N ) m(a/N)■ Значит, (H/N)  П 
П (K N / N ) < ( H / N ) m(G/N), и поэтому H / N  является m-добавляемой в G/N.

(3) Так как Н  — т-добавляема в G, то существует такая подгруппа Т в G, что 
G =  Н Т  и Я п Т  <  HmG■ Предположим, что Т  < N T  < G. Заметим, что |N T  : Т\ =

=  j r f f n r f  =  \ m r r \  > и  з н а ч и т > \ N T  '■ Т \ Д е л и т  1 ^ 1 -  Т а к  к а к  \ с  '■ т \ =  m  =  | т п д Н г 1 » т 0  
то jG : Т\ делит \Н\. Но (|Я|, \N\) = 1. Следовательно, Т  = N T  ш N  < Т.  Покажем, 
что H N  — т.-добавляемая подгруппа в G. Очевидно, что H N T  — Н Т  = G. Так как 
Т П H N  =  N ( T  П Я) < N H ma, то по лемме 2.1(c) (d) получаем, что N H mG < (N H)mG■ 
Значит, Т  П H N  < (N H )mG, а это означает, что H N  — т -добавляемая подгруппа в G.

(4) Вытекает из (2) и (3). Лемма доказана.
Л ем м а 2.5 19]. Пусть Р  — силовская 2-подгруппа группы G. Если каждая мак

симальная подгруппа из Р  обладает 2-нилъпотентпым дополнением в G, то G явля
ется 2-нильпотентной группой.

Следующая лемма хорошо известна.
Л ем м а 2.6. Пусть G — группа, А, В < G и G = А В . Тогда G — А В Х для всех

х  € G.
Л ем м а 2.7. Пусть L — минимальная нормальная подгруппа группы G и L < 

Op(G). Если некоторая максимальная подгруппа из L является т-добавляемой в G, 
то \Ь\ — р.
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Д о казател ьство . Предположим, что \Ь\ > р. Пусть R  — максимальная под
группа в L. Так как R  является т-добавляемой в G, то существует такая подгруппа Т  
в G, что R T  — G и R  П Т  < Rmc ■ Предположим, что Т  < G. Тогда G = L X T , что 
влечет, R T  ф G. Это противоречие показывает, что Т — G. Тогда R  — RmG — модуляр
ная подгруппа в G. Значит, по лемме 2.3, R g/ R g  <  Zu{G/Rg).  По Rq  =  1 и R g ф 1. 
Следовательно, R °  < ZU(G) и L  П Zu(G) ф 1, что влечет L < ZU(G). Значит, \Ь\ — р. 
Полученное противоречие завершает доказательство леммы.

Если Р  не является неабелевой 2-группой, то мы используем символ fl{P) для 
обозначения подгруппы O i(Р). В противном случае П(Р) =  0 2(-Р).

Л ем м а 2.8. Пусть Р  — нормальная р-подгруппа группы G. Если Р/Ф(Р)  < 
г и(С/Ф(Р)),  то Р  < ZU(G).

Д оказател ьство . Пусть С  =  Са(Р)  и Н / К  — произвольный главный ф актор' 
группы G ниже Р.  Тогда Op(G/ Cq(H / К )) = 1 согласно лемме 3.9 в [6, гл. I]. Предполо
жим, что Р/Ф(Р) < Zn(G/Ф(Р)).  Тогда (С /С 'с(Р /Ф (Р)))‘/1̂ “ 1-) является р-подгруппой 
согласно [12, лемма 2.2]. Значит, (G/ С — р-группа по теореме 2.4 в [11]. Таким 
образом, G/ Cg{H/K)  € А(р  — 1) и поэтому \Н/К\  — р согласно теореме 4.1 в [6, гл. I]. 
Следовательно, Р  < ZU(G). Лемма доказана.

Следуя Дерку и Хоуксу [7], мы используем CP(G) для обозначения пересечения 
централизаторов всех абелевых р-главных факторов группы G (CP(G) =  G, если G не 
имеет таких главных факторов).

Для каждой функции /  вида

/  : F U {0} —> {формации групп}, (*)

положим, следуя [10], C L F ( f )  =  {G — группа | G/G§ € /(0 ) и G / C P(G) 6 
€ f(p)  для любого простого числа р Е 7r(Com(G))}. Здесь G$ обозначает S-радикал 
группы G (т.е. наибольшую нормальную разрешимую подгруппу группы G); Com(G) 
обозначает класс всех абелевых групп А  таких, что А  ~  Н / К  для некоторого компози
ционного фактора Н / К  группы G. Формация 3  называется композиционной, если для 
некоторой функции вида (*) имеет место jF =  CLF( f ) .

Л ем м а 2.9. Пусть 3  — композиционная формация, содержащая все сверхраз- 
решимые группы, и G —- группа, содержащая нормальную подгруппу Е  такую, что 
G /E  6 7. Если Е  — циклическая подгруппа, то G € F.

Д о казател ьство . Не нарушая общности, можно предположить, что Е  — мини
мальная нормальная подгруппа группы G и поэтому \Е\ =  р для некоторого простого 
числа р. Согласно [10, теорема 1], 3  = C L F ( f )  для некоторой функции вида (*). Ясно, 
что группа Н  =  Е  X {G/Cq(E)) является сверхразрешимой, поэтому Я  6 J .  Значит, 
G/ Cg {E) е  f(p).  Пусть Ср/ Е  =  CP{G/E).  Тогда CP(G) =  СРГ)С0 (Е)  согласно [5, гл. А, 
теорема 3.2]. Но так как G / E  € 3,  то G / C p ^  (G/ E ) / C P(G/ Е) Е f(p)  и поэтому G € J . 
Лемма доказана.

3 Д о к азател ьство  основной теорем ы
Предположим, что данная теорема не верна, и рассмотрим контрпример {G, Е) 

для которого |G*||£7| является минимальным. Пусть Z  =  Zu{G),p  — наименьший простой 
делитель |£ |,  Р  — силовская р-подгруппа группы Е.

(1) Если V  — р'-холлова подгруппа в Е, то условие теоремы выполняется для 
{G/V, E/ V) .

Понятно, что E / V  нормальна в G / V  мр — наименьший простой делитель \E/V\.  
Заметим также, что Р  ~  P V /V  6 SylP(E/V) .  Пусть L / V  — максимальная в P V /V
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подгруппа. Так как L /V  = V (L  П P ) j V  ~  [L П P ) / V  П (L П Р)  =  (L П P ) / l  ~  L П Р,  то 
L П Р — максимальная в Р  подгруппа. Поэтому по условию теоремы, L П Р  является 
m-добавляемой подгруппой в G. Но L  =  L  П P V  =  V( L  П Р)  и (|V |, ]L П Р |) =  1, и 
значит, по лемме 2.4(4), V( L П P ) / V  является m-добавляемой подгруппой в G. Таким 
образом, условие теоремы выполняется для (G/V, E/ V) .

(2) Е является р-нильпотентной группой.
Предположим, что Е  не р-нильпотентна.
(a) Е = G.
Действительно, если Е  < G, то \Е\\Е\ < \G\\E\. Но, ввиду леммы 2.4(1), усло

вие теоремы выполняется для [Е, Е). Значит, Е  является р-нильпотентной группой по 
выбору группы G. Полученное противоречие показывает, что Е  = G.

(b) Op'(G) =  1.

Пусть D = Opi(G). По лемме 2.4(4) условие теоремы выполняется для G / D , и 
поэтому в этом случае, когда D ф 1, G j D  является р-нильпотентной группой по выбору 
группы G. Но тогда G является р-нильпотентной группой. Это противоречие означает, 
что Op'(G) =  1.

(c) Если Р  < V  < G, то V  — р-нилъпотентпая группа.
Действительно, по лемме 2.4(1), условие теоремы выполняется для V, и поэтому

V — р- нильпотентная группа по выбору группы G.
(d) Если N  — абелева минимальная нормальная подгруппа группы G, то G /N  

р-нилъпотентна.
Ввиду утверждения (b), N  является р-группой и поэтому N  < Р. Таким образом, 

условие теоремы выполняется для G /N  по лемме 2.4(2). Следовательно, утверждение
(d) выполняется по выбору группы G.

(e) G является р-разрешимой группой.
Ввиду утвержения (d), нужно лишь показать, что G содержит абелеву мини

мальную нормальную подгруппу. Предположим, что это не так. Тогда р = 2, согласно 
теореме Фейта-Томсона о разрешимости групп нечетного порядка.

Покажем, что (Vi)mG ф 1 для некоторой максимальной подгруппы V\ из Р. Пред
положим, что (У\)тс  =  1 для любой максимальной подгруппы Vi из Р. Пусть Т  такая 
подгруппа из G, что V\Т  =  G и V\ П Т  <  (Vi)mc — 1 Тогда Т  является дополнени
ем V\ в G. и поэтому Т  является 2-нильпотентной группой, так как порядок силов- 
ской 2-подгруппы из Т  равняется 2. Применяя лемму 2.5, получаем, что G является 
2-нильпотентной группой. Полученное противоречие показывает, что существуют та
кие максимальные в Р  подгруппы V\ ; что (Vi)mG ф 1-

Пусть L = (Vi)ma- Тогда по лемме 2.3 получаем, что L ° / L q < Zu{G /L g)■ Пред
положим, что L q ф 1. Пусть R  — минимальная нормальная в G подгруппа и R < Ьс- 
Тогда R  абелева. Это противоречие показывает, что L q =  1. Поэтому L G < Zu.{G), а 
значит, ZU(G) Ф 1. Но Za(G) — нормальная подгруппа в б , и  она имеет циклические 
G-главные факторы. Пусть R  — минимальная нормальная подгруппа из G, содержаща
яся в Zix(G). Но тогда R  абелева, что противоречит нашему предположению о группе
G. Таким образом, утверждение (е) доказано.

Заключительное противоречие для (2).
Пусть N  — любая'минимальная нормальная подгруппа группы G. Тогда в силу

(Ь) и (е), N  — р-группа и значит, G /N  является р-нильпотентной группой согласно (d). 
Поэтому N  — единственная минимальная нормальная подгруппа из G и JV ^  Ф(£)- 
Следовательно, G — примитивная группа и поэтому N  = Cq{N) =  F(G)  согласно [7, 
гл. А, теорема 15.2]. Пусть М  — максимальная подгруппа из G такая, что G =  N  X

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
.С

КО
РИНЫ



34 В. А. Васильев

X М.  Пусть Мр е  SylР{М) и V — максимальная подгруппа из Р  такая, что Мр < V  
и N  jC V.  Тогда V M  ф G , и поэтому V M X ф G для всех х £ G по лемме 2.6. Так 
как V  — ш-добавляема в G, то существует подгруппа Т  из G такая, что V T  = G и
V П Т  < Vmc ■ Предположим, что Vma — 1. Тогда Т  является дополнением V  в G, и 
поэтому \ТР\ = р, где Тр Е Sylp(T). Значит, Т  является р-нильпотентной группой, так 
как р — наименьший простой делитель порядка группы G, и поэтому Тр> < Т, где Тр/ — 
р'-холлова подгрупп из Т. Так как G р-разрешима, то любые две р'-холловы подгрупп 
из G сопряжены, и поэтому существует элемент х е  G такой, что Тр> < М х. Если 
Тр < М х, то Т  < М х, и поэтому G =  V T  = V М х. Получили противоречие с тем, что 
V M X ф G. Следовательно, Тр $£ М х. Но G / N  ~  М х < Ng(Tp') и  Тр < N q{Tp'). Поэтому 
G =  ( Мх,Тр) — N g{Tp’), ч т о  противоречит (Ь). Значит, L =  VmG ф 1. Согласно лемме 
2.3, L ° /Ь с  < Z u( G/ Lg)- Предположим, что Lq ф 1. Тогда N  < L g , а это влечёт N  < V. 
Полученное противоречие показывает, что Lq =  1. Рассуждая, как и выше, приходим 
к противоречию, которое завершает доказательство утверждения (1).

(3) Е  = Р.
Пусть V — р'-холлова подгруппа в Е. Тогда согласно (2), V  является нормаль

ной подгруппой в Е, а значит, и характеристической в Е  подгруппой. Следователь
но, V  является нормальной подгруппой в G. Согласно (1), условие теоремы верно для 
(G/V, E/V) .  Предположим, что У ф  1. Тогда E / V  < Z u(G /V )  по выбору (G ,E ). Это 
противоречит выбору этой пары. Значит, V  — 1 и Е  =  Р.

(4) Если N  — минимальная нормальная подгруппа из G, содержащаяся в Р. 
mo P /N  < Zu(G/N),  N  — единственная минимальная нормальная подгруппа из G и 
|iV| > р.

Действительно, по лемме 2.4(2) условие теоремы выполняется для G/R,  где R
— любая минимальная нормальная подгруппа R  из G, содержащаяся в Р.  Поэтому 
P / R  < ZU{G/ R ) по выбору пары (G , E ) =  (G,P).  Следовательно, \N\ > р. Если R ф
— N,  то ввиду G-изоморфизма R N / R  ~  N  получаем, что \N\ =  р. Это противоречие 
завершает доказательство утверждения (4).

(5) Ф(Р) ф 1.
Предположим, что Ф(Р) = 1. Тогда Р  является элементарной абелевой р- 

группой. Пусть Ni — любая максимальная подгруппа из N.  Покажем, что iVi является 
модулярной в G подгруппой. Пусть В  — дополнение из N  в Р  п V  = N \B . Тогда V  
является максимальной подгруппой из Р, и поэтому она т -добавляема в G. Пусть Т
— подгруппа из G такая, что G — T V  и Т  П V  < VmG■ Предположим, что Т  =  G. 
Тогда V  =  VmG модулярна в G и значит, V Г) N  = VmG П N  — N iB  Г) N  = Ni является 
модулярной в G подгруппой по лемме 2.1(a). Пусть Т  ф G. Тогда 1 ф Т  П Р < Р. Так 
как G = V T  =  Р Т  и Р  абелева, т о Т П Р и Т П У  нормальные в G подгруппы. Ясно, 
что N  <£V, и поэтому Т  П V  — 1. Но тогда \Т П Р\ — р, что влечёт \N\ =  р. Полученное 
противоречие показывает, что каждая максимальная подгруппа из N  является моду
лярной в G подгруппой. Применяя лемму 2.7, получаем, что \N\ — р. Это противоречие 
завершает доказательство утверждения (5).

Заключительное противоречие. Согласно (5), Ф(Р) ф 1. Пусть N  — мини
мальная нормальная подгруппа из G, содержащаяся в Ф(Р). Тогда условие теоре
мы выполняется для G /N  и поэтому P /N  < Z u (G /N ) по выбору (G , P ). Значит, 
Р /Ф (Р) < Z\i(G/Ф (Р). Таким образом, Р  < Z  по лемме 2.8. Это противоречие за
вершает доказательство теоремы.
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4 П ри лож ен и я  теорем ы  1.2

Многие результаты теории формаций связаны с изучением условий, при кото
рых та или иная группа принадлежит насыщенной формации. В этом направлении 
было найдено большое количество критериев разрешимости, сверхразрешимости, р- 
нильпотентности, нильпотентности и т.д., а также общих критериев принадлежности 
группы насыщенной формации. Тем не менее, в этом направлении почти нет результа
тов, связанных с композиционными формациями. Одним из приложений теоремы 1.2 
является следующий результат.

Т еорем а 4.1. Пусть jF — композиционная формация, содержащая все сверх- 
разрешимые группы, и G — группа, содержащая нормальные подгруппы X  < Е  такие, 
что G /E  G Предположим, что все максимальные подгруппы каждой силовской 
подгруппы из X  являются т-добавляемыми в G. Если X  — Е  или X  =  F*(E), т,о 
G € 1  и каждый главный фактор группы G ниже Е  является циклическим.

Ещё одним ключевым фактом, лежащим в основе доказательства теоремы 4.1, 
является следующее наблюдение.

П редлож ен и е 4.2 [13, П редлож ен и е С]. Пусть Е  — нормальная подгруппа 
группы G. Если каждый главный фактор группы G ниже F*(E ) является цикличе
ским, то каждый главный фактор группы G ниже Е  также является циклическим.

В этом предложении F*(E)  обозначает обобщенную подгруппу Фиттинга группы 
Е, т.е. произведение всех нормальных квазинильпотентных подгрупп группы Е.

Д о к азател ьство  теорем ы  4.1. Прежде предположим, что X  = F*(E).  Тогда 
по теореме 1.2 каждый главный фактор группы G ниже F*(E)  является циклическим. 
Значит, согласно предложению 4.2, каждый главный фактор ниже Е  является цикли
ческим. Теперь, применяя лемму 2.9, заключаем, что G £ 3\ Теорема доказана.

В литературе можно встретить следующие частные случаи теоремы 4.1.
С ледстви е 4.3 (Л и  и Го [14]). Предположим, что группа G разрешима и 

содержит такую нормальную подгруппу Н, что G/П  сверхразрешима. Если все мак
симальные подгруппы каждой силовской подгруппы из F ( H ) являются дополняемыми 
в G, то G сверхразрешима.

Напомним, что подгруппа Я  группы G называется с-нормальной [15] в G, если 
существует такая нормальная подгруппа 71 из G, что Т Н  — С и Я П  К  С На-

С ледстви е 4.4 (В ей, В анг и Л и  [16]). Пусть 7  — насыщенная формация, 
содержащая все сверхразрешимые группы, и G — группа, содержащая нормальную 
подгруппу Е  такую, что G /E  £ 3\ Если все максимальные подгруппы силовских под
групп из F*(E) являются с-нормальными, то G £ Эг.

С ледстви е 4.5 (Р ам ад ан , Е ззат  М охамед, Х елиел  [17]). Пусть р — про
стое число, G — р-разрешимая группа и Я  — нормальная подгруппа группы G такая, 
что G/Н  р-сверхразрешима. Если максимальные подгруппы силовских р-подгрупп из 
Я  являются с-нормальными в G, то G р-сверхразрешима.

С ледстви е 4.6 (В ей [18]). Пусть И — насыщенная формация, содержащая 
все сверхразрешимые группы, и G — группа с разрешимой нормалгтой подгруппой Е  
такой, что G /E  £ J . Если все максимальные подгруппы силовских подгрупп из F ( E ) 
являются с-нормальными в G, то G £ Эг.

Напомним, что подгруппа Я  группы G называется с-добавляемой [19] в G , если 
существует такая подгруппа К  из G, что G — Н К  и Я  П К  С На-

С ледствие 4.7 (Ванг, Вей и Л и  [20]). Пусть *5 — насыщенная формация, 
содержащая все сверхразрешимые группы, и G — группа, содержащая разрешимую
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нормальную подгруппу Е  такую, что G /E  € 3*. Если все максимальные подгруппы 
всех силовских подгрупп из F(H)  являются с-добавляемыми в G, то G € Эг.

С ледствие 4.8 (Ванг, В ей и Л и  [21]). Пусть jF — насыщенная формация, 
содержащая все сверхразрешимые группы, и G — группа, содержащая нормальную 
подгруппу Н  такую, что G/Н  € 3\ Если все максимальные подгруппы любой силовской 
подгруппы из F*(H) являются с-добавляемыми в G, то G Е 5F.
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