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О ПОТЕНЦИАЛЬНОСТИ УСРЕДНЕННЫХ СТАЦИОНАРНЫХ 

УРАВНЕНИЙ КОЛМОГОРОВА-ФОККЕРА-ПЛАНКА 

ДЛЯ АВТОКОЛЕБАТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ  

С ПОЛИГАРМОНИЧЕСКИМ И ПАРАМЕТРИЧЕСКИМ  

СЛУЧАЙНЫМ ВОЗДЕЙСТВИЯМИ 

 

При решении различных задач науки и техники встает необходи-

мость исследования случайных колебательных процессов в динамиче-

ских системах. Одной из актуальных задач подобного класса является 

изучение совместного влияния различных типов периодического и 

случайного воздействий на колебания механических систем. При ре-

шении данной задачи весьма эффективным является метод марковских 

диффузионных процессов в сочетании с асимптотическими методами 

нелинейной механики, особенно для квазилинейных колебательных 

систем с одной степенью свободы. Однако применение данного метода 

крайне затруднено вследствие сложности задачи получения аналитиче-

ского решения соответствующего уравнения Колмогорова -Фоккера-

Планка (КФП). В докладе определяется один, достаточно широкий 

класс неавтономных квазилинейных колебательных систем, удовле-

творяющих полученному авторами достаточному условию потенци-

альности соответствующих усредненных уравнений КФП для совмест-

ной стационарной плотности вероятностей амплитуды и фазы устано-

вившихся колебаний. 
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Рассмотрим случай системы, случайные колебания в которой мо-

гут быть описаны одним из следующих стохастических дифференци-

альных уравнений: 
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( , ) cos( ) cos( ) [ ] ( ),
S K

s k p l

s s k k l
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x x h x x P t x R t x x t        
 

        (1) 

l=1,2, … , L; p=0,1, … , P, 

где ( , )h x x  – дифференцируемая функция своих аргументов; Ps, Rk, σl, Ωs, 

ζk, ω – положительные постоянные; ( )t - «белый шум» единичной интен-

сивности; ε>0 – малый параметр, ( )px - p-ая производная функции ( )x t . 

Колебательные системы, подобные (1), подвержены различным ти-

пам периодического воздействия и параметрическому случайному воз-

мущению, довольно часто являются предметом многих прикладных ис-

следований. Класс систем вида (1), для которых выполняются достаточ-

ные условия потенциальности соответствующего уравнения КФП, мо-

жет быть определен с помощью полученной нами следующей теоремы. 

Теорема. Пусть для системы (1) выполняются следующие условия: 

1. 1 2{ [ ( cos , sin )cos ]} 0.l

t
a M h a a

a
   
 


 (2) 

2. Для параметров гармонических воздействий Ωs выполняются 

лишь те из резонансных соотношений 

2 1s s n    , n=0,1, … , [
2

s
], 0,1,...,s S  , (3) 

которые удовлетворяют следующим условиям: 
12 (( 1) )( 1)( 2 1)(2 1)

psign

s s s l l
      , 0,1,...,s S 

. (4) 

3. Для параметров гармонических воздействий ζk при p – четном 

не выполняется ни одно из резонансных соотношений 

ζk=k – 2n + 1, n=0,1, …, [
2

k
], 0,1,...,k K  ,  (5) 

при p – нечетном – резонансные соотношения (5) выполняются лишь 

для k=2l. 

Тогда соответствующее системе (1) усредненное уравнение КФП 

удовлетворяет условию потенциальности и, следовательно, может 

быть проинтегрировано в квадратурах [1, 2]. 

Отметим, что резонансные соотношения (3)–(5), по существу, озна-

чают, что все частоты воздействия являются гармониками частоты . 
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При решении многих прикладных задач объектом исследования 

выступают квазилинейные колебательные системы, испытывающие 

случайные изменения частоты колебаний. Пусть исследуемая система 

описывается стохастическим дифференциальным уравнением вида 
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где параметры гармонических воздействий 
1

2 21

3
s

s 
   

 
       

(2) 

удовлетворяют резонансным соотношениям  

2 1s s n    , n=0,1, … , [
2

s
], 0,1,...,s S  ,    (3) 

2 ( 1)( 1) / 3s s s    , 0,1,...,s S 
,     (4) 

а дифференцируемая функция своих аргументов ( , )h x x   – соотношению 

1{ [ ( cos , sin )cos ]} 0.
t
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    (5) 

Тогда соответствующее усредненное уравнение Колмогорова-

Фоккера-Планка обладает свойством потенциальности и его точное 

решение может быть получено по формуле 
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