
 

 

 
 

УДК 512.542 
 

Конечные группы с энгелевыми циклами 
 

Н.М. КУРНОСЕНКО
1
, В.Е. ЕВДОКИМОВИЧ

2 

 
Установлен ряд свойств конечных групп, в которых для всех , x y G  Установлен ряд свойств ко-

нечных групп, в которых для всех , x y G  [ , ] [ , ] y x y xm m n , где ,m n  – целые числа. В частно-

сти, доказана разрешимость конечной группы G  при 2n p , где 3p  – простое число, не явля-

ющееся числом Мерсенна и (3,| G |) 1. , где ,m n  – целые числа. В частности, доказана разреши-

мость конечной группы G  при 2n p , где 3p  – простое число, не являющееся числом Мер-

сенна и (3,| G |) 1.  

Ключевые слова: конечная группа, коммутатор, энгелев цикл, разрешимость, сверхразреши-
мость, слабый нормализатор, слабонормальная подгруппа. 
 

Some properties of finite groups with [ , ] [ , ] y x y xm m n  for all elements , x y G , where ,m n  are in-

teger numbers, are found. In particular, it is proved that finite group G  is solvable, if 2n p , where 
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Пусть x1, x2, ... , xn – элементы конечной группы G. Коммутатором элементов x1 и x2 

называется элемент [x1, x2] = 21

1

2

1

1 xxxx  . Коммутаторы более высокой степени определяются 

по правилу [x1, x2, ... , xn] = [[x1, x2, ... , xn-1], xn]. 

Тогда, очевидно, запись [y, xn ] будет обозначать коммутатор 

[y, x, x, ... , x], 
где число элементов x равно n. 

Пусть x, y – элементы конечной группы G, m, n – положительные целые числа такие, 

что [y, xm ] = [y, xnm ]. Пусть x1 = [y, xm ], x2 = [y, xm 1 ], ... , xn = [y, xnm 1 ], xn+1 = [y, xnm ]. 

Очевидно, что последовательность групповых элементов {x1, x2, ... , xn, xn+1} имеет пе-
риод, который согласно [1] будем называть энгелевым циклом длины n, порождѐнным эле-
ментами y и x. Множество элементов {x1, x2, ... , xn-1} называют носителем энгелева цикла. 

В работах [1], [2] изучались классы конечных групп с энгелевыми циклами. Так, в 

частности, в [2] было доказано, что если в конечной группе G для всех Gyx ,  [y, xm ] = 

[y, xnm ], где n нечѐтно, то группа G разрешима. Как показано в [1], классы конечных групп с 

энгелевыми циклами длины 1 и 2 совпадают, а группы, принадлежащие этим классам, явля-
ются сверхразрешимыми. В данной работе продолжается изучение свойств энгелевых циклов 
в конечных группах. 

Рассматриваются только конечные группы. Определения и обозначения, которые ис-
пользуются, можно найти в [1]–[4]. Приведѐм некоторые результаты, которые будут исполь-
зоваться в дальнейшем. 

Лемма 1 [2]. Пусть G – конечная группа, m, n – целые числа и n нечѐтно. Пусть для 

всех Gyx ,  [y, xm ] = [y, xnm ]. Тогда 1) все подгруппы нечѐтного порядка из G нильпотент-

ны; 2) если p не делит 2
n
+1, то G – p

'
-замкнутая группа. 

Определение 1 [5]. Пусть H – силовская система разрешимой подгруппы H группы G. 

Слабым системным нормализатором (системным квазинормализатором) H в G называют 

подгруппу * ( )G HN  , определяемую следующим образом: * ( )G HN   = x G x P P x  

для всех HP . 

Слабым нормализатором подгруппы H в G называют подгруппу * ( )GN H = H * ( )G HN  . 
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Если G = * ( )GN H , то подгруппа H называется слабонормальной в G. 

Теорема 1 [5]. Конечная группа G сверхразрешима тогда и только тогда, когда она 
имеет полное множество слабонормальных силовских p-дополнений. 

Определение 2 [8]. Подгруппа A группы G называется слабо пронормальной, если для 

любого Gx  из того, что A и A
x
 нормальны в xA A, , следует A = A

x
. 

Лемма 2 [8]. Если подгруппа A группы G одновременно субнормальна и слабо пронор-

мальна, то она нормальна в G. 

Рассмотрим некоторые свойства конечных групп, в которых для любых элементов 

Gyx ,  [y, xm ] = [y, xnm ], где m, n – целые числа. 

Теорема 2. Пусть G – конечная группа, m, n – целые числа, где n = 2p и p >3 – простое 

число, не являющееся числом Мерсенна. Если для всех Gyx ,  [y, xm ] = [y, xnm ] и (3, G ) = 1, 

то группа G разрешима. 

Доказательство. Допустим, что существуют группы, для которых теорема неверна. 

Выберем тогда среди них группу G наименьшего порядка. Пусть p >3 – любое простое чис-

ло, не являющееся числом Мерсенна. В этом случае получаем, что для всех Gyx ,  [y, xm ] = 

= [y, xnm ], где n = 2p, 3 не делит G , но группа G неразрешима. Очевидно, что каждая соб-

ственная подгруппа из G разрешима. Предположим, что группа G непроста, то есть суще-

ствует подгруппа H, такая, что H<G, но 1H  и GH  . Обе группы H и HG разрешимы, 

так как H собственная подгруппа группы G, группа HG  удовлетворяет условиям теоремы, а 

H  и HG  меньше, чем G . Поэтому группа G также разрешима, что противоречит нашему 

предположению. Следовательно, G – минимальная простая группа [6]: 

1) PSL (2, 2
p
) для любого простого p; 

2) PSL (2, 3
p
), где p нечѐтное простое; 

3) PSL (2, p),где p простое, 3p , 012 p (mod 5) ; 

4) PSL (3, 3); 

5) Sz (2
p
), где p нечѐтное простое. 

Так как 3 не делит G , то, очевидно, что G не может быть группой PSL (3, 3), PSL (2, 3
p
). 

Ввиду того, что )1(
2

1
p) (2, PSL 2  pp  делится на 3, то G не может быть группой PSL (2, p). 

Порядок группы PSL (2, 2
p
) для любого простого p равен 2

p
(2

p
–1)(2

p
+1). Очевидно, что 

произведение трѐх последовательных чисел делится на 3. Поэтому G не может быть группой 

PSL (2, 2
p
). 

Как известно, )(qSz = q
2
(q–1)(q

2
+1). Так как q = 2

p
, )2( pSz = 2

2p
(2

p
–1)(2

2p
+1). Так как 

для всех элементов Gyx ,  [y, xm ] = [y, xnm ], где n = 2p, то по теореме 4.2 [2] группа G r
'
-

замкнута, за исключением следующих простых r: делителей 2
n
+1, 3 (если n+1 есть степень 

3), 2 (если p+1 есть степень 2) и 2p+1. Следовательно, если 21p  для некоторого  > 0, 

то группа G  2'-замкнута и не может быть группой Судзуки. Допустим, что 21p . Тогда 

12  p  – простое число Мерсенна, что невозможно, так как не может быть простым чис-

лом Мерсенна по условию. 

Таким образом, G не является минимальной простой группой. Следовательно, G – раз-

решимая группа. Теорема доказана. 

Лемма 3. Пусть G – конечная разрешимая группа. 'p
G – дополнение к силовской p-

подгруппе Gp группы G. Если группа G является p-сверхразрешимой, то 'p
G – слабонормаль-

ная подгруппа группы G. 
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Доказательство. Предположим, что существуют группы, для которых лемма неверна. 

Выберем тогда среди них группу G, имеющую наименьший порядок. Таким образом, группа 

G p-сверхразрешима, но )( 'pG GNG  , где ' ' '( ) ( ) G G Gpp p
N G G N  . 

Пусть 
1 2

{G , ,...,G }
kp p pG  – силовская система группы G, редуцируемая в 'p

G . Тогда 

' ' 
pG pG   – силовская система подгруппы 'p

G . Пусть N – минимальная нормальная 

подгруппа из G. Так как группа G  p-сверхразрешима, то либо pN  , либо N  есть p
'
-число, 

и группа NG  является p-сверхразрешимой. Так как порядок группы NG  меньше порядка 

группы G, то )( ' NNGNNG
pNG

 , то есть NNG
p ' – слабонормальная подгруппа из NG . 

Так как группа G разрешима, то по D-теореме Ф.Холла [7] группа G и любая еѐ под-

группа удовлетворяют свойству C  на произвольном  . Поэтому по теореме 1.3 [5] 

NNGNNNGN
pGpNG )()( ''

  . 

Следовательно, ' ' '
( ) ( )  

pG G Gp p
G N G N G N N . 

Если pN  , то xN   для некоторого Gx . Очевидно, что x Q Q x  для любо-

го 
'
.

pGQ   Поэтому 
'

( )
pG Gx N   и 

'
( )

pG GG N  . Следовательно, 'p
G есть слабонор-

мальная подгруппа из G. Противоречие. 

Значит, N  есть p
'
-число и 'p

GN  . Если 'p
GN  , то GG

p
' , а, следовательно, 'p

G  – 

слабонормальная подгруппа из G. Поэтому 'p
GN  . Тогда ' ''

( ) ( )  
pG G Gp p

G G N N G . 

Пришли к противоречию с выбором группы G. Лемма доказана. 

Теорема 3. Пусть G – конечная группа, m, n – целые числа и n нечѐтно. Пусть для всех 

Gyx ,  [y, xm ] = [y, xnm ]. Если для каждого )(Gp  , делящего 2
n
+1, силовская p-подгруппа 

дедекиндова и любая еѐ подгруппа p слабо пронормальна в G, то группа G сверхразрешима. 

Доказательство. Пусть G – конечная группа, удовлетворяющая условиям теоремы. Так 

как для всех Gyx ,  [y, xm ] = [y, xnm ], где n нечѐтно, то по [2] группа G разрешима. Пусть 

k

kpppG


...21

21  и  kpppG ,...,)( 21 .  Пусть подгруппы 
kppp GGG ,...,,

21
 образуют силов-

скую систему   группы G:  1 2
, ,...,

kp p pG G G . Покажем, что в группе G имеется полное 

множество слабонормальных силовских p-дополнений. 

Пусть )(Gp  . Если p не делит 2
n
+1, то по лемме 1 группа G является p

'
-замкнутой. 

Следовательно, группа G имеет нормальное p-дополнение 'p
G  к силовской p-подгруппе Gp, и 

GGN
pG )( ' . По лемме 1.1 [5] )()( '' pGpG GNGN  . Значит GGN

pG  )( '  и 'p
G – слабонор-

мальная подгруппа в группе G. Поэтому пусть p делит 2
n
+1. 

Если группа G в этом случае p
'
-замкнута, то GG

p
'  и аналогично предыдущему получим, 

что 'p
G – слабонормальная подгруппа из G. Поэтому пусть группа G не является p

'
-замкнутой. 

Покажем, что если в группе G имеются инвариантные p
'
-подгруппы, то p-дополнение 'p

G  слабо-

нормально в G. Пусть G – группа наименьшего порядка, которая удовлетворяет условию теоремы, 

но которая не p-сверхразрешимая в G для данного p. Пусть GN   – p
'
-подгруппа. Тогда фактор-

группа NG  p-сверхразрешима по индукции. Так как N – p
'
-подгруппа, то из  

p-сверхразрешимости NG  следует p-сверхразрешимость G. А тогда по лемме 3 получаем, что 

'p
G – слабонормальная подгруппа в G. Следовательно, в группе G имеется полное множество сла-
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бонормальных силовских p-дополнений и по теореме 1 группа G сверхразрешима. Значит, в группе 

G нет инвариантных p
'
-подгрупп. Так как p делит 2

n
+1, то силовская p-подгруппа Gp дедекиндова в 

G по условию. Группа G разрешима. Поэтому по [9] lp(G)=1. Отсюда получаем, что GGp  . Пусть 

P – любая подгруппа из Gp. Тогда P G  и P – субнормальная подгруппа группы G. Так как P  

является слабонормальной подгруппой в G по условию, то по лемме 2 P – нормальная подгруппа 

из G. Поэтому 'p
PG  есть подгруппа группы G. Значит p-подгруппа P перестановочна с 'p

G . 

Тогда по теореме из [10] группа G p-сверхразрешима. В этом случае по лемме 3 p-дополнение 

'p
G есть слабонормальная подгруппа группы G. Таким образом показано, что в группе G имеется 

полное множество слабонормальных силовских p-дополнений. Тогда по теореме 1 группа G 
сверхразрешима. Теорема доказана. 

Из доказательства теоремы получаем следующий признак p-сверхразрешимости конеч-
ных групп. 

Теорема 4. Пусть G – конечная p-разрешимая группа с дедекиндовой силовской p-
подгруппой Gp. Если любая подгруппа P из Gp слабо пронормальна в G, то группа G  
p-сверхразрешима. 

Согласно [12], если H – подгруппа группы G, B – подгруппа из H, то подгруппа B силь-

но замкнута в H (по отношению к G), когда xH B B , где x – любой элемент из G. 

Теорема 5. Пусть G – конечная группа, m, n – целые числа и n нечѐтно. Пусть для всех 

, [ , ] [ , ] m m nx y G y x y x . Тогда для каждого )(Gp  , которое не делит 2
n
+1, макси-

мальные подгруппы силовской p-подгруппы Gp из G сильно замкнуты в Gp относительно G. 
Доказательство. Пусть G – конечная группа, удовлетворяющая условиям теоремы. То-

гда по [2] группа G разрешима. Пусть k

kpppG


...21

21 . Пусть )(Gp   не делит 2
n
+1. Тогда 

по лемме 1 группа G является p
'
-замкнутой, то есть GG

p
' . Пусть M – максимальная под-

группа силовской p-подгруппы Gp из G. Тогда pGM  . Так как GG
p
' , то 'p

MG – подгруппа 

группы G. Легко видно, что GMG
p
' . Тогда по теореме 3.8 [11] M является силовской p-

подгруппой из 'p
MG . Пусть Gx . Тогда '' )(

pp
MGMGM   . Так как MM  , то M  

также является силовской p-подгруппой из 'p
MG . Используя тождество Дедекинда, получим 

MGGMMGG
pppp  )( ''  . 

Поэтому MMMMMGGMGMGMG
ppppp    )()( '' . Значит, M 

сильно замкнута в Gp относительно G. Теорема доказана. 

Пусть Gyx , . Если 1],[ xy n  для некоторого целого числа n, то y называют правым эн-

гелевым элементом группы G относительно x. Множество элементов группы G, которые явля-
ются правыми энгелевыми элементами относительно x, будем обозначать EG(x). Для произ-
вольной конечной группы G множество EG(x) не обязательно является подгруппой. Однако 
существуют конечные группы, в которых EG(x) является подгруппой для каждого элемента x 
из G. Следуя [13] будем называть такие группы E-группами. Из леммы Цорна [3] очевидно 
следует, что нильпотентные группы являются E-группами. Группу G будем называть Ep-

группой, если для каждого p-элемента x из G множество EG(x) является подгруппой. Очевидно, 

что разрешимая E-группа является p-разрешимой Ep-группой для каждого простого )(Gp  . 

Следующая теорема позволяет установить связь между E-группами и группами с энге-
левыми циклами длины 3. 

Теорема 6. Пусть G – конечная группа, m – целое число. Если для всех 

3, [ , ] [ , ] m mx y G y x y x ,  то коммутант G
'
 нильпотентен. 

Доказательство. Пусть G – конечная группа, удовлетворяющая условию теоремы. Так 

как для всех 3, [ , ] [ , ] m mx y G y x y x , то по [2] группа G разрешима. Так как по лемме 1 
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все подгруппы нечѐтного порядка из G нильпотентны, то получаем, что коммутант G
'
 ниль-

потентен. Поэтому пусть )(2 Gp  . Так как группа G имеет энгелевы циклы длины 3, то 

по лемме 1 группа G будет p-нильпотентна для всех 3p . Значит, если 3 не делит G , то 

группа G p-нильпотентна для любого )(Gp  . Следовательно, G – нильпотентная группа, и 

коммутант G
'
 нильпотентен. Поэтому пусть )(3 Gp  . Если группа G 3-нильпотентна, то, 

очевидно, G – нильпотентная группа и G
'
 нильпотентен. Поэтому допустим, что G не является 

3-нильпотентной группой и пусть G – контрпример минимального порядка в этом случае. То-
гда по лемме 2.5 [2] коммутант G

'
 является 3-группой и минимальной нормальной подгруппой 

из G. Следовательно, коммутант G
'
 нильпотентен. Противоречие. Теорема доказана. 

Следствие 1. Пусть G – конечная группа, m – целое число и для всех 

3, [ , ] [ , ] m mx y G y x y x . Тогда G – E-группа. 

Доказательство. Пусть G – конечная группа, m – целое число. Так как для всех 

3, [ , ] [ , ] m mx y G y x y x , то по теореме 6 коммутант G
'
 нильпотентен. По теореме 1 [13] 

группа G  с нильпотентным коммутантом является E-группой. 

Следствие 2. Пусть G – конечная группа, m – целое число и для всех 

3, [ , ] [ , ] m mx y G y x y x . Тогда главные p-факторы в группе )(GOG p  имеют порядок p 

или 4 . 

Доказательство. По следствию 1 группа G является E-группой. По теореме 4.3 [2] 

группа G разрешима. Поэтому G является p-разрешимой Ep-группой для любого )(Gp  . 

Тогда по теореме 5 [13] главные p-факторы из ( )pG O G  имеют порядок p или 4 . 
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