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Процедура построения стационарной теории возмущений для уравнения Шредингера и вычисления поправок к спек-
тру энергий и соответствующим волновым функциям реализована в случае потенциала, представленного в виде ряда 
по степеням малого параметра (потенциала-ряда). В качестве физического примера рассмотрено применение получен-
ной схемы для ангармонического осциллятора. 
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Введение  
 Изучение большинства физических систем 
требует применения приближенных методов, как 
численных, так и аналитических. Одним из наи-
более детально разработанных методов исследо-
вания не решаемых точно задач квантовой меха-
ники и теории поля является теория возмущений 
(ТВ) Рэлея – Шредингера [1], [2]. Стандартный 
случай теории возмущений соответствует слабо-
му внешнему воздействию или слабому взаимо-
действию между частицами, когда для прибли-
женного вычисления спектров и волновых функ-
ций полного гамильтониана используется ма-
лость возмущения «первого порядка» в гамиль-
тониане. При этом поправки вычисляются по-
следовательно: точно решается «невозмущен-
ная» задача (нулевой порядок ТВ), затем для вы-
числения поправки порядка n  необходимо пред-
варительно найти все предыдущие порядки. При 
этом, если исследуемый эффект возникает имен-
но в высших прядках, то рекуррентная схема 
становится неудобной, так как с ростом порядка 
объем вычислений возрастает. Следует ожидать, 
что особенно громоздкой рекуррентная схема 
окажется в случае, когда для «возмущения» по-
рядок малости не фиксирован, например, когда 
потенциал имеет вид ряда по степеням малого 
параметра. Вместе с тем, именно такой случай 

является исключительно важным в тех разделах 
квантовой теории, в которых сам оператор взаи-
модействия не является известным «a priori», а 
строится с помощью той или иной процедуры в 
виде степенного ряда. Еще одной проблемой 
стандартной теории возмущений является дока-
зательство сходимости рядов ТВ и проблема 
сильной связи. Тем более сложной будет эта 
проблема в случае потенциала-ряда. Все эти со-
ображения приводят к выводу о необходимости 
построения прозрачной схемы ТВ для возмуще-
ния, имеющего вид ряда по степеням малого па-
раметра. 
 В настоящее время существует много попы- 
ток выйти за рамки стандартной ТВ, предложены 
различные модификации ТВ, как приcпособлен-
ные для решения конкретных квантово-
механических и теоретико-полевых задач, так и 
носящие более общий характер. Например, в 
приложениях ТВ иногда используется вариант 
рекуррентной схемы, основанной  на  каноничес- 
ком преобразовании волновой функции и га-
мильтониана: , ,iS iS iSe H e Heψ ψ −′ ′= =  где опера-
тор H ′  представляется в виде ряда [3], [4]. Такое 
преобразование широко применяется в реляти-
вистской теории  и носит название  преобразова- 
ния  Фолди-Вутхойзена.   В  теории   молекуляр- 
ных спектров    этот   метод   (метод  контактных 
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преобразований) широко применяется для иссле-
дования колебательно-вращательной модели мо-
лекул [5].  
 Другим примером может служить ТВ, не 
использующая знание всего спектра невозму-
щенной задачи и объединяющая ТВ и различные 
вариационные методы [6], [7]. В литературе эти 
подходы известны как «логарифмическая теория 
возмущений» [8], [9], в которой осуществляется 
переход от одномерного уравнения Шредингера 
к нелинейному уравнению Риккати и вычисление 
коэффициентов ряда ТВ сводится к рекуррент-
ным соотношениям, или как «метод нелинеари-
зации» [7], или как «метод Далгарно-Льюиса» 
[10]. Все эти методы находят широкое примене-
ние, например, в теории рассеяния частиц, и не-
прерывно развиваются [11]. 
 Также в настоящее время существуют мето-
ды, позволяющие выйти за рамки обычной ТВ и 
исследовать предел сильной связи, например, 
вариационная теория возмущений (ВТВ) [12]–
[14], в которой удается построить новое разло-
жение, позволяющее существенно расширить 
возможности теории возмущений, например, 
анализировать предел сильной связи. 
 Данная работа посвящена построению яв-
ной, удобной для последующих применений 
процедуры вычисления поправок к спектру и 
волновым функциям, представляемым в виде 
рядов по малому параметру в случае, когда по-
тенциал-ряд по этому параметру не зависит от 
полной энергии. Именно в виде степенных рядов 
получаются операторы взаимодействия в кова-
риантном одновременном подходе Логунова-
Тавхелидзе в квантовой теории поля [15] и в 
подходе, основанном на шпурионной диаграмм-
ной технике Кадышевского [16]. Основной во-
прос при этом – каким образом изменяются соб-
ственные значения и собственные векторы при 
изменении оператора, зависящего от некоторого 
параметра. С целью достижения полной про-
зрачности схемы построения регулярного метода 
вычисления поправок к основному вкладу, когда 
потенциал можно разложить в ряд по степеням 
малого параметра, в данной работе мы рассмат-
риваем случай, когда основной гамильтониан 

0H  имеет только дискретный спектр. Более об-
щий случай гамильтониана 0 ,H  имеющего как 
дискретный, так и непрерывный спектр будет 
также рассмотрен отдельно. 
 

1 Постановка задачи и первый порядок 
теории возмущений  
 Итак, рассмотрим стационарное уравнение 
Шредингера n n nH Eψ ψ=  с гамильтонианом, 
который можно представить в виде  
 

(0) ,H H Vλ= +  
где λ  – безразмерный малый параметр.  

Предположим, что оператор (0)H  (невозму-
щенный гамильтониан) имеет только дискретный 
спектр и его собственные значения (0)

nE  и 

собственные функции (0)
nψ  известны: 

 (0) (0) (0) (0) .n n nH Eψ ψ=                (1.1) 
 Оператор возмущения Vλ  – небольшая по-
правка к (0) .H  Мы рассмотрим указанный во 
введении и представляющий особый интерес 
случай, когда оператор V  является рядом по 
степеням малого вещественного параметра λ  
(| | 1) :λ  

 (1) (2) 2 (3) ,V V V Vλ λ= + + +…         (1.2) 
так, что оператор полной энергии будет иметь 
вид 

(0) (1) 2 (2) 3 (3) .H H V V Vλ λ λ= + + + +…  

 Пусть состояние (0) (0)
a aψ =  не вырожде-

но, то есть уравнение  
 (0) (0) (0) (0)

aH a E a=   (1.3) 
имеет только одно решение. Найдем поправки к 
волновой функции и энергии при отсутствии 
вырождения. Решения задачи  

 n n nH Eψ ψ=                   (1.4) 
будем искать как «незначительно» 
модифицированные решения (1.1). Поскольку λ  
мало, можно считать, что aE  мало отличается от 

(0) ,aE  и возмущенные собственные значения 
можно искать в виде рядов по степеням малого 
параметра .λ  То же можно сказать и о соб-
ственной функции .aa ψ≡  Тогда для решения 
задачи (1.4) или для краткости  

 ,aH a E a=                     (1.5) 
можно считать, что  

 (0) (1) 2 (2) 3 (3) ,a a a a aE E λε λ ε λ ε= + + + +…    (1.6) 
а также, что  

(0) (1) 2 (2) 3 (3) .a a a a aλ λ λ= + + + +…   (1.7) 
 Наша задача состоит в определении коэф-
фициентов разложений (1.6) и (1.7) при условии, 
что оператор возмущения имеет вид (1.2). 
 Нормировка состояния a  из уравнения 
(1.5) не определяется. Для дальнейших вычис-
лений удобно зафиксировать нормировку векто-
ра a  с помощью условия  

(0) (0) (0)

(0) (1) 2 (0) (2)

1

.

a a a a

a a a aλ λ

= = +

+ + +…
 

Это приводит к условиям ортогональности 
(0) (1) (0) (2) (0) ( )0; 0; 0; .na a a a a a= = =… … (1.8) 

 Подставим представленные в виде рядов по 
степеням параметра λ  потенциал, энергию и 
вектор состояния в уравнение Шредингера:  
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( ) ( ) ( ){
( ) }

(0) (0) (1) (1) 2 (2) (2)

3 (3) (3)

(0) (1) 2 (2) 3 (3) 0.

a a a

a

H E V V

V

a a a a

λ ε λ ε

λ ε

λ λ λ

− + − + − +

+ − + ⋅

⎡ ⎤⋅ + + + + =⎣ ⎦

…

…

(1.9) 

 Равенство (1.9) имеет место для любого 
значения ,λ  только если равны коэффициенты, 
стоящие при одинаковых степенях .λ  Из этого 
условия получается цепочка рекуррентных 
соотношений, позволяющая найти поправку 
заданного порядка: 

 ( )0 (0) (0) (0): 0;aH E aλ − =            (1.10) 

( ) ( )1 (0) (0) (1) (1) (1) (0): 0;a aH E a V aλ ε− + − = (1.11) 

( )
( ) ( )

2 (0) (0) (2)

(1) (1) (1) (2) (2) (0)

:

0;

a

a a

H E a

V a V a

λ

ε ε

− +

+ − + − =
   (1.12) 

…  
( )

( )
( )

(0) (0) ( )

(1) (1) ( 1)

( ) ( ) (0)

:

0.

n n
a

n
a

n n
a

H E a

V a

V a

λ

ε

ε

−

− +

+ − +

+ − =

…              (1.13) 

…  
При этом с самого начала фиксировано невоз-
мущенное состояние, для которого вычисляются 
поправки, так как первое из этих уравнений сов-
падает с уравнением (1.3) невозмущенной задачи 
и его решение известно. Уравнение (1.11) вместе 
с условиями ортогональности (1.8) позволяет 
определить поправки первого порядка (1)

aε  и 
(1)a  к собственному значению (СЗ) и собствен-

ному вектору (СВ) соответственно. 
 Вначале умножим второе уравнение (1.11) 
слева на вектор (0)a  и получим  

( ) ( )(0) (0) (0) (1) (0) (1) (1) (0) 0 .a aa H E a a V aε− + − =  
Первое слагаемое, очевидно, равно нулю, по-
скольку ( )(0) (0) (0) 0.aa H E− =  Учитывая также, 

что (0) (0) 1,a a =  имеем следующее выражение 
для первой поправки к энергии:  

 (1) (0) (1) (0) .a a V aε =                 (1.14) 

 Замечательно, что для определения (1)
aε  

необходимо знать только невозмущенный вектор 
(0)a  и первый порядок гамильтониана взаимо-

действия. Подчеркнем также, что определенная 
на самом первом шаге величина (1)

aε  будет вхо-
дить во многие последующие формулы. Вернем-
ся к уравнению (1.11), в котором величина (1)

aε  
уже известна, и теперь надо определить вектор 

(1) .a  Для этого домножим уравнение (1.11) 

слева на вектор (0)m  ( ) :m a≠   

( ) ( )(0) (0) (0) (1) (0) (1) (1) (0) 0 .a am H E a m V aε− + − =  
Учитывая, что  

( ) ( )(0) (0) (0) (0) (0) (0) ,a m am H E m E E− = −  
находим скалярные произведения  

( ) ( )

(0) (1)

1(0) (0) (0) (1) (1) (0) 0;

.
a m a

m a

E E m V a

m a

ε
−

=

− − =

≠

  (1.15) 

 Все векторы (0) ,m  1,2, 3, , ,m a= … …  об-
разуют полный базисный набор, а значит  

(1) (0) (0) (1)

(0) (0) (1) (0) (0) (1) .
m

m a

a m m a

m m a a a a
≠

= =

= +

∑

∑
   (1.16) 

 Коэффициенты разложения в (1.16) опреде- 
лены в (1.15), за исключением коэффициента в 
последнем слагаемом. Вспомним, однако, что 
последний коэффициент уже был выбран ранее в 
(1.8) равным нулю. Итак,  

( )
( )

1(1) (0) (0) (0)

(0) (1) (1) (0) .

a m
m a

a

a m E E

m V aε

−

≠

= − ⋅

⋅ −

∑
      (1.17) 

Этим нахождение величин первого порядка ТВ 
завершено. Подчеркнем, что для вычисления 
первой поправки к собственному вектору необ-
ходимо знать уже все СВ и СЗ невозмущенной 
задачи.  
 
  2 Поправки высших порядков 
 Для вычисления поправок первого порядка 
к  СЗ  и  СВ  приведенных  формул  (1.14) и 
(1.17) вполне достаточно. Однако для целей вы-
числения следующих порядков удобно предста-
вить эти формулы в несколько другом виде. Уч-
тем, что 

( ) ( )1 1(0) (0) (0) (0) (0) (0) ,a m aE E m E H m
− −

− = −  

( ) ( )1 1(0) (0) (0) (0) (0) (0) ,a m am E E m E H
− −

− = −  
поэтому можно записать  

( )

( )

( )

1(0) (0) (0) (0)

1(0) (0) (0) (0)

1(0) (0) (0) (0) .

a m
m a

a
m a

a
m a

m E E m

E H m m

m m E H

−

≠

−

≠

−

≠

− =

= − =

= −

∑

∑

∑

 

Операторы  
(0) (0) (0) (0) (0) (0); 1 ,a aP a a Q a a= = −  

являются, соответственно, операторами проек-
тирования на вектор (0)a  и на подпространство, 

ортогональное к (0)a . Они удовлетворяют  
очевидным соотношениям  

( ) ( )2 2(0) (0) (0) (0) (0) (0); ; 0.a a a a a aP P Q Q P Q= = =   (2.1) 
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 Кроме того, поскольку система собственных 
векторов свободного гамильтониана полна, то 
есть (0) (0) 1,

m
m m =∑  имеем 

(0) (0) (0) .a
m a

m m Q
≠

=∑  

Итак, фигурирующий в (1.17) оператор есть 

 
( )

( ) ( )

1(0) (0) (0) (0)

1 1(0) (0) (0) (0) (0) (0) .

a m
m a

a a a a

m E E m

E H Q Q E H

−

≠

− −

− =

= − = −

∑
 

Таким образом, гриновский оператор 

( ) ( ) 1(0) (0) (0) (0)
a aG E E H

−
= −  

коммутирует с оператором проектирования (0) .aQ  
Спроектированный на ортогональное к вектору 

(0)a  подпространство гриновский оператор 
удовлетворяет равенству: 

( ) ( ) ( )(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) ,a a a a a a aG E Q Q G E Q G E Q= =  
которое легко получить, используя (2.1). Таким 
образом, решение (1.17) уравнения (1.11) можно 
представить в виде 

( )( )
( ) ( )

(1) (0) (0) (0) (1) (1) (0)

(0) (0) (0) (1) (1) (0) .

a a a

a a a

a Q G E V a

G E Q V a

ε

ε

= − =

= −
    (2.2) 

 Получим этот результат другим способом, 
который будет пригоден и для отыскания сле-
дующих порядков. Уравнение (1.11) есть част-
ный случай неоднородного уравнения  

 ( )(0) (0) ,aE H fψ− =               (2.3) 

в котором вектор f  известен,  а  искомый  век- 

тор ψ  подчиняется дополнительному условию 
(0) 0.a ψ =  Решением уравнения (2.3) является 

( ) 1(0) (0) (0) ,aE H f C aψ
−

= − +  
где второе слагаемое, содержащее произвольную 
константу ,C  есть решение однородного уравне-
ния. Эту константу выберем так, чтобы выполня-
лось условие  

( ) 1(0) (0) (0) (0)0 ,aa a E H f Cψ
−

= = − +  
значит  

( ) 1(0) (0) (0)( 1) ,aC a E H f
−

= − −  
и, следовательно,  

( )
( )

1(0) (0) (0)

1(0) (0) (0) .

a

a

E H f a

a E H f

ψ
−

−

= − − ⋅

⋅ −
 

Другими словами, 

( )
( )

1(0) (0) (0)

(0) (0) (0) .

a a

a a

Q E H f

Q G E f

ψ
−

= − =

=
          (2.4) 

При учете явного вида f  в уравнении 
(1.11), получаем  

( ) ( )
( ) ( )

1(0) (0) (0) (1) (1) (0)

(0) (0) (0) (1) (1) (0) ,

a a a

a a a

Q E H V a

Q G E V a

ψ ε

ε

−
= − − =

= −
 

что совпадает с (2.2).  
Дальнейшее решение уравнений цепочки 

(1.10)–(1.13) осуществляется последовательно. 
Домножая уравнение (1.12) на вектор (0)a  сле-
ва, получаем   

( )
( )

(0) (1) (1) (1)

(0) (2) (2) (0) 0,

a

a

a V a

a V a

ε

ε

− +

+ − =
 

откуда, при учете (1.8), ясно, что вторая поправ-
ка к энергии есть  

( ) ( )(2) (0) (1) (1) (0) (2) (0) .a a V a a V aε = +  

Теперь, уже определив (2) ,aε  замечаем, что урав-
нение (1.12) имеет вид (2.3), где искомый вектор 

(2)aψ =  также подчиняется дополнительному 

условию (0) (0) (2) 0,a a aψ = =  а правая часть 
равна  

( ) ( )(2) (1) (1) (1) (2) (2) (0) .a af V a V aε ε= − + −  
Значит, согласно (2.4), его решение есть  

( )
( ) ( )
( )

(2) (0) (0) (0) (2)

(0) (0) (0) (1) (1) (1)

(2) (2) (0) .

a a

a a a

a

a Q G E f

Q G E V a

V a

ε

ε

= =

⎡= − +⎣
⎤+ − ⎦

 

Учитывая (2.2), мы также можем записать  
( )( )
( )( )

( )( )

(2) (0) (0) (0) (2) (2) (0)

(0) (0) (0) (1) (1)

(0) (0) (0) (1) (1) (0) .

a a a

a a a

a a a

a Q G E V a

Q G E V

Q G E V a

ε

ε

ε

= − +

+ − ⋅

⋅ −

 

Продолжая рекуррентные выкладки, т. е. 
переходя к последующим уравнениям системы 
(1.10)–(1.13), можно вычислить поправки более 
высоких порядков. При условии, что уже найде-
ны предыдущие ( 1)n −  поправок к энергии и 
волновой функции, для n-го порядка можем на-
писать  

( ) (0) ( ) (0)

(0) ( 1) (1) (0) (1) ( 1)

n n
a

n n

a V a

a V a a V a

ε
− −

= +

+ + +…
  (2.5) 

для энергии и затем 
( ) ( )

( ) ( )

( ) (0) (0) (0) ( ) ( ) (0)

( 1) ( 1) (1) (1) (1) ( 1) .

n n n
a a a

n n n
a a

a Q G E V a

V a V a

ε

ε ε− − −

⎡= − +⎣
⎤+ − + + − ⎦…

(2.6) 

для волновой функции.  
Этими формулами нахождение всех поряд-

ков теории возмущений, фактически завершено. 
Посмотрим, однако, более внимательно на полу-
ченные поправки к энергии и волновой функции. 
Для этого выпишем полученные для них ряды, 
используя формулы (2.5) и (2.6), а также опре-
деления (1.6) и (1.7):  
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( )
(

)
(

)

(0) (1) 2 (2) 3 (3)

(0) (1) (0)

2 (0) (2) (0) (0) (1) (1)

3 (0) (3) (0) (0) (2) (1)

(0) (1) (2)

(0) ( ) (0) (0) ( 1) (1)

(0) (1) ( 1)

...

.

a a a a a a

n n n

n

E E E

a V a

a V a a V a

a V a a V a

a V a

a V a a V a

a V a

λε λ ε λ ε

λ

λ

λ

λ −

−

= − = + + + =

= +

+ + +

+ + +

+ + +

+ + +

+ +

…

…

…

(2.7) 

Аналогично, для поправки к волновой функции 
имеем  

( ) ( )
( ) ( )

( )

(0)

(1) 2 (2) 3 (3)

(0) (0) (0) (1) (1) (0)

2 (0) (0) (0) (1) (1) (1)

(2) (2) (0)

a a a

a a a

a a a

a

a a a

Q G E V a

Q G E V a

V a

ψ ψ ψ

λ λ λ

λ ε

λ ε

ε

= − =

= + + + =

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦
⎡+ − +⎣

⎤+ − +⎦

…

 (2.8) 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

3 (0) (0) (0) (1) (1) (2)

(2) (2) (1) (3) (3) (0)

(0) (0) (0) (1) (1) ( 1)

(2) (2) ( 2) ( ) ( ) (0) .

a a a

a a

n n
a a a

n n n
a a

Q G E V a

V a V a

Q G E V a

V a V a

λ ε

ε ε

λ ε

ε ε

−

−

⎡+ − +⎣
⎤+ − + − +⎦

⎡+ + − +⎣
⎤− + + − +⎦

…

… …

 

 Теперь заметим, что ряды для aE  и aψ  
могут быть записаны следующим образом:  

 
( )

( )

(0) (1) 2 (2) (0)

(0) (1) 2 (2) (1)

aE a V V a

a V V a

λ λ

λ λ λ

= + + +

+ + + +

…

…
  (2.9) 

( )
( )

( )

(0) 2 (1) 2 (2) (2)

(0) (0) (1) 2 (2)

(0) (0) .a a

a V V a

a V a a a

a V

λ λ λ

λ λ λ

λ ψ ψ

+ + + + =

= + + + =

= +

… …

…  

и  
( )( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ){ }( )

(0) (0) (0) (1) (1)

(0) (1)

2 (0) (0) (0) (2) (2)

(0) (1) 2 (2)

3 (0) (0) (0) (3) (3)

(0) (1) 2 (2)

(0) (0) (0) (0) .

a a a a

a a a

a a a

a a a a a

Q G E V

a a

Q G E V

a a a

Q G E V

a a a

Q G E V E

ψ λ ε

λ

λ ε

λ λ

λ ε

λ λ

λ ψ ψ

= − ⋅

⋅ + + +

+ − ⋅

⋅ + + + +

+ − ⋅

⋅ + + + +

= − +

…

…

… …

(2.10) 

 Таким образом, в  данной  работе  представ- 
лена процедура вычисления поправок к спектру 
и волновым функциям в случае, когда потенциал 
задан в виде ряда по малому параметру и не за-
висит от полной энергии. Мы уже упоминали во 

введении, что именно в виде рядов по степеням 
малого параметра строятся потенциалы в кова-
риантных трехмерных подходах в квантовой 
теории поля. Кроме того, когда даже в квантовой 
механике рассматривается случай потенциала 

( ); ;... ,V V E x=  зависящего от энергии, мы неиз-
бежно приходим при его исследовании по ТВ к 
выражениям типа 

( )(0) (1) 2 (2) ...; ; ... ,V E E E xλ λ λ+ + +  
которые в духе ТВ следует понимать как разло- 
жения, содержащие все натуральные степени :λ   

( ) ( )(0) 2 (1) (0)
(0); ;... ; ;... ....V V E x E V E x

E
λ λ λ ∂

= + +
∂

 

Именно поэтому мы выписали формулы 
(2.7)–(2.10), определяющие aE  и aψ  так 
подробно.  
 
 3 Примеры  
 1. Наиболее часто используется вариант ТВ, 
когда потенциал считается величиной фиксиро-
ванного (первого) порядка малости [1]. Ответы 
для этого случая могут быть найдены из (2.7) и 
(2.8), если положить:  

 (1) (2) (3), 0.V V V Vλ λ= = = =…         (3.1) 
Тогда поправка к энергии имеет вид: 

 
(0)

(1) 2 (2) ( ) ,
a a a

n n
a a a

E E E

E E Eλ λ λ

= − =

= + + + +… …
     (3.2) 

где, учитывая, что (0) (0) (0) ,aϕ ψ= =  получим  
(1) (0) (0)

(2) (0) (1)

( ) (0) ( 1)

;

;

.

a

a

n n
a

E V

E V

E V

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ −

=

=

=

…
 

Поправка к волновой функции: 
(1) 2 (2) ( ) ,n n

aψ λ ϕ λ ϕ λ ϕ= + + + +… …  (3.3) 
где  

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

(1) (0) (0) (0) (1) (0)

(2) (0) (0) (0) (1) (1)

(2) (0)

( ) (0) (0) (0) (1) ( 1)

( ) (0)

;

0 ;

0 .

a a a

a a a

a

n n
a a a

n
a

Q G E V E

Q G E V E

E

Q G E V E

E

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

ϕ ϕ

ϕ

−

⎡ ⎤= −⎣ ⎦
⎡= − +⎣

⎤+ − ⎦

⎡= − +⎣
⎤+ − ⎦

…

…

 

При этом все ( )n
aE  и ( )nϕ  не зависят от λ .  

 2. Можно построить вариант ТВ, когда по-
тенциал, например, имеет вид:  

( ) .k kV Wλ ξ=  
Тогда в соответствии с формулами (2.7) и (2.8), 
учитывая что 
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(1) (2) ( 1) ( 1)

(0) (0) (0)

0,

,

k kW W W W

aν ψ

− += = = = = =

= =

… …
 

получим поправку к энергии 
( ) 2 (2 )

3 (3 ) ( )

(0) ( ) (0) 2 (0) ( ) ( )

3 (0) ( ) (2 )

(0) ( ) (( 1) ) .

k k k k
a a a

k k nk nk
a a

k k k k k

k k k

nk k n k

E

W W

W

W

ξ ε ξ ε

ξ ε ξ ε

ξ ν ν ξ ν ν

ξ ν ν

ξ ν ν −

= + +

+ + + + =

= + +

+ +

+ + +

… …

… …

  (3.4) 

Поправка к волновой функции будет иметь вид 

 
( ) 2 (2 )

3 (3 ) ( ) ,

k k k k
a

k k nk nk

ψ ξ ν ξ ν

ξ ν ξ ν

= + +

+ + + +… …
          (3.5) 

где   

( ) ( )

(1) (2) ( 1)

( ) (0) (0) (0) ( ) ( ) (0)

( 1) ( 2) (2 1)

0;

;

0;

k

k k k
a a a

k k k

Q G E W

ν ν ν

ν ε ν

ν ν ν

−

+ + −

= = = =

⎡ ⎤= −⎣ ⎦

= = = =

…

…

 

( ) ( )
( )

(2 ) (0) (0) (0) (2 ) (0)

( ) ( ) ( )

0

;

k k
a a a

k k k
a

Q G E

W

ν ε ν

ε ν

⎡= − +⎣
⎤+ − ⎦

…

 

( ) ( )
( ) ( )

(3 ) (0) (0) (0) (3 ) (0)

(2 ) ( ) ( ) ( ) (2 )

0

0 ;

k k
a a a

k k k k k
a a

Q G E

W

ν ε ν

ε ν ε ν

⎡= − +⎣
⎤+ − + − ⎦

…

 

( ) ( )
( )
( )

( ) (0) (0) (0) ( ) (0)

(( 1) ) ( )

( ) ( ) (( 1) )

0

0

;

nk nk
a a a

n k k
a

k k n k
a

Q G E

W

ν ε ν

ε ν

ε ν

−

−

⎡= − +⎣

+ − + +

⎤+ − ⎦

…

…

 

 С другой стороны, результаты (3.4) и (3.5) 
можно также получить, если воспользоваться 
формулами (3.1)–(3.3) и положить в (3.1) 

(1) ( ), ,k kV Wλ ξ= =  
обозначив  поправки к СЗ и СВ следующим об-
разом 

(1) (2) 2 ( )

(0) (0) (1) ( ) ( ) ( )

, , , ,

, , , .

k k n nk
a a a a a a

k n nk

E E Eε ε ε

ϕ ν ϕ ν ϕ ν

= = =

= = =

…

…
 

 3. Интересно с изложенных позиций рас-
смотреть случай применения ТВ в отсутствие 
вырождения к квантовому ангармоническому 
осциллятору, для которого уравнение Шрединге-
ра имеет вид 
 

2 22 2
0 0

2
0

( , ) .
2 2 n n

m xd W x E
m dx

ω λ ψ ψ
⎛ ⎞−

+ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3.6) 
 

Ограничимся рассмотрением потенциалов вида 
( )2( , ) ( ), (0) 0 ,W x x xλ ϑ λ ϑ= =  

для которых  

2 2 2 2 (0)( , ) (0) (0) ... .
2!

W x x x x x ϑλ ϑ λ ϑ λ
′′⎡ ⎤′= + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Введем замену 2 2
0 0

0

2 (0).
m

ω ω ϑ′ = +  Тогда 

уравнение (3.6) примет вид 
2 22 2

0 0
2

0

( , ) .
2 2 n n

m xd V x E
m dx

ω λ ψ ψ
⎛ ⎞′−

+ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 Здесь в качестве оператора возмущения 
взята ангармоническая поправка к потенциаль-
ной энергии в виде 

3 2 4(0)( , ) (0) ,
2!

V x V x xϑλ λ λϑ λ
′′

′= = + +…  
при этом в соответствии с (1.2): 

(1) 3 (2) 4(0)(0) , , .
2!

V x V xϑϑ
′′

′= = …  

Прежде всего отметим, что точное решение 
уравнения (3.6), найденное методом теории воз-
мущений, близко к состояниям (0)

nψ  линейного 
квантового гармонического осциллятора. Найдем 
поправки к энергетическому  спектру  в  соответ- 
ствии с формулами (2.5):  

(0) (1) 2 (2) .n n n n nE E E λε λ ε= − = + +…  
Для упрощения введем новую переменную 

0

,x
x

ζ =  где 0
0 0

x
m ω

=
′

 – безразмерная вели-

чина.  После  подстановки решение соответст-
вующего (3.6)  «невозмущенного» уравнения 
примет вид 

21
(0) (0) (0)2

0

( )( ) ; ,
2 !

n
n n m nmn

He
n x

ζ ζψ ζ ψ ψ δ
π

−
= =  

где ( )nH ζ  – полиномы Чебышева-Эрмита. 
В соответствии с (2.5) поправки для энергии 

имеют вид 
(1) (0) (1) (0) 0 ,n n nVε ψ ψ= =  

(2) (0) (1) (1) (0) (2) (0) ,n n n n nV Vε ψ ψ ψ ψ= +  
где 

( )

2
(0) (2) (0) 2

0 0

2
2(0) (1) (1)

0 0

2
2

0 0

3 (0) 1 ,
2 2! 2

(0)

15 11 .
4 30

n n

n n

V n n
m

V
m

n n
m

ϑψ ψ
ω

ψ ψ ϑ
ω

ω

⎛ ⎞′′ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
′= − ⋅⎜ ⎟′⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞⋅ + +⎜ ⎟⎜ ⎟′ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

Приближенное выражение для уровней энергии 
ангармонического осциллятора будет  

( )

0

2 2
2 2

2
0 0 0 0

1
2

15 (0) 11
4 30

nE n

n n
m m

ω

ϑ
λ

ω ω

⎛ ⎞′= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜− + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜′ ′ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝
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23 (0) 1 ....
2 2! 2

n nϑ′′ ⎞⎛ ⎞− + + +⎜ ⎟⎟
⎝ ⎠⎠

 

 Определение энергетического спектра ан-
гармонического осциллятора другими методами 
[17] требует проведения более громоздкой 
процедуры вычислений. 
  

Заключение 
В данной работе представлены результаты 

вычисления явного вида поправок к спектру 
энергий и соответствующим волновым функци-
ям в стационарной теории возмущений для 
уравнения Шредингера в случае потенциала-
ряда. Изложенная процедура вычисления попра-
вок позволяет сократить и систематизировать 
объем вычислений, который обычно возрастает с 
ростом порядка стандартной теории возмуще-
ний. С целью максимального упрощения схемы 
мы рассмотрели случай только дискретного 
спектра гамильтониана 0 ,H  не зависящего от 
энергии. Более сложные случаи, а именно, когда 
гамильтониан 0H  имеет как дискретный, так и 
непрерывный спектр или когда присутствует 
вырождение, будут рассмотрены отдельно. Так-
же дополнительной сложностью является воз-
можная зависимость всех слагаемых ряда от 
энергии системы. Учет и этой зависимости мы 
предполагаем рассмотреть в последующем. 
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