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Математические заметки 
том О I выпуск *5 м а р т К Л Л -

О РАЗРЕШИМОСТИ НОРМАЛЬНЫХ ПОДГРУПП 
КОНЕЧНЫХ ГРУПП 

В. С. Монахов, М. В. Селькин 

В работах Л. А. Шеметкова [1], Л Я . Полякова [2] устанавли
валось строение нормальной подгруппы К конечной группы G при 
дополнительных ограничениях на индексы максимальных в G под
групп, не содержащих К. Несколько более общая ситуация достига
ется с помощью следующего определения. 

Пусть К — нормальная подгруппа конечной группы G. Макси
мальная в G подгруппа М называется /f-максимальной, если МОКФ 
Ф\ и М не содержит К. Отметим, что существуют группы [3], в ко
торых совокупность ЛГ-максимальных подгрупп не исчерпывает все 
множество максимальных подгрупп, не содержащих К. В настоящей 
заметке устанавливается разрешимость нормальной подгруппы К 
при некоторых ограничениях на /^-максимальные подгруппы. 

ЛЕММА 1. Если в группе G нет К-максимальных подгрупп, то 
К нильпотентна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если в группе G нет ЛГ-максимальных под
групп, то по лемме Фраттини силовские подгруппы из К будут нор
мальными в G. 

ТЕОРЕМА 1. Если для всякой К-максимальной подгруппы М пе
ресечение МОК нилъпотентно, то К — разрешимая подгруппа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G — контрпример минимального по
рядка, и пусть L — минимальная нормальная подгруппа. По индук
ции K=L, поэтому К — единственная минимальная нормальная в G 
подгруппа. 

Пусть М — произвольная ЛГ-максимальная в G подгруппа и Р — 
силовская подгруппа из N==M0K. Так как N нормальна в М и N 
нильпотентна, то NG(P)=ZM. Ни один элемент из К, не принадлежа
щий КОМ, не нормализует Р. В противном случае, Р нормальна в 
G, что невозможно. Отсюда следует, что NK(P)=M0K. Из свойств 
р-групп заключаем, что Р — силовская, а МОК — холловская в К под
группы. 

В группе К нет нормальных дополнений к силовским подгруппам, 
поэтому по теореме 4 из [4] (см. также [5, теорема 13.2.2]) под
группа МОК должна быть силовской подгруппой. 
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Следовательно, для каждой ^-максимальной подгруппы М груп
пы G пересечение МОК является силовской в К и самонормализуе
мой в К подгруппой. 

Если теперь () —произвольная силовская подгруппа из К, то по 
лемме Фраттини G=KNG(Q), а максимальная в G подгруппа #, со
держащая NG(Q)4 будет ^"-максимальной. Поэтому НГ\К=() и 
NK(Q)=Q. 

Таким образом, каждая силовская подгруппа из К совпадает со 
своим нормализатором в К. Так как К=АХВ, где А — простая груп
па, а 2? — прямое произведение простых групп, изоморфных Л, то 
легко проверить, что и в А все силовские подгруппы самонормали
зуемы. По теореме Глаубермана [6] подгруппа А примарна. Про
тиворечие. Теорема доказана. 

С л е д с т в и е . Если всякая К-максимальная в группе G подгруп
па нилъпотентна, то К разрешима. 

ЛЕММА 2. Пусть К — минимальная нормальная в G подгруппа, 
a L —простая нормальная в К подгруппа. Если NG(L)=LCG(L), то 
G—KCG(D), где D — некоторая диагональ в К. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть N=NG(L) и G=NXl\JNX2U.. .UNxt— 
разложение группы G в правые смежные классы по подгруппе N< 
где х{=е. Тогда Li=Lxt будет простой нормальной в К подгруппой. 
Ясно, что LiOLj^i при 1Ф] и К=Ь{ХЬ2Х.. .XLt. 

Пусть D={Ylt
illxt\l^L}— диагональ прямого произведения 

Для произвольного элемента y^G имеем: Lxt8—Li*=Lj=Lx,
4 т. е* 

Xigxf^N^CoiL) L. Поэтому xigxj~i=cm, где c^CG(L), a m^L. За
метим, что если i пробегает значения 1, 2, . . . , £ , то / также пробе
гает все эти значения. Теперь 

откуда g(xrimxi)-i^CG(D) и gt=CG(D)(xCimxi)(=CG(D)K. Лемма 
доказана. 

ЛЕММА 3. Пусть К — прямое произведение групп, изоморфных 
простой группе L. Если А — собственная в К подгруппа, содержащая 
некоторую диагональ, то А изоморфна прямому произведению групп, 
изоморфных L. В частности, индекс \К: A j = |Z/)\ где п — натураль
ное число. 

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем индукцией по числу прямых со
множителей в К. Пусть AF=Z/1XZ>2X.. .XL, — прямое произведение 
простых групп, изоморфных L. Пусть ф, — изоморфизм L на L, для 
|=Н. 2 , . , .Л и D={Yli.tlq>l\l^L}~ диагональ в К, содержащая
ся в Л. 

Предположим, что АХ=АГ\Ь1Ф\. Тогда Л, нормальна в А и D 
нормализует А{. Поэтому для любого l^L имеем: 

Ах =Ап*=*1 =А[ 

и Л, нормальна в £,. Так как Л, — простая группа, то A^Lt и Л== 
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«LiX(i inL a . . .L | ) . Очевидно, что / ^ Щ ^ / ' И ^ } ~ диаго
наль L2...Lt. Так как / ^ Л и DszA, то (^ ,)"1(IILi I f l) = 

= П-= = /*€ Е^ т. е. F ^ 4 . По индукции Af\Lz...Lt изоморфна пря
мому произведению нескольких копий L. Поэтому такой будет и 
подгруппа А, 

Пусть теперь АПЬ\—1. Рассмотрим изоморфизм К/Ь{^Ь2Х.., 
.. .XLt. При этом изоморфизме подгруппа А=АЬ{1ЬХ содержит диа
гональ D—DLJLi группы K/Li. По индукции А изоморфна прямому 
произведению нескольких копий L. Так как А^А, то лемма доказа
на полностью. 

Через S (К) обозначим произведение всех разрешимых нормаль
ных в К подгрупп. 

ТЕОРЕМА 2. Если каждая К-максималъная подгруппа имеет 
примарный индекс, то либо К разрешима, либо K/S(K) изоморфна 
PSL(2,7). 

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем индукцией по порядку_группы G. 
Предположим, что R=S(K)¥=L Тогда факторгруппа G==G/fl со

держит нормальную подгруппу K=K/R. Если M==MIR — ^-макси
мальная в G подгруппа, то М не содержит К_я М0КФ1. Поэтому М 
не содержит^К и М0КФ1. Теперь_к группе G применима индукция» 
Так как S{K) = l, ТО # = 1 , либо К изоморфна PSL (2,7). Следова
тельно, либо K—S{K) разрешима, либо X?S(G)^PSL (2,7). 

Теперь следует считать, что S(K) — 1. Допустим, что существует 
нормальная в G подгруппа L, которая, собственно, содержится в К. 
Ясно, что S(L)^S(K) = i. Кроме того, если М — L-максимальная в G 
подгруппа, то М не содержит L и Л/П//тМ. Но тогда М не содержит 
К и МГ\К¥=1, т. е. каждая L-максимальная подгруппа "будет Я-мак-
чгимальной. По индукции L^PSL (2,7). 

Допустим, что LCG(L) —собственная в G подгруппа. Так как 
AutPSL (2,7)=PGL (2,7), то G/GG(L)-PGL (2,7), а подгруппа 
LGG{L) в группе L имеет индекс 2. Но в PGL (2,7) есть максималь
ная подгруппа индекса 14, поэтому в G имеется максимальная под
группа М, которая содержит CG(L), причем |G:Af|=14. Ясно, что М 
не содержит L и AfflL¥=l. Значит, М будет /^-максимальной подгруп
пой, и ее индекс должен быть примарным. Противоречие. 

Таким образом, LCG(L)=G, а поскольку LriCG(L)=Z(L) = l, то 
G=LXCG(L). Далее K^LX(K0CG{L)), причем Я=^ПСГДЬ) - нор
мальная в G подгруппа. Поэтому ff^PSL (2,7) и G=HXCG(H)~ 
=#XLX(CG(#)nCG(L)). Пусть D - диагональ в HXL^K. По лем
ме 3 подгруппа D максимальная в К подгруппа индекса 168. Поэто
му F=DX(CG(H)r\CG(L)) —максимальная в G подгруппа индекса 
168. Так как FT\K^D¥=l и F не содержит К, то F — /Г-максимальная 
подгруппа непримарного индекса. Противоречие. 

Итак, К — минимальная нормальная в G подгруппа. Пусть М — 
Х-максимальная в G подгруппа. Она существует по лемме 1. По 
условию теоремы \G:M\=pa, где р — некоторое простое число. Кро
ме того, G=MK и />a=|G : М| = | # : Я(Ш|, т. е. р делит порядок К. 
Если Р — силовская /^-подгруппа из К, то KNG(P)~G л для макси-

87 



мальной в G подгруппы S, содержащей NG(P), индекс IG:5j — 
^\K:K0S\ будет взаимно прост ср. Ясно, что S — А'-максимальная 
в G подгруппа, а по условию теоремы ее индекс равен q*, где q — 
простое число, отличное от р. 

Значит, группа G содержит все /С-максимальные подгруппы М 
ш S взаимно простых примарных индексов ра и #р. Поэтому и в К 
подгруппы МОК и 5ПА' имеют индексы ра и др соответственно. Так 
как К=^ХЬ2Х.. ,XLt есть прямое произведение изоморфных прос 
тых групп, то можно считать, что Li не содержится в М. Теперь 
\L{: Ь,{\М\^\1,К0М: К0М\ будет делить \К: К0М\^р\ т. е. прос
тая группа Li содержит подгруппу Lt0M примарного индекса. Ввиду 
изоморфизма прямых множителей можно считать, что Ь{ не содер
жится в S, поэтому iSHZ/, будет иметь в L, примарный индекс д&. 

Итак, простая группа />» содержит подгруппы МОЕ и SOL, вза
имно простых примарных индексов. По теореме Гуральника [7] 
группа L ^ P S L (2,7). 

Допустим, что LlCG{Li)iLNG(Li). Так как факторгруппа NG(LX)I 
/CG(Li) изоморфна группе автоморфизмов группы Li=PSL (2,7), то 
NoiL^/CoiLJ&PGL (2,7). По лемме Фраттини G=KNG(T), где Г 
силовская 2-подгруппа из К. поэтому .\7о(Ъ)=*К№с(1л)№0(Т)). т. е 
в NG(T) существует элемент хщ который на L{ индуцирует внешний 
автоморфизм. Если F максимальная в G подгруппа, содержащая 
NG(T), ТО F будет АГ-максимальной в G подгруппой. Если L^F, то 
K=Li

G=Li
KF—Li

F<=F и приходим к противоречию. Поэтому Lt0F— 
собственная в Lt подгруппа, допустимая относительно внешнего ав
томорфизма. В этом случае 21 = !/.,: LxOF\ — \G : F\% что противоречит 
условию теоремы. 

Таким образом, / . ^ ( L J ===.¥<; (LJ. В этом случае G=KCG(D) по 
лемме 2, где D — некоторая диагональ в К. Пусть М — максимальная 
в G подгруппа, надстроенная над DCG(D). Тогда M=(M0K)CG(D), 
Так как D^MOK. то по лемме 3 подгруппа МОК имеет индекс в К, 
равный 168п для натурального п. Кроме того, \G : М\ = \М: АГЛАГ| — 
= 16871, и М является ^-максимальной подгруппой. Противоречие, 
Теорема доказана. 

С л е д с т в и е . Если каждая К-максимальная в G подгруппа име
ет примарный индекс, отличный от 7 и 8, то подгруппа К'.разре
шима. 

ТЕОРЕМА 3. Если для каждой К-максимальной подгруппы М 
группы G либо МОК нилъпогенгна, либо индекс \G\M\ примарен и 
не равен 7 и 8, го подгруппа разрешима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем индукцией по числу | GJ +1АГ|, 
Если Аг — нормальная в G подгруппа =?М, то факторгруппа G=*GIN 
содержит нормальную подхруппу__К=KN/N. Пусть M==_MjN ~- /Г-мак 
симальная в U подгруппа, т. е. М не содержит К и М0КФ\. Тогда 
M0K=MiN0KN/N=N(M0K)/N. поэтому M0K¥=t и подгруппа М 
не содержит К. Значит,_Д/ — ^-максимальная в G подгруппа. Если 
МОК нилыютентна, то МОК нильпотентшь Е1сли индекс'\G\M\ при 
марен и отличен от 7 и 8, то и индекс \G : M\ = \G I M\ примарен и 
отличен от 7 и 8. Таким образом, к факторгруппе GIN применима 
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индукция; по которой подгруппа KNIN разрешима. Если Л7 разре
шима, то разрешима и G. Следовательно, в G нет разрешимых нор 
мальных неединичных подгрупп. 

Предположим, что N^K и N¥=K. Пусть Я — iV-максимальная в б 
подгруппа, она существует по лемме 1. Тогда Я не содержит К и. 
HOK^HON^l, т. е. Я будет if-максимальной подгруппой. Следова
тельно, каждая iV-максимальная подгруппа удовлетворяет условиям 
теоремы. По индукции N разрешима. Противоречие. 

Таким образом, К — минимальная нормальная подгруппа. 
Если МОК нильпотентна для всех /Г-максимальных подгрупп М, 

то К разрешима по теореме 1. Значит, не все пересечения нильпо-
тентны, поэтому существует /^-максимальная подгруппа F такая, что 
ее индекс \G:F\=pa, р — простое число, причем раФ7 и 8. 

Допустим, что существует другая /^-максимальная подгруппа Я 
примарного индекса \G : H\=q*¥=7 и 8 и допустим, что q^p* Тогда 
HK=G< поэтому <?P=|G : Н\ = \К: К0Н\< т. е. q делит порядок К и в 
К имеется подгруппа КОН примарного индекса. Так как К~ мини
мальная нормальная подгруппа, то К=АХВ, где А— простая груп
па, а Я— прямое произведение простых групп, изоморфных А. Если 
КОН^А, то Я — g-группа; противоречие. Значит, А не содержится в 
КОН и ЯП А — собственная в А подгруппа. Теперь индекс \А: АО 
П#|=др», т. е. простая группа А содержит подгруппу АОН примар
ного индекса q{i\ не равного 7 и 8. 

Аналогично, FK^G и pa^\G : F\ = \K: K0F\, a \A: A0F\=pa\ т. е. 
A OF — собственная в А подгруппа примарного индекса ра\ не равно-
го 7 и 8. 

Таким образом, в простой группе А имеются две собственные 
подгруппы АОН и A0F различных примарных индексов. По теореме 
[7] группа А изоморфна PSL (2,7), но там примарные индексы ис
черпываются числами 7 и 8. Противоречие. 

Следовательно, индексы всех /^-максимальных подгрупп F, для 
которых F0K не нильпотентна, являются степенями одного и того 
же простого числа р. 

Пусть Р — силовская р-подгруппа из К. По лемме Фраттини 
NG(P)K=Gt Обозначим через М максимальную в G подгруппу, со
держащую NG(P). Так как G=*MK и \G : М| = |W: М0К\, то р не де
лит индекс \G\M\, поэтому МОК нильпотентна. 

Но МОК нормальна в М, отсюда нормализаторы всех силовских 
подгрупп из МОК совпадают с М, т. е. NG{Q)=M для каждой силов
ской подгруппы Q из МОК. Далее, NK(Q)=NG{Q)0K=M0K. поэтому 
МОК — холловская в К подгруппа. 

Итак, в группе К имеется холловская нильпотентная подгруппа 
КОМ, и нормализатор каждой силовской подгруппы из КОМ совпа
дает с КОМ. Если КОМ яе примарна, то в К имеется нормальное до
полнение к каждой силовской подгруппе из КОМ (см. [4] теорема 4 
или [5], теорема 13.2.2). Это противоречит тому, что К- прямое 
произведение изоморфных простых групп. 

Таким образом, К0М=Р, и NK(P)=P. По теореме Глаубермана 
р=2 или Зо Кроме того, силовская р-подгруппа в А самонормализуе-
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ма. Так как />a=|G :F\ = \K: K()F\, то \А: A0F\^pa\ Теперь из тео~ 
ремы [7] вытекает, что А изоморфна одной из следующих групп: 
Арп; PSL(w, q) и (qn-i)/(q-l)=pa; PSP4(3) и />a'=27. Но в этих 
группах силовские р-подгруппы отличны от своих нормализаторов. 
Противоречие. Теорема доказана. 

С л е д с т в и е . Если индекс каждой ненильпотентной К-макси~ 
шальной подгруппы примарен и отличен от 7 и 8, то К разрешима. 
Гомельский государственный Поступило 
университет имени Ф. Скорины 19.10.89 
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