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Введение 
При исследовании многих сложных систем 

радиотехники и электроники, а также целого ряда 
других областей современного естествознания, 
встает задача их наиболее адекватного математиче-
ского описания. Во многих случаях такие системы 
трактуются как системы с сосредоточенными, либо 
как системы с распределенными параметрами. Од-
нако такая трактовка носит зачастую довольно 
приближенный характер и приводит к существен-
ным погрешностям при исследовании реальных 
процессов, протекающих в таких системах. 

В современной науке и технике, особенно в 
таких отраслях, как теория управления, радиофи-
зика, радиотехника и электроника необходимо 
исследовать динамические системы с учетом слу-
чайных возмущений. Повышение требований к 
точности и адекватности математических моде-
лей, описывающих реальные исследуемые систе-
мы, привело к интенсивному развитию математи-
ческого аппарата теории нелинейных случайных 
колебаний.  

При исследовании случайных колебаний 
различных динамических систем основные ре-
зультаты были получены для систем с сосредо-
точенными параметрами [1], [2]. В значительно 
меньшей степени разработаны методы исследо-
вания систем с распределенными параметрами, 
находящихся под действием различных типов 

случайных возмущений. Однако существует до-
вольно большой класс реальных сложных сис-
тем, которые довольно точно могут быть описа-
ны лишь системами стохастических дифферен-
циальных уравнений, содержащими уравнения в 
частных производных и уравнения в обыкновен-
ных производных с отклонением по времени, 
связанные между собой запаздывающими связя-
ми. Подобного рода сложные квазилинейные 
системы с запаздыванием, которые описываются 
системой уравнений, содержащей взаимосвязан-
ные уравнения в частных производных и обык-
новенные дифференциальные уравнения с от-
клоняющимся аргументом, в детерминирован-
ном случае исследованы в монографии [3].  

 
1 Постановка задачи 
Сложные динамические системы обычно 

описываются системами дифференциальных 
уравнений, содержащими уравнения в частных 
производных и уравнения в обыкновенных произ-
водных с отклоняющимся аргументом, связанные 
между собой запаздывающими связями и краевы-
ми условиями. При исследовании случайных про-
цессов, протекающих в реальных сложных систе-
мах, довольно часто в качестве математических 
моделей могут быть выбраны системы стохасти-
ческих дифференциально-функциональных урав-
нений следующего вида: 
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где [0, ] ,t T R   ,T    x  – n-мерный вектор, 

принадлежащий ограниченной области ,nE   

nE  – n-мерное евклидово пространство, S – за-

мыкание области ,  ( , )u t x  – случайная функ-

ция, определенная на множестве [0, ] ,T   
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 Таким образом, мы свели исследуемую сис-
тему (1.1)–(1.7) к системе стохастических обык-
новенных дифференциально-функциональных урав-
нений первого порядка (1.8)–(1.10).  
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l
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t
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t
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z t V t H
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V t f v z d

V t v z d

m r R
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  

       

            
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 

 





(2.1) 
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где V (t) – матрица, удовлетворяющая уравнению 

0

( )
( )

R

l l
l

dV t
AV t

dt 

                  (2.2) 

с начальным условием 
, 0;

( )
, 0;

t
V t

E t


   

0
 

0 – нулевая матрица, E – единичная матрица. 
 Введем в рассмотрение непрерывные про-
цессы 1( , ),z t   2 ( , ),z t   1 ( , ),mv t   2 ( , ),mv t   1,2,...,m   

удовлетворяющие (2.1). Исходя из условий тео-
ремы, применяя операцию математического 
ожидания и используя неравенство Колмогоро-
ва – Дуба [5], для квадрата разности процессов 

1 ( , )mv t   и 2 ( , )mv t   получаем: 

 2

1 2

1 2

0

1 1

2

2 2

1 1

0

2 2

sup ( , ) ( , )

2 ( ( , ) ( , ))

( , ( , ), ( , ), )

( , ( , ), ( , ), )

8 ( , ( , ), ( , ), )

( , ( , ), ( , ), ) ( )

m m

s t

t
m m

m

m r r

m r r

t

m r r

m r r

M v s v s

M v v

F v z

F v z d

M v z

v z dw


   


      


           


            




            



           







2


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t
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m
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t
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m
s
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
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
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
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
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





2

0

2
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)
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t

z s z s d

    

    




 

 Проводя аналогичные выкладки, для второ-
го интегрального уравнения системы (2.1), будем 
иметь 

 2

1 2

2

2 1 2

0

2

1 2

sup ( , ) ( , )

sup ( , ) ( , )

( , ) ( , ) .

s t

t

s

M z s z s

L M v s v s

z s z s d





   

      

     

  

Определим непрерывные с вероятностью 
единица случайные векторные процессы 

( , ) { ( , ), ( , ), 1, 2,...},m
i i it z t v t m       1, 2i   и по-

ложим, что 
| ( , ) | max{| ( , ) |, | ( , ) |}, 1, 2,m

i i it z t v t i       

 2

1 2( ) sup ( , ) ( , ) .
s t

t M s s


       

Исходя из полученных неравенств, для ( )t  

будем иметь 

3

0

( ) ( ) ,
t

t L d                        (2.4) 

где константа  3 1 2max max 2 , 2 .m
m

L L L    

 Из неравенства (2.4) вытекает [6], что 
( ) 0t   с вероятностью единица для всех [0, ].t T  

Таким образом, мы доказали, что случайные 
процессы 1( , )t   и 2 ( , )t   стохастически экви-

валентны, и, значит, исходя из того, что они не-
прерывны с вероятностью единица, можно ут-
верждать, что система (1.8)–(1.10) имеет единст-
венное решение с точностью до стохастической 
эквивалентности. 

Докажем существование решения системы 
(1.8)–(1.10). Рассмотрим банахово пространство 
  непрерывных с вероятностью единица слу-
чайных процессов  

( , ) { ( , ), ( , ), 1,2,...},mt t t m         

измеримых при каждом t относительно  -ал-

гебры t  и таких, что  2
sup ( , ) .

t
M t     

Введем в пространстве   норму 

 2
( , ) sup ( , ) ,

t
t M t      

где 

 22 2
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Введем в рассмотрение операторы ,iP  0,1,2,...i   
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Используя условие 3) теоремы, получаем 
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       
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Воспользовавшись условиями 3), 4), 5) тео-
ремы, для оператора 0P  имеем 

 2 2

0 5 6( , ) 1 ( , .M P t L L t        

Таким образом, операторы ,iP  0,1,2,...i   

действуют из   в .� Далее имеем 
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Для оператора 0P  получаем следующее не-

равенство 
2

0 1 0 2
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8 1 2

( , ) ( , )

( , ) ( , ) .

M P t P t

L T t t

     
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Следовательно, операторы 0P  и mP  непре-

рывны на .� Введем понятие степени операто-
ров 0P  и mP  следующим образом 

 2 ( , ) ( , ) , 1, 2,....i i iP t P P t i       

Для операторов ,iP  0,1,2,...i   несложно 

получить следующие оценки 
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где 9 8 7max{ ,max }.m
m

L L L   

Следовательно, для каждого ( , )t   из   
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Последнее неравенство означает сходи-
мость ряда 

1

1

( , ) ( , ) , 0,1,2,...,n n
i i

n

P t P t i






       

и, следовательно, с вероятностью единица суще-
ствует предел ( , )t   процессов ( , ),n

iP t   

0,1, 2,...i   при .n   Из непрерывности iP  

вытекает, что 

( , ) ( , ), 0,1, 2,....n
i i iP P t P t i         

С другой стороны 

( , ) ( , ) ( , ).n n
i i iP P t P t t           

Таким образом, получаем 
( , ) ( , ) 0,iP t t      

а это в свою очередь означает, что ( , )t   – ре-

шение системы (1.8)–(1.10). 
Из условий 

2
sup ( , ) ,

t
M t     

( , ) ( , )n
iP t t      при n   

следует, что 
2

sup ( , ) .
t

M t     

Следовательно, мы доказали, что при вы-
полнении условий теоремы существует единст-
венное непрерывное и ограниченное решение 
системы (1.8)–(1.10) с точностью до стохастиче-
ской эквивалентности.                                            
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