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Математические заметки 
том выпуск О май 

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ КЕГЕЛЯ 

С. Ф. Каморников 

Введение. Пусть © — класс конечных групп, замкнутый относи 
тельно гомоморфных образов, подгрупп и расширений. Следуя [1], 
подгруппу Н конечной группы G назовем ©-достижимой в G, если 
существует такая цепь G=G0—£п^ . . . з6?*=#, что для любого i= 
= 1, 2, . . . , t подгруппа G} либо нормальна в £•-,, либо Gi_!/(GI)G/TOJ 

принадлежит ©. 
В связи с изучением свойства ©-достижимых подгрупп Кегелем 

в 1978 г. [1] была предложена следующая задача: верно ли, что 
©-достижимые подгруппы И ж К конечной группы G перестановоч 
ны, если # = / Г и # = # е . История этой задачи восходит к классиче 
ской теореме Виландта [2] о том, что в конечной группе субнор 
мальная подгруппа, совпадающая с коммутантом, перестановочна 
с любой другой субнормальной подгруппой. Эта теорема дает реше­
ние задачи Кегеля в частном случае, когда © — класс единичных 
групп. 

Полное решение указанной задачи Кегеля приводится в настоя» 
щей работе. В основе решения лежит подход, примененный нами 
ранее в [3] при решении следующей проблемы Л. А. Шеметкова 
(см. [4, 5]): верно ли, что ЕгК = КН для любых субнормальных 
подгрупп Н и К конечной группы G и для любой разрешимой ло~ 
кальной формации Й?, содержащей формацию 91 всех конечных ниль-
потентных групп. В [3] для формации г? всех /ьнильпотентных групп 
мы показываем, что g-корадикал порождения двух субнормальных 
подгрупп равен порождению g-корадикалов этих подгрупп, а затем ре­
дуцируем общий случай к формации /?-нильпотентных групп. По­
добным образом мы поступаем и здесь: в основе перестановочности 
©-достижимых подгрупп Н и К в задаче Кегеля лежит тот факт, что 
©-корадикал порождения <#, К) равен порождению ©-корадикалов 
подгрупп Н и К. 

Терминология. В работе рассматриваются только конечные груп­
пы. Если X — класс простых групп, то через С(Х) обозначается класс 
всех тех групп, у которых каждый композиционный фактор содер 
жится в X. По определению класс групп — это абстрактный класс, 
т. е. содержащий с каждой своей группой и все ей изоморфные. Не 
трудно заметить, что С(Х) является радикальной формацией (к чис 
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лу простых групп мы причисляем и группы простого порядка; кроме 
того, мы придерживаемся соглашения, что множество композицион­
ных факторов единичной группы пусто). 

Если Я — субнормальная подгруппа группы G и G=G0=>Gj=3 ,,.. 
, . . ^DGt=H — субнормальная цепь с простыми факторами, то через 
Ж{G—E) обозначается класс всех тех групп, которые изоморфны 
факторам этой цепи. Если X — некоторый класс конечных групп, то 
через Sim X мы обозначим класс всех простых групп из X. 

В дальнейшем через © обозначается класс групп, замкнутый от­
носительно гомоморфных образов, подгрупп и расширений. Простая 
проверка показывает, что ©=C(Sim ©). Поэтому © — радикальная 
локальная формация. Значит, в каждой конечной группе G имеются 
две характеристические подгруппы: ©-корадикал G^ (наименьшая 
нормальная подгруппа группы G, факторгруппа по которой принад­
лежит ©) и ©-радикал Gg (наибольшая нормальная ©-подгруппа 
группы G). 

Все другие используемые определения и обозначения общепри­
няты. Их можно найти в [4]. 

Решение задачи Кегеля.Приведем некоторые свойства ©-дости­
жимых подгрупп конечной группы, 

ЛЕММА 1. Если подгруппа Н (^-достижима в G, то подгруппа Нщ 

субнормальна в G. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как подгруппа Н 6-достижима в G, то 

существует цепь подгрупп G=G0^G^ . . . ^Gt=H такая, что для 
любого i= l , 2, . . ., i подгруппа G, либо нормальна в Gi-U либо G*-»/ 
/<G«) «,_!«=«. 

Пусть Gt нормальна в Gt_,. Так как формация © наследственна^ 
то GfiUlGh^^ Теперь из GfitjcU^G, /G^GU следует, 
что Gi®czGf-v Подгруппа Gfi характеристична в Gie Поэтому из 
нормальности G* в G{-{ следует, что G, нормальна в G,_t. Но тогда 
Gi — нормальная подгруппа &t-i 

Пусть G1_t/(Gt)Gj_1
e©. Это означает, что Gf_^Gi. Как и выше* 

показывается, что G^^Gf.v Поэтому Gf -нормальная под­
группа G*-i. 

Рассмотрим теперь цепь подгрупп 
G - G0 => G / э Gf =э . . . э G,« - Я а . 

В этой цепи подгруппа G; нормальна в G;_i для любого *=1Г 
2 , . . . , t. А так как G0 = G нормальна в G, то Н — субнормальная 
подгруппа группы G. Лемма доказана. 

С л е д с т в и е . Если (^-достижимая подгруппа Н группы G сов­
падает со своим Qi-корадикалом, то Н субнормальна в G. 

ЛЕММА 2. Пусть Н — (^-достижимая подгруппа группы G. Если 
К — нормальная подгруппа группы G, то (НК) = Н К^> 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим индукцию по порядку груп­
пы G. Пусть G — группа наименьшего порядка, для которой лемма не 
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верна. Ввиду леммы 1 из [1] подгруппы Я и К ©-достижимы в НК. 
Поэтому из выбора группы G следует, что HK=G. 

Пусть К® Ф1. Возьмем в этом случае в К® минимальную нор­
мальную подгруппу L группы G. По лемме 2 из [1] HL/L ©-дости­
жима в G/L. Так как |G/L|<|G|, то ввиду предположения индук­
ции имеем 

(HL/Lf(K/Lf = (HK/Lf. 
Отсюда ввиду леммы 1.2 из [4] получаем, что Н К L = (НК) L* 
Так как формация © замкнута относительно подгрупп, то А, С 
С (HKfr поэтому Н^К® = (HKf. 

Пусть теперь К® = 1 . Заметим, что КФ\. Но теореме 3 из [1] 
КС2(НК)& = Gg. Значит, С§Ф\. Пусть L — минимальная нормаль­
ная подгруппа группы G, содержащаяся в Gg. Ввиду соображений 
индукции получаем в этом случае, что Н L~(HK) L. Рассмотрим 
цепь Я 6 С H®L = (HKf L с G. Так как L s (ЯЛГ) а, то X (L-1) <= 
^Sim 6. Ввиду следствия из леммы 1 подгруппа Я 6 субнормальна 
в G. Поэтому ввиду [6] L нормализует Я е и, следовательно, Н® 
нормальна в H®L. Так как #*£•/#* ~L/L f] Я е , то Ж(Н^Ь — Я6) С 
C # - ( L — l ) c S i m ( L Так как G/G6e в, то G/(HKfL&1£. Отсюда 
следует, что CfC(G — ^ # ) e L ) Q S i m g. 

Итак, ЯГ (G —Я®) с Sim©. По лемме 2 из [3] ffe
3GC(Simg) = 

= Ge = (НК)^. Обратное включение Я е с (HKf вытекает иа наслед­
ственности формации ©. Значит, Я == (НК) . Лемма доказана. 

ЛЕММА 3. Если Я, AT — (^-достижимые подгруппы группы G, го 
<Я,.JC>e = <Я6, # е >. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G — группа наименьшего порядка, 
для которой лемма не выполняется. Ввиду леммы 1 из [1] подгруп­
пы Я и К ©-достижимы в <Я, Ю. Отсюда ввиду выбора группы G 
следует, что G=<H, K>. 

Среди пар ©-достижимых подгрупп группы G, для которых лем­
ма не выполняется, выберем пару Я, К с наименьшей суммой ин­
дексов в группе G. Таким образом, для ©-достижимых подгрупп Я и 
К группы G лемма не верна. Но если подгруппы Ни К% ©-достижи­
мы в G и |G: Я^ + jG: Kt\<\G: H\ + \G: K\, то<Я 1 э ^> в = <Нг\К*у 

Пусть L — минимальная нормальная подгруппа группы G. Воз­
можны два случая: либо L^HOK, либо L не содержится хотя бы 
в одной из подгрупп Я и А'. 

Пусть L^HOK. He ограничивая общности рассуждений, можем 
считать, что L^G® . Перейдем к фактор-группе G/L, По лемме 2 из 
[1] подгруппы HL/L и KL/L ©-достижимы в G/L. Ввиду выбора 
группы G имеем теперь, что <НЦЦ KL/bf - ((HL/lf, (KL/Lf). 
Применяя лемму 1.2 из [4], получаем отсюда, что <Я, Ю6 = 

= <#*,.**>£. 
Пусть Le = L. Так как / , С Я , то ЬН*/Н*<=<£,, т. е. L/L f| 
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f | f l l Е Ё . ЕСЛИ L <£ H , то получаем L^ciL, противоречие, зна­
чит, L c / 9 Но тогда <НгК>* = (Н*.К*>Ь = <Н\К*у. 

Пусть Le = 1 , т. е. Le®. По лемме 1 Я е и АГ' — субнормаль­
ные подгруппы группы G. В силу [2] <Я', К > — субнормаль 
нал подгруппа G. Поэтому на основании [6] L нормализует <Я , 
К >, т. е. <Я у К >— нормальная подгруппа группы G = <Я, А> , 
Рассмотрим цепь <Яе, Ае> С GG С G. Так как G/G®<=&, то JT(G — 
— Ge) С Sim g. Так как L е G, то из Сс/<Яе, Ае> ~ L/L П <#*.. Ае> 
следует, что ^ ( G e —<Я6, А е » С Simt£. Но тогда JT(G—<Я е , 
X e » c S i m g и по лемме 2 из [3] GC(Sirne) = G®C <Яе, Ае>. Про­
тиворечие. 

Пусть теперь либо L^H, либо L^K. Ввиду теоремы 5 из [1] 
подгруппы HL и KL S-достижимы в G. При этом \G: HL\~\-\G: KL\< 
<\G: H\ + \G: K\. Значит, по индукции <Я£, KL^ - <(HLf, (KLf}< 
Так как G=<H, А> = <ЯА, AL>, то <ЯГ A>a = <(#L)\ (AL)e>. По лем­
ме 2 <Я, A>6 - <Яе, Ae> Le . 

Если Leg, то <Я, А>е = <Яа, AG>. Противоречие. Значит, L^S. В 
силу леммы 1 подгруппы Я и А субнормальны в G, и подгруппа 
<Я , А > субнормальна в G [2]. Поэтому из [6] следует, что L нор­
мализует <Я , А >, т. е. подгруппа <Я , AG> нормальна Р <Я , 
Ае> L = <Я, А>6 - Ge. 

Пусть Г—минимальная нормальная подгруппа группы I. 
Обозначим § - form Г. Тогда Gtt/<#e,. Ае> ~ L / L Г] <Яе, А*> е 
е form Г. Значит, (Ge)$S <Яе, AG>. Если, ( G ^ ^ l , то, взяв £ из 
(G®)®, получим <Я, А>е = <ЯС, AG>, что противоречит выбору под-
групп Я и AT. Значит, (GG)^ = 1. Это означает, что, G®'е ф, т. е. 
G — элементарная группа. Допустим, что Я2 ™ <Я, Ае> = G* По 
лемме 1 подгруппа Я е субнормальна в Ge» Поэтому из элементар-
ности подгруппы G6 следует, что Я с — нормальная подгруппа 
группы Ge. А так как Я е нормальна в Я и G^HG^, то Я е — 
нормальная подгруппа группы G. Если Я е =7^1, то> выбрав L в Н® % 

придем к противоречию. Если же Я е ~- 1, то Я ЕЕ© и по теореме 
3 из [ l j f fCGg. Отсюда следует, что GGGe = G. Теперь из ^ (G 6 — 
— 1) П JT(G6— 1) - 0 имеем G^G^x Gtt. Если Ge # 1, то, выб^ 
рав, L в G6, получим из соображений индукции, что Ge X L ~ 
= <Я г К ) x i . Сравнивая порядки подгрупп Ge и <Я6, А6> и 
учитывая, что <Яе, A e>CGG , получаем <Яа, AG> = Ge* Противо-
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речие. Значит, G® = 1 и G—G*1* Но тогда по теореме 3 из [1] 
Я = 1. Это приводит к тому, что К = G и G® = К^ = <Яе, А^>. 
Значит, Я2 ^ G. Тогда в силу выбора группы G получаем Я 2

е =» 
— <Я®, (АГ®)®) = <Я®, АГ®>. Аналогично показывается, что К2 = 
= <Яа»Л:>#С и Я,« = <ЯЯ, Яв>. Допустим, что Я2 = Я и ЛГ2=ЛГ« 
Так как класс © замкнут относительно подгрупп, то Я f] G^/Я ЕЕ 
е © . Если Я П G^/Н^Ф 1, то G® е ( £ . Противоречие. Значит, Я 6 -
— Яр] Gs» Аналогично показывается, что как 
Н^=Нг и АГ=АГ2, то Я* С Я, Я* С Я. Но тогда Я* = Я*. Это 
приводит к тому, что Нй <]G и Я ^ С Я П ^ » Противоречие. 

Итак, либо HczH2, либо К<=К2. Отсюда следует, что |G: Я2| + 
+|G: AC2|<|G: Я | + |С: Я|.По индукции тогда <Я2,АГ2>е - < # Д ЛГя

в>-
Отсюда (Н,Ку® = <Яе, А'е>. Противоречие. Лемма доказана» 

ЛЕММА 4. Пусть Я, К — ^-достижимые подгруппы группы G. 
Если Я V = АГ®Я6, то Я® AT - АГЯ6. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как П^К^ ~ К^Н\ то Я AT = 
= ЯеЛГвЯ = <Я®, АСе> А. ПО лемме 3 имеем <Я, АГ>® - <Я®, АГе>. 
Так как А нормализует <Я, А>6, то <Я, АГ>̂  AT = А <Я, А'>е. Снова 
применяя лемму 3, окончательно получаем Я К = К (НгКу = 
= АС <Я®, АСе> = АГА'6Я® - АГЯ®. Лемма доказана. 

ТЕОРЕМА. Пусть Я, К — Q-достижимые подгруппы группы G, 
Ясли Я = # ' и Н=Н® , го НК=КН. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме 1 подгруппы Я и К® субнор­
мальны в G. Так как Н=Н'Ч то ввиду [2] НК^ — К Я. Но тогда 
по лемме 4 НК=КН. Теорема доказана, 

С л е д с т в и е 1. Пусть Я, АГ — Q-достижимые подгруппы груп­
пы G. Если П(Я)<=П(©), то Н*К = КН*1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как класс © замкнут относительно 
расширений, то (H^f .-= Яе* Так как П ( Я ) £ Щ в ) , то (Я®)' = Я в . 
Теперь по теореме ПК — КН . 

С л е д с т в и е 2. 2?с/ш класс 6 содержит все разрешимые конец-
ные группы, то для любых двух Q-достижимых подгрупп Я и К 
группы G справедливо равенство Я К = АГЯ . 

Следующие два примера показывают, что условия Н=*Н' и Я = 
==Я® в теореме существенны и их полностью отбросить нельзя. 

П р и м е р 1. Пусть Р — немодулярная р-группа, Я и К — ее не­
перестановочные подгруппы. Если 6 — класс всех //-групп, то под­
группы Я и К ©-достижимы в Р, Н=Н^ , но НКФКН. 

П р и м е р 2. Пусть Я — простая неабелева группа, Р — р-груп-
па. Пусть G=P wr Я — регулярное сплетение групп Р и Я. Очевид-
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но, в G существует р-подгруппа Я, которая не перестановочна с Я. 
Если © — класс всех конечных групп, то подгруппы Я и К ©-дости­
жимы в G, Н=Н\ но НКФКН. 

Гомельский государственный Поступило 
университет им. Ф. Скорины 05.04.94 
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