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том & 5 выпуск dL февраль 1993 

0 НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ФОРМАЦИИ 
КВАЗИНИЛЬПОТЕНТНЫХ ГРУПП 

С. Ф. Каморнижов 

Введение, Конечная группа G называется квазинильпотентной, 
если CG (Hi К) И = G для любого главного фактора Hi К группы G. 
Класс всех квазинильпотентных конечных групп будем обозначать 
1 . Простая проверка показывает, что этот класс, как ж класс 1 всех 
нильпотентных конечных групп, является радикальной формацией. 

Многие исследования указывают на то, что в определенных вопросах 
классы 1 и Ш обладают одинаковыми свойствами. Например, Бендер 
в [1 ] отмечает схожесть некоторых свойств квазинильпотентного 
радикала J7* (G) группы G i ее нильпотентного радикала F (G) (см. 
также [2, § 13]). Блессеноль и Лауэ в [3] доказали, что в любой 
конечной группе существуют Я*-инъекторы. Аналогичный результат 
для класса 1 получен Фёрстером [4]. 

В настоящей работе указанный дуализм между Я и 31 под
тверждается еще в одном случае. В [5] Виландт показал, что для 
любых субнормальных подгрупп А, В произвольной конечной группы 
G справедливы равенства 

{А, В)* = (Ат, if) и А*В = ВА*. 

Оказывается, что эти равенства имеют место и для квазинильпо
тентного корадикала. 

ТЕОРЕМА L Для любых двух субнормальных подгрупп Л и В 
произвольной конечной группы G имеет место равенство 

(А, В)* = (Ат , В"1 ). 

ТЕОРЕМА 2. Квазипильпотентный корадикал субнормальной 
подгруппы произвольной конечной группы G перестановочен с любой 
другой ее субнормальной подгруппой, 

Заметим, что в [б ] равенство А} В = ВА\ где-Л, В — субнормальные 
подгруппы группы G, доказано для любой локальной формации f, 
содержащей 1. Однако теорема 2 не следует из [6], так как формация 
Ш не является локальной. 
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Терминология, Рассматриваются только конечные группы* Всю 
терминологию* связанную с формациями конечных групп, можно найти 
в [7]. Напомним лишь некоторые из определений и обозначений, 

f 
Если G — группа и f — непустая формация^ то через G обозначается 
f -корадикал группы G, т. е. пересечение всех тех нормальных подгрупп 
Я из G, для котормх G/H E f • Квазинилыхотеятный корадикал G — 
это ее 1 -корадикал. 

Через sn (G) обозначается решетка всех субнормальных подгрупп 
группы G. Если Я Е sn (G) и G = Я0 3 fT| Э ... D Ht = Я — компози
ционная (G — Я)-цепь, то будем обозначать ее длину j(G — H). 
Следуя Виландту [5], отображение ш: sn (G) -* sn (G) будем называть 
оператором на sn (G), если для любых Я, iTEsn(G) выполняются 
условия: 

а) ш «Я, А» = <«и (Я), со (Ж)); 
б) из Н<К всегда следует ш (Я) «3iC. 
Здесь о> (Я) — образ Я при отображении ш. 
При доказательстве теоремы 2 будем использовать следующий 

результат Виландта (теорема 3.15 из [5]), Если <р и ^ — операторы 
на sn (G) и з Я Д Е sn (G) и <р (Я) = ^ (Я) = Я следует НК^КН, 
то у> (Л) f (В) =f (В) f (А) для любых Л, В G sn (G). 

Предварительные результаты. 
ЛЕММА 1. Пусть Я, К — субнормальные подгруппы группы G и 

К С MG (Я). 2?одо f — непустая радикальная формация, то 
(НК)! =ЯГЖ"Г

в 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим индукцию по длине компози

ционной (ЯДС —Ю-цепи. Если j (НК — К) **Q, то НК**К. Поэтому 
f f Н Q К. Так как f — радикальная формация, то НК /К G f. 

Из НкЧк* &Н/НС\к} следует, что Н^ С к\ Теперь 
(ЯЖ)Г = JTf =ЯГЖГ* 

Предположим, что if = / (ЯЯТ — К) > О» Будем считать, что лемма 
верна для всех тех субнормальных подгрупп X, Y группы G, ко
торые удовлетворяют условиям Y С No (X) и j (XY — Y) < t. Пусть 
НК = К® DKi Эвэ.Э Kt-\ D I i = f - композиционная (НК —Ж)-цепь. 
Рассмотрим группу Ж^ Так как KQK\ Q НК и НК-КН, то ввиду 
тождества Дедеживда К (К\ П Я) = К\ П ЯЖ = XSe Очевидно, Ж С 
С NG(K\ П Я) и / (Ж"| — Ж) = f — 1 < t Следовательно, по индукции 
к! = (К(Кх П Я))Г = JCf (Xs П Я)Г» А так как (X, П H)f С Я г , то 
ЯГЖ"Г = ЯГ Ж П Н)^К! = ЯГ/С!Г

0 
f f f 

Покажем теперь, что Я Я", = (НК) . Так как f —радикальная 
формация, то Я С (НК) и К{ С (НК) . Следовательно, Я 1 | С 
С (НК) . Очевидно, Я К* —нормальная подгруппа группы НК Так 

f f f 
как Я / Я С\ Н К\ — гомоморфный образ Я / Я , то ввиду изоморфизма 

нн*к}/н*к} в я /я п ягж"/ 
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f f f f 

группа НН К\ /H K\ принадлежит f. Аналогично показывается, что 
KXH*KXIH*KI E f. Так как 

HKIH^KI = (HH*KIIH*KI) {KXH^KI/H*KI), 

то из нормальности подгрупп НИ K\ /И К\ , К\Н К\ /И К\ в 
НК/Н Щ ж радикальности формации f следуетs что НК/Н Кх Gf. 
Это означает, что (ЯК)[ Q Н*к}. Итак, (ЯЖ)Г =Н*к1. А так как 
#fJTif =Я Г Х Г , то (ЯЖ)Г = # f i : f . Лемма доказана, 

ЛЕММА 29 Пусть f — непустая формация. Тогда и только тогда 
f радикальна^ когда для любых двух перестановочных субнормальных 
подгрупп А и В произвольной группы G имеет место равенство 
(АВ)1 = A f J f

9 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость, Пусть f — непустая ради

кальная формация* Покажем, что для любых двух субнормальных 
подгрупп А у В произвольной группы G имеем место равенство 
(АВ) = А В . Заметим, что подгруппа А субнормальна в АВ, Поэтому 
применим индукцию по длине композиционной {АВ — А) -цепи. Ввиду 
леммы 1 (АВ)Г = АГБГ, если j(АВ ~ А) < 1. 

Итак, считаем в дальнейшем, что у (АВ — А) = £ > 1, Будем по
лагать также, что лемма верна для таких субнормальных подгрупп 
X ш Y группы G, что j (XY - Y) < L Пусть 

АВ = Ао Э А\ Э воо D A&_t Э Л* = Л 

— композиционная (AJ5 — Л) -цепь. Рассмотрим подгруппу Аь Из 
AS = В А и А С А \ следует ввиду тождества Дедекинда, что 
А (А\ П В)= А\ П АВ = А\. Так как у" (А| — А) = £ — 1 < £, то по индук-
ции Ai = (A (Ai П В)) = А (А| П В) . Из радикальности формации 
f следует, что (А1 П В) С л г . Следовательно, А 5 = A (Ai П 

f f f f 
ИВУ В1 = А1 В\ 

f f f 
Очевидно, АВвА|#. Ввиду леммы 1 (А\В) = А/ В . Значит, 

(AB)f =(Asi?)r =As
fBf = A f ^ f . 

f f f 
Достаточность, Пусть (АВ) = А В для любых двух суб

нормальных подгрупп А, В произвольной группы G, Пусть N— 
нормальная подгруппа G £ f. Тогда {1} - Gf = (M/)f = # Gf = i\ff. 
Значит, NG f. 

Пусть ATb JVi—нормальные f -подгруппы G. Тогда из 
(NiNi) =N\Ni ={1} следует, что TVWi E f. Значит, формация f 
радикальна. Лемма доказана. 

ЛЕММА 3. Пусть f — непустая радикальная формация. Если 
каждая группа из f «£ содержит абелевых композиционных факторов, 
то для любых двух субнормальных подгрупп А и В произвольной 
группы G имеет место равенство 73 



(AS)* = ( ^ f
s ^ f ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим индукцию по порядку группы 
G. Обозначим через | класс всех групп, все композиционные факторы 
которых принадлежат f. Очевидно, 5 —радикальная формация, зам
кнутая относительно расширений. Поэтому ввиду теоремы 2.4 из [5] 

Из f С | следует, что Gl) С Gf, АЬ Q А!, £Ь С вК Если Gb^ {1}, то 
по индукции ((AG V G V , (5G b/G V ) = (G/G I})f. Ввиду леммы 1.2 
из [7] имеем 

<^fG* BfGb)/Gb=G4G^ 

Отсюда Gf={Af,Bf>G!? Так как G f ,=(^5 I ,)C(yl f, 5f>, то 
G f =(A f ,£ f ) . 

Значит, G = {1}. В этом случае все композиционные факторы G 
принадлежат f. Поэтому из условия леммы следует, что А = А'« 
По теореме Виландта (см. [8]) АВ = ВА. Применяя теперь лемму 2, 
получаем (А> В) = (АВ) = А В = (А , В ). Лемма доказана. 

ЛЕММА 4. Пусть X — некоторый класс простых неабелевых групп. 
Тогда для любых двух субнормальных подгрупп А и В произвольной 
группы G имеет место равенство 

(А, В){огт$ = (А1*"*, В?*"*). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Простая проверка показывает, что 
form X — радикальная формация и что группа R E form X тогда и 
только тогда, когда R — прямое произведение групп, изоморфных 
группам из £. Теперь остается применить лемму 3. Лемма доказана. 

ЛЕММА 5. Пусть X — класс всех простых неабелевых групп. Тогда 
для любых двух субнормальных подгрупп А и В произвольной группы 
G имеет место равенство 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применяя лемму 1 из [6], теорему 1.5 
из [5] и лемму 4, получаем 

(А, в)т°гтЖ = (А1штЖ, в*тЖ)* = 

Лемма доказана. 
ЛЕММА 6. Пусть X — класс всех простых неабелевых групп. Тогда 

1* С Я form I . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что 1 \ 1 formX ч* 0. Пусть 

G — группа наименьшего порядка из 1 * \ 91 form 5;, Ввиду следствия 
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7.19 из [9] формация 1 form Ж локальна* По лемме 18.3 из [9] группа 
монолитична и ее монолит N совпадает с G огт . В частности, 
CG (АО С Ж Так как G е 31*э то G=CG(N)N = N. Значит, 
G Е К form 3F. Противоречие, Лемма доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Применим индукцию по порядку 
группы G и сумме длин композиционных цепей 

(А, В) = А0Э А\ Э09вЭ At = A, 

(А, В) = BQ Э Я|Э...Э Л, = Ж 

Ввиду предположения индукции считаем, что G = (А, В). Из 
леммы 1 следует, что t + 5 > 2. Будем полагать, что теорема верна 
для тех субнормальных подгрупп X, У группы G, которые удовлетворяют 
условию j(G- X)+j(G- Y) < i + s. 

Пусть С = (A, At П Л). Если А С С, то у (С - А) < у (G - А) = L Так 
как G/Ai = A\B/A\ s Л/Б П Л — простая группа, то Л П А\ — макси
мальная нормальная подгруппа В. Отсюда имеем 

/ (С-АПВ)= у (G-AtdB)- у (G-C) = j (G - J3) + l-y (C?-C). 

Так как/ (G - С) > 1, то/ (С - Ах П Л) < у (G - 5). Следовательно, 
у (С - Л) + у (С - Л П В) < у (G - А) + у (G - В). По индукции имеем 

(Г = (А, А, П Я)* = (А* , (Л, П Я Г ). Так как формация 1* ради» 

кальна, то (А П В)* С Я3* . Так как i C C ? то у (G - С) + 

+ j(G-B)< у (G - Л) + у (G - 5). По индукции G* = (С51 , Б* >. 
Теперь имеем 

G5* =<Д В)* = (С5* , Я* > =(АШ , (Л, П 5 ) \ ^ ) = (АШ , Я31 >. 

Итак, А = С, Тогда Л Г и 5 С , 4 П ^ а значит, А П Я = 4̂ П В. Так 
как Л Л Б «Я, то А П J5 < В. 

Пусть В = (А Н Bh В). Если BCD, то, рассуждая описанным выше 
т > * да* т > * 

образом, получим G* = (А , $v ). Значит, D-B. Тогда 
Л П В\ С Л П Л. Следовательно, Л П 2?| = А П 5, и, значит, 
А ПВ<!А. 

Таким образом, А Г) В^{А,В) = G. Так как АГ\ В = АХ(Л В, то 
ЯМ Г)В = В/Ах ПВ = G/A\ — простая группа. 

Рассмотрим группу G/A П В. Если В/А П В —- неабелева группа, 
то ввиду теоремы Виландта из [10] Nc/лпв (В/А Г) В) Э А/А П В. 
Значит, подгруппы А, В перестановочны, и поэтому по лемме 2 

Итак, I А/А П В\ = р, 1 В/А Г\ В\ = д, где р, # — простые числа. 
Пусть р ?ft g. Тогда ЛМ П Л С Ор (G/A П В) ж В/А ПВ QOq(G/A П В). 
Так как р Ф д, то 

ММ П 5 , ЛМ ПЯ] = {!}. 
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Значит, АВ-ЯЛ и по лемме 2 0Ш = <АШ , Б3^ >. 
Таким образом9 пришли к случаю, когда р s g. Значит, GM П Л -

1?-группа. 
Обозначим f = 1 form 3?, где 3? — класс всех простых неабелевых 

групп. Ввиду леммы 6 31 С f, Кроме того, ввиду леммы 5 (A, 2?)' = 

= <ЛГ, Sf>. Значит, Gf = (Лг, £ f ) С (Л31 , 5 я > С G* . Пусть Gf * {1}. 
По индукции 

(G/Gf)** = <(AGf/Gf)**, (BGf/Gf)**>. 

Ввиду леммы 1.2 из [7] отсюда имеем 

G**/Gf = (АШ\ В**) G4G* = {A**, 2»**>/Gf. 

Значит, G* = <ЛЯ , Я31*). 
Итак, полагаем далее, что GG f. Пусть Ж = Gorm. Так как 

G Е 1 form I , то 1С G 31. Из строения form # следует, _ что 
form I n L = S — единичная формация. Поэтому G = (7 = 
= Gfonn f СГ\ Так как G/A П Л Е »р, то G^ £ л п А Значит, 
G = К (А П Б). / 

Покажем, что А П В G 31 *. Допустим, что 5 = (А П Я)" ** {1}. Из 

5„-замкнутости 3}* следует, что (А П г)35 С А® ш (А Г) В)® С5Й . 

Из характеристичности (Л П Б)31 в АГ\ В и нормальности i f l ^ 

в G следует, что (А Г) В) — нормальная подгруппа G По индукции 

(G/S)** = (AS/S, BS/Sf* = <(AS/S)**, (BS/S)**) = <А**, Я**>/& 
* * * 

Отсюда следует, что G = (Л , J5 ). 
Значит, А П В G Ш . Теперь из радикальности 31 имеем G = 

= (АПВ)Ке ЗГе Так как формация 31 ^-замкнута, то А Е 31 , 
В е ST. Отсюда G* = {1} = (А* , В* >. Теорема доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Рассмотрим отображения (р и 
* 

\р решетки sn (G) в себя, определяемые равенствами у? (if) = if и 
V (Я) = if для любого if Е sn (G). Ввиду теоремы 1 отображение у> 
является оператором на sn (G). Очевидно, таковым является и ^« 

Пусть Я, К Е sn (G). Если у> (Я) = yj (Я) = Я, то Я - {!}. Поэтому 
равенство НК-КН очевидно. Отсюда ввиду теоремы ЗА5 из [5] 
имеем р (A) f (В) = ^ (Б) р (Л) для всех Л, Л Е sn (G). Это и означает, 

я* я* 
что А В = IM для всех Д Б Е sn (G). Теорема доказана. 
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Следствие* Для любых двух субнормальных подгрупп А и В 
произвольной конечной группы G справедливо равенство {А, В) = 

Гомельский государственный Поступило 
университет им. Ф. Скорины 07.05.92 
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