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Аннотация. Определены условия получения выраженной структурной окраски фотонно-кристаллического волокна с 
гексагональной внутренней симметрией. Показано, что параметры волокна должны выбираться в соответствии с  
конфигурацией запрещенных зон двумерного фотонного кристалла, сформированного заполняющими волокно  
воздушными каналами. Выводы зонной теории подтверждены расчетом поперечных сечений рассеяния фотонно-
кристаллических волокон с круговой внешней границей. 
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Введение  
В настоящее время известно несколько спо-

собов создания структурной (без использования 
красителей) окраски материалов. Так, в [1] 
структурная окраска синтетического волокна 
осуществлялась введением в его оболочку чере-
дующихся сдвоенных полимерных (PMMA/PS) 
слоев, работающих как брэгговский резонатор, 
отражая определенные длины волн из падающе-
го на них света. Однако контрастность такой ок-
раски была не значительна, и авторы пришли к 
выводу о необходимости торцевого возбуждения 
вытекающих мод волокон, изготовленных прото-
типов тканей с помощью мощных излучателей и 
наблюдения рассеянных полей мод.  

Другим способом является нанесение раз-
личными методами на стандартные текстильные 
нити или готовые фабричные ткани коллоидных 
наночастиц [2], [3], что приводит к образованию 
на их поверхности двумерных (2D), либо трех-
мерных (3D) фотонных кристаллов. В [2] пред-
ставлены результаты создания покрытий 

текстильных нитей наночастицами SiO2 / PEI 
методами гравитационной седиментации с вер-
тикальным осаждением. В [3] сообщается об из-
готовлении фотонно-кристаллических структур 
на поверхности черных хлопчатобумажных тка-
ней за счет распыления водного раствора нано-
частиц сложной конфигурации (гидрофобное PS 
ядро и гидрофильная PMMA-AA оболочка). Для 
большего контакта наночастиц с тканью в рас-
твор добавлялись карбоксильные (SiO2) частицы 
размером ~ 30 нанометров. После испарения деи-
онизированной воды изначально аморфное по-
крытие приобретало упорядоченную структуру 
3D фотонного кристалла, способную отражать 
определенные частоты падающего света, опреде-
ляемые размерами наночастиц. Недостатком 
данного способа получения структурной окраски 
волокон либо тканей является сложность техно-
логии и, как следствие, ее дороговизна. Действи-
тельно, анализ характерного размера рассеи-
вающих частиц или неоднородностей поверхно-
сти, выполненный в [1]–[7], показал, что для 
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интенсивного рассеивания некоторого достаточ-
но узкого участка видимого спектра (шириной 
порядка 100–150 нм) размер частиц должен быть 
в несколько раз меньшим, чем длина волны све-
та. Например, в работе [7], исследовав микро-
скопическую структуру чешуек крыла бабочки 
вида Morpho sulkowskyi, авторы определили, что 
эффективное рассеяние узкого спектрального 
диапазона с центральной длиной волны 495 нм, 
придающее крылу яркую сине-голубую струк-
турную окраску, достигается периодическим 
чередованием пластинок с воздушными про-
слойками толщиной 65 нм и 150 нм соответст-
венно.  

Еще следует отметить, что нанесение нано-
покрытий на ткани и волокна требует использо-
вания химических реагентов. Это почти уравни-
вает данную технологию по негативному воздей-
ствию на окружающую среду с химической ок-
раской тканей. 

С позиций упрощения и удешевления тех-
нологии в [8] было предложено использовать 
фотонно-кристаллические волокна (ФКВ). Их 
структурная окраска возникает за счет селектив-
ного брэгговского отражения света от периоди-
ческой системы параллельных воздушных кана-
лов в диэлектрической матрице. В [8] разработан 
метод расчета погонных дифференциального и 
интегрального сечений рассеяния света при по-
перечном освещении ФКВ с произвольными па-
раллельными воздушными каналами плоскими 
волнами ТМ и ТЕ поляризации. Однако ввиду 
значительного объема необходимых вычислений, 
условия достижения контрастной структурной 
окраски ФКВ в [8] определены не были. Целью 
настоящей работы является восполнение данного 
пробела. Здесь найдена внутренняя структура 
ФКВ с гексагональной симметрией, обеспечи-
вающая его выраженную структурную окраску. 
Результат достигнут за счет дополнения метода 
[8] элементами зонной теории 2D фотонных кри-
сталлов. 

 
1 Зонная диаграмма для 2D фотонного 

кристалла 
Физической причиной структурной окраски 

ФКВ является селективное отражение света от 
его внутренней области, представляющей собой 
ограниченный двумерный фотонный кристалл. 
Согласно экспериментальным данным [9] и рас-
четам [10], [11], ключевую роль при таком отра-
жении играет зонная структура фотонного кри-
сталла. Ниже представлен расчет границ запре-
щенных зон 2D фотонного кристалла с гексаго-
нальной симметрией при его поперечном осве-
щении монохроматическим светом. 

На рисунке 1.1, а представлена схема воз-
буждения плоской волной полуограниченного 
2D фотонного кристалла. 

 
 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Схемы 2D фотонного кристалла (а) 
и фотонно-кристаллического волокна (б) 

с гексагональной симметрией. 
 

Кристалл образован круговыми воздушны-
ми каналами с радиусом r  и диэлектрической 
проницаемостью ,a  находящимися в диэлек-

трической матрице с проницаемостью .c  Вели-

чины a  и c  считаются вещественными. Цен-

тры каналов находятся в узлах гексагональной 
решетки с периодом .  Рассматривается дву-
мерная дифракционная задача, в которой зави-
симость оптического поля от координаты z  от-
сутствует. Нормаль к волновому фронту падаю-
щей волны составляет угол   с осью 0 .y  Штри-

ховыми линиями на рисунке 1.1 выделена эле-
ментарная ячейка фотонного кристалла, которая 
представляет собой прямоугольник. Стороны 
прямоугольника, ориентированные вдоль оси 

0 ,y  имеют длину 2 3,ya    а воль оси x – 

длину 2 .xa    

В рассматриваемой структуре возможно 
раздельное распространение волн ТМ и ТЕ поля-
ризации [12]. Исследуем монохроматические 
компоненты данных типов волн с зависимостью 
от времени exp( ).i t  
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Волны ТМ поляризации с единственной от-
личной от нуля компонентой магнитного поля 

zH  во всем пространстве подчиняются уравне-

нию [8] 
2 2

2
02 2

ln ln
0.zk H

x x y yx y

        
           

(1.1) 

Здесь 0 0 0 2 /k         – волновое число 

вакуума. В согласии с теоремой Блоха решения 
уравнения (1.1) допускают представление [13] 

( , ) exp( ),z z x yH h x y i x i y              (1.2) 

где 0 sin ,x ck     y  – некоторая константа, 

( , )zh x y  – периодическая функция x и y с перио-

дами 2 xa  и 2 ,ya  соответственно. Эта функция 

может быть задана в виде ряда Фурье 

ˆ( , ) exp ,
N N

z n m
n N m N x y

i nx i my
h x y h

a a 

  
   

 
   (1.3) 

где N – порядок редукции ряда, n̂ mh  – некоторые 

коэффициенты. 
Подставляя (1.2), (1.3) в (1.1) и используя 

схему Галеркина в области элементарной ячейки 
фотонного кристалла, приходим к однородной 

алгебраической системе относительно ˆ :n mh  

 ˆ 0,
N N

n m
N N

H h 
 

                (1.4) 

где , ,n N N   , ,m N N   
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1 ,n x xna      1 ,m y yma             (1.8) 

n  – дельта-символ Кронекера, 1.T   При по-

лучении (1.4)–(1.8) учтены свойства ортогональ-
ности гармоник Фурье, симметрия элементарной 
ячейки фотонного кристалла и то, что диффе-
ренцирование ln   в (1.1) приводит к появлению 
дельта-функций Дирака на границах воздушных 
каналов. 

Система (1.4) представляет собой задачу на 
собственные функции и собственные значения со 
спектральным параметром ,y  описывающую 

моды 2D фотонного кристалла. Возможные зна-
чения y  находятся из условия 

det[ ( )] 0,yM                      (1.9) 

где det[ ]M  – определитель квадратной матри-

цы ,n mM H   записанной с использованием 

комбинированных индексов 
( )(2 1) 1,n N N m N        
( )(2 1) 1,N N N         

пробегающих значения от 1 до 2(2 1) .N   

Согласно (1.5)–(1.8), det[ ( )]yM   пред-

ставляет собой полином степени 22(2 1)N   с 

вещественными коэффициентами. Нули данного 
полинома могут быть либо вещественными, либо 
попарно сопряженными комплексными числами. 
Но из (1.5)–(1.8) можно заключить, что коэффи-
циенты n mH   инвариантны относительно замен 

,y y    ,m m   .    Отсюда следует, 

что если y  является корнем уравнения (1.9), то 

y  также является корнем данного уравнения. 

Физической причиной этого является симметрия 
элементарной ячейки фотонного относительно 
оси x (рисунок, 1.1 а). Следовательно, комплекс-
ные корни уравнения (1.9) могут быть только 
чисто мнимыми. Соответствующие им моды 
описывают поля, испытывающие полное отра-
жение от фотонного кристалла [10], [11]. 

За проникновение световой энергии в фо-
тонный кристалл отвечают его моды с вещест-
венными .y  Из отмеченного выше свойства 

симметрии корней уравнения (1.9) и выражений 
(1.2), (1.3) следует, что для отыскания всех таких 
мод достаточно исследовать перепады знака ве-
щественной функции det[ ( )]yM   на проме-

жутке 0 / .y ya     

Волны ТЕ поляризации с единственной от-
личной от нуля компонентой электрического 
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поля zE  во всем пространстве описываются 

уравнением [8] 
2 2

2
02 2

0.zk E
x y

  
      

 

Анализ этого уравнения может быть выпол-
нен по рассмотренной выше схеме. Единствен-
ное отличие расчета ТЕ мод фотонного кристал-
ла от расчета его ТМ мод состоит в том, что для 
ТЕ мод в (1.5) следует положить 0.T   

Если пренебречь дисперсией ,c  то функ-

ции det[ ( )]yM   для мод фотонного кристалла 

обеих поляризаций будут полностью определять-
ся относительными размерами / ,r   /   (см. 

(1.5)). Область на плоскости переменных / ,r   

/ ,   в которой уравнения (1.9) для ТМ и ТЕ 
волн имеют вещественные корни, назовем раз-
решенной зоной фотонного кристалла, а область, 
где таких корней нет – запрещенной зоной. Оче-
видно, что структурная окраска фотонного кри-
сталла, освещаемого естественным светом, будет 
определяться длинами волн, попадающими в его 
запрещенную зону, поскольку излучение с дан-
ными длинами волн будет эффективно отражать-
ся кристаллом. Селективность такой окраски 
зависит от ширины запрещенной зоны в направ-
лении изменения переменной / :   чем меньше 
эта ширина, тем более контрастной окраски фо-
тонного кристалла можно ожидать. 

О запрещенных зонах фотонного кристалла 
позволяет судить рисунок 1.2. Стабильные ре-
зультаты для границ этих зон получены в резуль-
тате подсчета числа вещественных корней урав-
нений (1.9) для ТМ и ТЕ мод при 7.N   Здесь и 
в дальнейших вычислениях использованы значе-
ния 2(1,0003) ,a   2(1,576)c   (материал ди-

электрической матрицы – полиэтилентерефталат). 
Согласно рисунку 1.2, конфигурация за-

прещенных зон зависит от угла падения излуче-
ния на фотонный кристалл. Но поскольку ориен-
тация ФКВ относительно фронта падающего на 
него излучения может быть произвольной, ос-
новной практический интерес представляет об-
ласть параметров фотонного кристалла, в кото-
рой запрещенные зоны для разных углов падения 
излучения на кристалл либо близки между собой, 
либо налагаются друг на друга. При наложении 
запрещенных зон, отвечающим углам падения 
излучения на фотонный кристалл o30    и 

o60    на рисунке 1.2 возникает зеленый тон, 

углам  o0   и o30    – красный тон, углам 
o0   и o60    – синий тон, а при наложении 

запрещенных зон, отвечающим всем рассмот-
ренным углам падения – черный тон. Основной 
практический интерес представляет область па-
раметров фотонного кристалла, в которой 

запрещенные зоны для разных углов падения 
либо близки между собой, либо налагаются друг 
на друга. Для получения выраженной структур-
ной окраски ФКВ данная область должна быть 
достаточно узкой в направлении изменения пе-
ременной / .   Как следует из рисунка 1.2, ука-
занным требованиям отвечает область 

0,45 / 0,5,     0,3 / 0,4.r      (1.10) 
 

 
 

Рисунок 1.2 – Зонная диаграмма для двумерного 
фотонного кристалла с гексагональной 

симметрией в нормальном (а) и увеличенном (б) 
масштабах переменной / .   Фоновые области – 

запрещенные зоны фотонного кристалла при 
углах падения излучения на кристалл  

o0   (розовый тон), o30    (желтый тон), 
o60    (голубой тон) 

 
Выполненный в настоящем разделе анализ 

имеет оценочный характер, поэтому примени-
мость его выводов об условиях получения выра-
женной структурной окраски ФКВ нуждается в 
количественной проверке. Соответствующие 
расчеты представлены в следующем разделе. 
 

2 Поперечные сечения рассеяния ФКВ 
Поперечное сечение рассматриваемых ФКВ 

представлено на рисунке 1.1, б. Внутренняя об-
ласть волокна содержит круговые воздушные 
каналы радиуса r. Центральный канал окружен 
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cN  гексагональными кольцами таких же каналов 

(для определенности на рисунке 1.1, б 3).cN   

ФКВ имеет внешний радиус ( 1)cA N    и на-
ходится в воздухе с диэлектрической проницае-
мостью .a  

Оценки структурной окраски волокна пред-
полагают исследование углового распределения 
интенсивности рассеянного света в дальней зоне 
при освещении волокна не поляризованным све-
том, создаваемым удаленным точечным источ-
ником [8]. Данное распределение может быть 
охарактеризовано погонным дифференциальным 
поперечным сечением рассеяния [8] 

 
( ) 0,5[ ( ) ( )],p s                  (2.1) 

где   – угол наблюдения, отсчитанный от нор-
мали к волновому фронту падающей на ФКВ 
плоской волны (рисунок 1.1 б), ( )p   и ( )s   – 

погонные дифференциальные поперечные сече-
ния рассеяния плоских волн ТМ и ТЕ поляриза-
ции, определяемые по формулам 

 2

2( )

lim
( ) ,

2

z

p
i

z

H

A H




    
 2

2( )

lim
( ) ,

2

z

s
i

z

E

A E




    

где 2 2x y    – расстояние от волокна до точ-

ки наблюдения, ( )i
zH  и ( )i

zE  – компоненты поля 
падающих на волокно плоских волн ТМ и ТЕ 
поляризации.  

Для интегральной оценки отражательной 
способности ФКВ в диапазоне углов 2 1      
может быть использовано погонное интеграль-
ное поперечное сечение рассеяния [8] 

 
2

1

( ) ,i d




                    (2.2) 

которое равно световой мощности, рассеянной 
волокном в интервал углов 2 1,      норми-
рованной на мощность падающего на волокно 
света. Основной практический интерес представ-
ляет описание отражения света от волокна, что 
соответствует выбору в (2.2) o

1 90 ,   o
2 270 .   

Эти значения использованы в дальнейших расчетах. 
С позиций исследования окраски тканей ак-

туальна ситуация, когда ориентация ФКВ отно-
сительно фронта падающей плоской волны явля-
ется случайной. В этом случае структурную ок-
раску ФКВ можно охарактеризовать поперечными 
сечениями ( )   и ,i  усредненными по   [8]: 

 

2

0

1
( ), ( ), .

2i i d


       
          (2.3) 

Представленные ниже расчеты функций 
(2.1)–(2.3) выполнены строгим методом, осно-
ванным на теореме Грина и теореме сложения 
цилиндрических функций Графа [8], [14]. 

В таблице 2.1 приведены результаты числен-
ного решения задачи об отыскании максимума 

отражательной способности ФКВ, где в качестве 
целевой выбрана функция двух переменных 

( / , / )i r    . Для числа воздушных каналов в 
ФКВ использовано обозначение k. 

 

Таблица 2.1 – Максимизация отражательной 
способности ФКВ 

 

Nc k /   /r   maxi  

2 19 0,472 0,376 0,704 
3 37 0,469 0,390 0,753 
4 61 0,462 0,380 0,778 

 

Табличные значения / ,   /r   – коор-

динаты максимумов ,i  обозначенных через 

max .i  Как и следовало ожидать, эти координаты 

находятся в области (1.10), а maxi  возрастает с 

увеличением поперечного размера волокна, при-
ближающим его к полуограниченному фотонно-
му кристаллу. 

Более детальную информацию об отража-
тельной способности ФКВ дает рисунок 2.1. На 
нем сопоставлены погонные дифференциальные 
сечения рассеяния, полученные в [8] без оптими-
зации структуры ФКВ и рассчитанные с исполь-
зованием относительных размеров волокна, при-
веденных в таблице 2.1.  

 

 
Рисунок 2.1 – Дифференциальные сечения 

рассеяния ФКВ c 3cN 
 
при фиксированном 

угле ориентации 0    ( ( ),   кривые 1, 3) и  

с усреднением по   ( ( ),   кривые 2, 4): 

1 и 2 соответствуют параметрам / 4, 43,    

/ 0,12r    из [8]; 3 и 4 – / 0,469,    

/ 0,39r    (данные таблицы 2.1) 
 

Из рисунка 2.1 можно заметить, что опти-
мизация параметров волокна существенно уси-
ливает его отражательную способность. Этот 
эффект наблюдается в узком диапазоне углов 
отражения в окрестности 180o при o0   и в 
более широком диапазоне углов отражения при 
усреднении по .  Наличие боковых максимумов 

на распределении 1 и многопичковый характер 
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распределения 3 объясняются резонансным воз-
буждением стоячих волн между фотонным кри-
сталлом во внутренней области ФКВ и его внеш-
ней границей. 

О структурной окраске ФКВ позволяет су-
дить рисунок 2.2. На нем приведены спектры 
усредненной по ориентации волокна интеграль-
ной отражательной способности ФКВ. Кривая 1 – 
данные работы [8], кривые 2 и 3 рассчитаны с 
использованием данных таблицы 2.1 для длины 
волны 0,564   мкм, соответствующей макси-
муму чувствительности человеческого глаза. 
 

 
Рисунок 2.2 – Спектры погонного интегрального 

поперечного сечения рассеяния, усредненные 
по ориентации ФКВ: 

кривая 1 – 3,cN   2,5   мкм, 0,3r   мкм [8],  

2 – 2,cN   0,266   мкм, 0,100r   мкм,  

3 – 4,cN   0, 261   мкм, 0,099r   мкм 
 

Рисунок 2.2 подтверждает возможность по-
лучения выраженной окраски ФКВ за счёт опти-
мизации его внутренней структуры. Эффект ок-
раски усиливается с ростом .cN  В частности, 

при 4cN   ширина спектра ( ),i   определенная 

из условий max( ) 0,5 ,i i     составляет 0,153 мкм. 
 

Заключение 
Согласно представленным данным, для дос-

тижения выраженной структурной окраски ФКВ 
его параметры должны выбираться в соответст-
вии со структурой запрещенных зон двумерного 
фотонного кристалла, образованного воздушны-
ми каналами, находящегося внутри ФКВ. Из 
этих соображений период решетки воздушных 
каналов ФКВ должен составлять примерно поло-
вину длины волны излучения нужного цвета  
(согласно рисунку 1.2 и таблице 2.1). В работе 
рассмотрен случай распространенных ФКВ с 
гексагональной симметрией. Дальнейшая опти-
мизация внутренней структуры ФКВ предпола-
гает исследование 2D фотонных кристаллов с 
иными типами симметрии. Соответствующие 
расчеты могут быть выполнены на основе опи-
санной вычислительной схемы. 
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