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УДК : I I • 4 4 

О UFO; 3 • / l-.AU ri>Ot МАНИИ 

А. и. < ;ч ; | 

По авале г а в с int-;: .кбразлшш Хг«.<о.я ф. рман.ло С ь а с м t 'T - - : ч ' 

К^-юсса (или крос^оаой формацией), если - формация, тюре-.ья- ш а r.ein)T> 

рой гоночной группой , Формацию £ — Q- , где От - не­

которая конечная группа, будем называть локальной форма!'лей Крое иа (иди, ина­

че, локальной кроссовой формацией), В работе QQ , посвашент-гой изучению про­

изведений многообразий, А, Л , Шмолькин, в частности, описал условия, при к о ­

торых произведение двух многообразий ее Т Е многообразие Кросса . В настоящей 

работе описаны условия, при которых произведение двух формаций, одна из кото 

рых локальна, является локальной формацией Кросса. Э т о позволило, во-первых, 

получить аналоги отмеченного результата А. Л . Шмелькина (следствия 1 и 2 ) , а 

во-вторых, дать такое доказательство этого результата (ом. следствие 3 ) , ' к о ­

торое сводится к рассмотрению произведений формаций конечных групп (ср . с Q>J 

Работа базируется на полученном Л. А. Шеметковым ĵjQ описании экранов про 

изведений формаций, 

Все рассматриваемые формации (не являющиеся многообразиями) лр^дполага-

ются состоящими лишь из коночных групп. Для любого класса групп ^ мини¬ 

мальной локальной не ^ -формацией называется j j l ] всякая не ьходншая в 

"tQ локальная формация, все нетривиальные локальные лодформални которой 

входят в . Под монолитической группе,; мы будем подразумевать группу 

с единственной минимальной нормальной подгруяг.г.-й. Знак (Z обозначает с гре­

тое включение. Локальная формация WJ называется максимальной локальной 

подформацией формации £ , если Htbc J~ и не существует такой локальной 

формации , что • f l b c i q c f , Для любой группы (jr 'Л всякого 

натурального числа ft, через Сг будем о or значат*, некоторое прямое про -

изведение ГЬ изоморфных копий группы G" ' • ^ остальных определениях и 

обозначениях будем следовать книге [_5_|, 

Из работы QTj вытекает следующий результат 

ЛЕММА 1 . П у с т ь и - н е х .. т о у с- и о. г: у с т и е 

Q Институт математик СО АН СССР. 1 9 8 3 
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ф о р м а ц и и , п р и ч е м 1 о г д а е с л и 

ф о р м а ц и я ttb и м е е т л о к а л ь н ы й э к р а н ^ , т о 

ф о р м а ц и я 'JTfb'fQ и м е е т т а к о й л о к а л ь н ы й э к ­

р а н •£ , ч т о д л я л ю б о г о п р о с т о г о 4 1. е л а р 

и м е е т м е с т о : 

1 ) ^р) = ^ { р ^ . е с л и р б ЪС№) • 

2 ) = 0 . е с л и p ^ f t ( m ) . 
ЛЕММА 2 . Е с л и £ — W l " ^ , г д е f и - н е е д и 

н и ч н ы е л о к а л ь н ы е ф о р м а ц и и , a "tQ' - т а к а я 

ф о р м а ц и я , ч т о С ( - " ^ ^ ^ ТС(/ТУЦ) . т с м н о ж е с т в о 

л о к а л ь н ы х S— з а м к н у т ы х п о д ф о р м а ц и я ф о р -

м а ц и и у б е с к о н е ч н о , 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть р 6 ftiity 4 ^ ( . - Я с н о , что 

\ ^ С . Значит, р £ <fD ( t ) . Формация локальна. С л е д о в а т е л ь ­

но, ^Ьр С ^~ • Пусть А - произвольная группа из ИЬр • Т а к как 

. Поэтому 

. Таким образом, 4ty • Пусть q €r 11 (ТЬ) 

Т о г д а р « ^ <= 

, поскольку формация локальна. Для 

всякого натурального числа f"L зафиксируем некоторую циклическую группу 

порядка р"' • Пусть Q = Q 1< Р - регулярное сплетение, где1С)1=-й . 

Обозначим через L локальную формацию, порожденную группой Gf , 

Группа Ц является расширением Q -группы с -омощью р -группы. С л е ­

довательно, Q £ Л 'ЭТ/ G ^Л!МЛ = С . Значит, U Q С . Пос¬ 

кольку группа У метанильпотентна, t o f С Щ . Ввиду леммы 

ft J fb g 
1, 9 из | _ 6 J всякая локальная подформация формации 1 0 О - з а м к н у т а 

Таким образом, при всяком натуральном fl V - S - з а м Е Н У т а я локальная 

I* ) rv 

подформация формации у. . Покажем, что если (I и ГГЬ - различные н а ­

туральные числа, то !г"гп> ' ^ у с т ь и Trtv ~ мянжмальные ло -

кальные экраны формаций £ и соответственно. По лемме 3 из \jT] 

Используя свойства сплетений, легко убедиться, что для всякого натурального чис 

= QR.̂ C f^Ji . Значит, экспонента любой группы из j-ffUTl/tQ^/ F ^ ^ Q ^ 
не превышает экспоненту группы , Но - циклическая группа . 

Следовательно, экспонента группы Р совпадает с ее порядком. Таким о б ­

разом, -[^(.Ср =j= [ffffi) • Последнее означает, что =jt £ ^ . Итак, 

в \р содержится бесконечное множество локальных S -^замкнутых подфор-

мадий W , С , . . . . Л е м м а доказана. 
11 Г » 
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ЛЕММА 3 . Т о г д а и т о л ь к о т о г д а (р - л о к а л ь н а я 

ф о р м а ц и я К р о с с а , к о г д а * И Г ( ^ - к о н е ч н о е м н о -

ж е с т в о и у, и м е е т т а к о й в н у т р е н н и й л о к а л ь ­

н ы й э к р а н , ч т о -£(.р^ - ф о р м а ц и я К р о с с а п р и 

в с е х р £ f t ( . ^ . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О , Пусть найдется такая группа \j- , что у. 

Тогда ='ftiG") - конечное множество. Кроме того , по лемме 3 из QiQ ^ 
имеет такой локальный экран , что -£ipl — -^-0ТЛ1Л&" / F ( формация 

Кросса при всех р £• 411 ( G"l 

Обратно, пусть < Я»(^ ' ) Ч

= ^ р , р , , . . , р ^ - конечное множество и 

U = С?> , где { - такой внутренний локальный экран формации f , что 

Г(р^ - формация Кросса при в с е х р £• fC( . Для всякого i/€ 2<,• - • 

. . . , Г Ъ ^ через G": обозначим одну из групп, порождающих формацию |-(р0 • 

а через - регулярное сплетение /_,. \ ( / Q ( GO") > где -

группа порядка р . . Покажем, что Cv = w ~СтОЧЛЪГ* Г * , * Г 

Поскольку ^- - внутренний экран формации у. и гЧ - расширение р^- груп­

пы с помощью группы G". / 0„ £ тСРЛ . то по лемме 3 . 1 1 из Г5~1 

|—. 6 у* • Следовательно, у. С 1̂ . Для д о к а з а т е л ь с т в а обратного вклю­

чения покажем, что -J- ^ t , где "t - максимальный внутренний локальный 

экран формации £ . Т а к как h € ^ , то по лемме 4 . 5 из \j>_\ 

R / V p C F p & "w(pp . Но, как нетрудно заметить , F / Fj,(. F̂  ̂  ~ Qr-J 
/ On-(fr)- Значит, G-. 6 % ТЛр.) . По теореме 3 . 3 из [р] tCD-)= 
= TLjjlXp^ Таким образом, -f-(pp ~ -ftfUTo Cr̂  S ^(р^ ' П о э т о м У 

^ С fl^ . Следовательно, £ — у~ 0

= ^/joi/lbl - * F * . . . * F ^ - л о ­

кальная формация Кросса . Л е м м а доказана . 

Т Е О Р Е М А . Т о г д а и т о л ь к о т о г д а п р о и з в е д е н и е 

$fL"tQ н е е д и н и ч н о й л о к а л ь н о й ф о р м а ц и и Iftb н а 

н е е д и н и ч н у ю ф о р м а ц и ю \ Q - л о к а л ь н а я ф о р м а ­

ц и я К р о с с а , к о г д а в ы п о л н я ю т с я с л е д у ю щ и е 

у с л о в и я : - м е т а н и л ь -

п о т е н т н а я л о к а л ь н а я ф о р м а ц и я К р о с с а ; 3 ) 

д л я в с е х р £• 'fiX'Wty , г д е |ТЪ - >••• и -

н и м а л ь н ы й л о к а л ь н ы й э к р а н ф о р м а ц и и fflb ; 4 ) 

е с л и Ш Ш 1 > л , т о Afy - ф о р м а ц и я К р о с с а , 

п р и ч е м m ^ % в л е ч е т Ц С & . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Обозначим через формацию Tft/'Vfy , а через 

lli - е е минимальный локальный экран. 

Предположим, что - локальная формация К р о с с а , т . е. для некоторой 
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по-

группы F справедливо, что \р — (-foVT/ G- • Покажем, что формации 

aft и удовлетворяют условиям 1 ) - 4 ) . 

Допустим что 

. Т о г д а по легьгмв 2 в формации 

С содержится бесконечное множество локальных S - з а м к н у т ы х подфсрма-

ций. Но формация у. содержится в S - замкнутой локальной формации 

рожденной группой |- , причем по теореме 2 . 1 из Q=Q и последней форма­

ции имеется лии;ь конечное множество локальных 3 —замкнутых подформаций . 

Противоречие . Значит, С fi;№ , т. е. Ш и V) удовлет­

воряют условию 1 ) . 

Ввиду леммы 1 формация ^1 имеет такой локальный экран , что 

~ <П\р)Щ для в с е х p€ f l rCJ? l^ и ^ ( р ) = 0 при всяком прос­

том О A -flCW^ . Поскольку fTb - внутренний экран формации JJii , то 

+ - внутренний экран формации у . Предположим, что найдутся такие различные 

простые числа р и £ , что о формации Г71(р)содержится группа Z 0 порядка £ 

" . Пусть И - некоторая <^,ct - группа из Щ . Для всякого нату ­

рального числа ,7 через Нц обозначим регулярное сплетение 2i лЪ И - Я с н о , 

что Н ^ £ (Tt tp^ Vf^ и Н — \ , Следовательно, по лемме 3 из 

\ j \ Ц а 6 КСр^ • Если - подгруппа поряд; из Н , то 

TL / . I . Z-j изоморфно вкладывается в Н . Ввиду Q T ] стчтюнь нильло-

тентности группы ^ £ - рав*а ГЬ + i . Но ПО лемме 3 из \_< j 

. Следовательно, по лемме 5 из [jTj всякая 

силовская ^ - п о д г р у п п а из п принадлежи"! формации, порожденной с и л с в -

ской ^-подгруппой из р , г~^( , Последнее означает, * Р О ступень 

нильпотентности группы Hj^'b не превышает (при любом натуральном !\, ) 

ступень нильпотентности группы (f j F . A F )1 . . Противоречие. Итак, 

в дальнейшем мы можем считать, что если р и Q - различные простые чис­

ла и группа *V, порядка принадлежит формации tft{_p) , то ^ ^ 

, Более т о г о , покажем, что в такой ситуации формация -V^ а б е л е -

ва. Предположим противное и пусть М - неабелсва группа из Ŵ " . Т о г д а 

0^ ^ ^t(M^ . Следовательно, как показано ъ \\ Б\ для всякого натурально­

го ГЬ сушествует неприводимый (jFiCp L.M И -модуль размернос­

ти $: 2. . Поскольку 

и / . - элементарная абелева й - г р у п ­

па, то R, = U х М £ frUpiW) • Но Г П Л р ^ — . Следовательно , 

по лемме Я из \ V j R / 0 p C f t ^ £ Г Ц р ) . Заметим, что группа R , 0 p ( R ) 

обладает главным фактором L i O p C R ) / 0 „ V . R ^ порядка С дру­

гой стороны, Ндр") =» f f f W M F / F -CF j ) = Q F / F p C . Значит, 

порядок всякого главного фактора любой группы из Г Ц р ^ не превосходит 
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IF / FpCFjl . Противоречие. Таким образом, ty: - абелева фор­

мация. 

Покажем теперь, что - метанильпотентная локальная формация К р о с с а 

Предположим, что и пусть А - группа минимального по -

рядка из . Группа А обладае'1 единственной минимальной нор -

мальной подгруппой R » совпадающей с ее /<ft' -корадикалом. Поскольку 

формация {и локальна то Значит, - корадикал 

группы Д не содержит фраттиниевых А - главных факторов. Пусть С 

- минимальный локальный экран формации t» 

По лемме 3 из \j] = - f f ) t m X A / F p C A ^ для в с е х р&<Ш(А") 
и ^g^P^ = $ п^м всяком простом р ^ . Ввиду следствия 4 из 

QTJ при всяком р fe1t(A^ формация |рСр) содержит лишь конечное 

множество подформаций. Следовательно, лишь конечное множество локальных 

экранов ~\j удовлетворяет условию tj -fp Привлекая теперь следствие 

4 из видим, что в формации (JL содержите^ лишь конечное множество 

локальных подформаций. Заметим, что tyl)** <jjt ^ , во ^ С fО ^ ^ ' 

Значит, в формации содержится минимальная локальная не ТЬ 2 - -фор­

мация . По теореме 2 из [7] Wbu= Ц(ЫП,(!г , г д е группа £ 

удовлетворяет одному из следующих условий: 1) Q-^1 - неабепева единствен­

ная минимальная нормальная подгруппа в G" ' , 2 ) { j - = P A H , где Р ~ 

« С Д Р , - минимальная нормальная подгруппа в 

где Q = C^CQ^ ~ H - минимальная нормальная подгруппа в Н . Пусть 

G" удовлетворяет условию 1 ) , D €.<fi (G) . Поскольку G-£ Wjd С С 

CrTft,, т о п о лемме 4 . 5 из [ б ^ Q.J f^Q.) ё mtp) . Но • 

неабелева группа. Значит , f^lG") — \ , Тажим образом, ( j 6 ITbCp̂  
Пусть М - неединичная группа из Для всякого натурального числа 

П через (у- обозначим регулярное сплетение G" ^ М . Покажем, 

что при некотором p£fij(G" ^ группа Qr^ принадлежит /TvCp') 

Это очевидно в случае, когда Q- - простая группа. Предположим, что 

Q_tl ^ ^ ^ Пусть (У €• 1t ((J-/ Q-^) . Т о г д а , в в и д у нильпо­

тентности группы G~/ Or у в ней найдется максимальная подгруппа ин­

декса Ц . Значит, одна из фактор-групп группы G" имеет порядок, равный 

Q . Следовательно, при любом р £ ' л А формация (ТЬСр^ содержит 

группу порядка Q . Пусть р 
. Т о г д а ввиду замечаний 

из предыдущего абзаца формация %fy абелева и ^ ТС {_ ^ . Из 

последнего легко вытекает, что Vfj[ - корадикал группы G"^ с о в п а д а ­

ет с ее базой X . Но Т является прямым произведением групп, изоморфных 

G" . Значит, Т £ • Таким образом, G" & т>{р)Щ 
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Легко видеть, что . Следоватепьно, ввиду леммы 3 из I 7 | 

^ (Ъ(Р) . Используя свойства сплетений, легко убедиться, что груп¬ 

па ( j ^ обладает минимальной нормальной подгруппой порядка 1 0 - 1 

Но как уже отмечалось , порядки главных факторов в с е х групп из h/(p) н е пре ­

восходят | г ~ / FpCF^ j . Противоречие. Предположим теперь, что (j-
удовлетворяет условию 2 ) . Пусть p6<fC(pl , ( | , € ' K y t Q ^ . Легко п о ­

казать , что FpCG -) = Р и FqlG-^ = P Q • Значит, поскольку G ^ ' W b , 
. Ввиду леммы 

3. 9 из £ e Q 0^(.М^ = \ . Но М - нильпотентная неединичная группа. С л е ­

довательно, в формации ГПДф имеется такая группа £ простого порядка, 

что fy^CE) . Значит, ^ _ абелева формация и Т О М П ^ С ^ - ) = 
= ф . Пусть М - некоторая неедикичная группа из . Используя с д е ­

ланные замечания, легко убедиться, что при любом натуральном ГЬ регулярное 

сплетение У\ <Ь И* 1 " принадлежит рТЦр̂  "fc^ . Ввиду леммы 3. 9 из Q f J 
ОрСНП = ' 1 . Значит, 0 p ^ H x M ' v ) = 1 . Следовательно, 

Ц \ М h/(D^ . Но группа И 1 М ^ имеет минимальную нормальную под-
lAllMI' 1 ' 

группу порядка • Э т о приводит к противоречию. Итак, о с т а е т с я з а ¬ 

ключить, что . Покажем, что - локальная формация К р о с ­

с а . Ввиду леммы 1. 9 из £ б ] всякая локальная подформация из Tfl S-зам­

кнута. Следовательно, . Как отмечалось ранее, в формации ^1 

содержится лишь конечное множество локальных S - замкнутых подформаций. 

Значит, существует такая цепь 

локальных 

формаций, что Jib. - максимальная локальная подформация в Tib- , I — 0 ( 

4 , . . . , r V - 1 . Пусть H ^ W . ^ T f t ^ ^ L = 2, , . . . , П * * . Т о г ­

да Ж = ^ 0 Т ^ Ш г Н г . . . , Н Г 1 ) t f n r r v H ^ » Н * Н а . Таким о б ­

разом, - локальная формация Кросса . Итак, удовлетворяет условию 

2 ) . 

Предположим, найдутся такие простые числа р и Q , что П 

n i t ^ l T u t p ^ • Т а к как формация
 ffth метанильпотентна, то по лемме 3 из 

. Следовательно, 0^ ^ Р И в формации /7Цр) 

имеется группа порядка 0^ . Значит, как показано ранее , £ . Про­

тиворечие. Таким образом, fill и 4ty удовлетворяют условию 3 ) . 
Пусть . Т о г д а найдется такое , что 

С nU.pl • Но ITUp) С • Следовательно, в фонации гГСлр) 
имеется такая группа М п р о с т о г о порядка, что р ^ 'ГССгО . Ввиду з а ­

мечания из второго образца - • б е л е в а . Предположим теперь, что 

|1C(TVt>)l > \ . Обозначим через формацию - foT/TlAF/ РрСР^Трб 
• €• ^оСрУ) . Поскольку всякая формация, порожденная некоторым конем 4-
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ним множеством групп, совладает с формацией, порожденной прямым произве­

дением групп из этого множества, т о £ - формация К р о с с а . П у с т ь А 

произвольная монолитическая группа из -У^ . Нетрудно з а м е т и т ь , что 

= { для некоторого . Значит, по лемме 3 из 

=. .jloifnAF/ Fp^.f"^ ^ • И т а х , всякая монолитическая группа из 'ftjf 

входит в £ Следовательно, 'SQ' С f 0 . Пусть ^fj С И* . Т о г д а 

. Значит, С - разрешимая формация К р о с с а . 

Привлекая теперь результаты работы \11\ заключаем, что -Vl̂ f - формация 

к р о с с а . Пусть ЭД( <j£ ЦЬ . Т о г д а ввиду доказанного выше Спе— 

л<-<вптельно, ( Т Ц р ^ = £ при в с е х р € 'itС'ЗТПЛ . Таким образом, -^.р) — 

= Г Т и р ^ = -Ц) . Н о Ь ̂  "f • Значит, F / F ?( & при в с е х р € 

(г fu ( i~) , т. е . £ С . Таким образом, — ^ - формация К р о с с а . 

: ' .-.к, и удовлетворяют условию 4 ) . Этим мы завершили д о к а з а т е л ь ­

ство необходимости. 

Докажем теперь достаточность. Пусть ^LA.?^) = { р } - Т о г д а ввиду условия 

1 ) р С . Но ^- - локальная формация. Значит, — ТЬр . С л е -

доп.педьно, у» = Cfom 1 , где X - группа порядка р , Р а с с м о т р и м 

случай, когда \1t4W/M > \ . Покажем, что jTUp) 'r^ i - формация К р о с с а 

при в с е х . Е с л и при в с е х р t 

£- 'ilvv^TL/^ и, следовательно, Г Т Ц р ^ ^ = У ^ - формация Кросса по условию. 

Пусть Iflj Ti/ . П о условию в этом случае £/]) С Ob . Т а к как 171/ С 
С f j , то ГЩр) С % . Значит, Г П Л р . Э Д - разрешимая форма-

Гак как Ttb - локальная формация Кросса , то ЛГЦр} - формация Крое— 

пусть nupi = f o v a A , Щ - fovnb . Пусть L, - преизвельная 

руппа из ГПл рЩ . Так как (J* £ ГТЦр) , то экспонента группы L 
1-е превосходит произведения экспонент групп А и Ь Пусть Q - силовс— 

кая - подгруппа группы /_, v. 2 £G4;\JS^) • Т а к хак QlJ^i ^ — 
* Q / L W ^ l Q и по условию I b v l T U p ^ П l U ^ f ) = 0 , то либо Q С 
CI l_j , либо Q П /_i ~^ . П о лемме 5 из ГэП в первом случае Q £ 

£ — А я во втором ^ 0VT1/ Од . Следовательно, ступень лю¬ 
Т) I. ^ 

бой нильпотентной секции из не превосходит наибольшую из ступеней силов -

ских подгрупп группы Д (напомним, что 'Wj' Q . UL ) . Р а с с м о т р и м главный 

фактор Н,К. группы . Т а к как - нильпотентная группа, то 

С С ^ С И / • Значит, L / C ^ С Н / К ) - циклическая группа, п о с ­

кольку она является неприводимой абелевой группой автоморфизмов. Но / .j 

Id »H/lOfe VY. Следовательно, порядок группы / _ / С л Н / Ю не превышает м -
епоненту группы Ь . Но тогда по лемме 5 2 . 2 4 из \ J 2 ] | Н / 1 Д И Ы . 

И гак, порядки главных факторов, экспоненты и ступени нильпотентных секций в с е х 

ци я 

с а . 

j 



О произведении формам ий 5 8 1 

групп из ГГЦ.р̂  Щ образуют конечное множество. Следовательно, ввиду 

результатов работы jjt l j П"Ц.р")^ - формация Кросса . 

Итак, мы показали, что Г Т Ц р } ^ = "|"lP^ ~ Ф ° Р м а ы и я Кросса при в с е х 

- внутренний локальный экран формации 

у . . Значит, по лемме 3 у - локальная формация К р о с с а . 

Теорема доказана. 

С Л Е Д С Т В И Е 1, Т о г д а и т о л ь к о т о г д а п р о и з в е д е ­

н и е ' J J L " t O н е е д и н и ч н ы х л о к а л ь н ы х ф о р м а ц и й fflb 
и Щ - л о к а л ь н а я ф о р м а ц и я К р о с с а , к о г д а 

= < f t p ' г д е р " н е к о т о р о е п р о с т о е ч и с л о . 

С Л Е Д С Т В И Е 2 . Т о г д а и т о л ь к о т о г д а п р о и з в е д е ­

н и е J T U f y н е е д и н и ч н ы х ф о р м а ц и й 'ЩЬ и ^Qi - ф о р ­

м а ц и я К р о с с а , к о г д а в ы п о л н я ю т с я с л е д у ю щ и е 

у с л о в и я : 1 ) ftb и V ) - ф о р м а ц и и К р о с с а ; 2 ) 

) П д Л , Щ с Vb •, з ) <ic№,) п Ъ(Щ =• ф. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть Ш<Щ= ^ О Т Л Ъ От, ft =<ii>(Cr) О KiTtl) {J 

U { ) • г д е 0^ - некоторое простое число, не принадлежащее toiler) 
Ввиду леммы 1 формации имеют такие ло­

кальные экраны ^ и ^ соответственно , что "f̂ P̂  = • Т^Р^ = 

^ # ( W J n p H р б ^ и | ^ р ) " l - j i p ^ = 0 • е с л и P f ̂  • Я с н о Т а к ж о . 
что р = f-Vty • Предположим сначала, что 'ujCWl/) - конечное м н о ж е с ­

тво . Тогда по лемме 3 у - локальная формация Кросса . Ввиду доказанной 

метанилыютентная ло -теоремы Vfy - абелева формация К р о с с а , у-. 

кальная формация Кросса . Значит, n~U.pi - нильпотентная формация К р о с с а , 

г д е jTb - минимальный локальный экран формации у- , р 'ТС . П о лемме 

3 из [ j Q для любой моволитической группы Н из ftb найдется такое 

р f t , что Н fcfTUPi. Поэтому ЦЦ> С JL()T/TV< U rTVin) ' ) . Следо¬ 

вательно, ввиду 1J ffV - нильпотентная формация К р о с с а , Поскольку по у с ­

ловию 3 ) теоремы IC(VIJr) П T t ( , IT lApY) — 0 П Р И в с е х р £ % . т о 

СЦ'ЯМ П ^ ( . V f ^ — 0 • Т а к как Щ/К^ - формация К р о с с а , то Q- =f* 

^ 1 . Пусть Vtl0 = -fom G* • т <»гя* 'Wl'jV)' = - f C U n G - . С л е ­

довательно, ввиду доказанного 

Значит, по \l Q в ? ? W f ) всякая подформация кроссова . П у с т ь fib. ~ 

= - | « / П , А . \€7&/ . Т о г д а Й 1 , Ц Q ЖЪЩ • Следовательно , 

Ttb^ С 71/ . Значит, V& Q Ifb . Но tfb - формация Кросса . 

Поэтому 'itCyK!/') - конечное множество, 

С другой стороны, если - формации К р о с с а , 

V y С Dt , и QCi.Ttb) П T u l V t y ) — ^ , то, как было показано в ходе 
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доказательства т е о р е м ы , - формация Кросса . 

Следствие доказано. 

Для всякого многообразия групп через будем обозначать мно­

жество в с е х конечных групп из f . Хорошо известно, что если м н о г о о б р а ­

зие 1̂ локально-конечно, то ~ OiVb{.y\'^') . Кроме того , в этом 

случае оно кроссово в точности тогда , когда t" ^ - формация Кросса . Д е й ­

ствительно, если р — (МЛА- G" , где Q- - конечная группа, то по т е о р е ­

ме 5 1 . 1 из Q .2J и лемме 2 . 1 из [ б } £ * — QR • Значит, ^ 

формация, порожденная прямым произведением в с е х подгрупп группы G" • С 

другой стороны, если у" ̂  - формация К р о с с а , то, очевидно, ^ - м н о г о о б ­

разие К р о с с а . Учитывая эти замечания докажем следующее утверждение. 

С Л Е Д С Т В И Е 3 Г.1Д. Т о г д а и т о л ь к о т о г д а п р о и з в е ­

д е н и е 'JTtiV '̂ н е т р и в и а л ь н ы х м н о г о о б р а з и й . WSb 
и \fy - м н о г о о б р а з и е К р о с с а , т о г д а 

и м е е т н е н у л е в ы е в з а и м н о п р о с т ы е э к с п о н е н ¬ 

т ы , /1$Ъ н и л ь п о т е н т н о , ^ / J а б е л е в о . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть КП Щ = cKVu G~ г д е G- - конечная 

па. Т о г д а 

мщу* = - формация Кросса . Ввиду следствия 2 

нильпотентная, U) - абелева формация Кросса и 

Это доказывает необходимость. 

Пусть VSb - нильпотентное, - а беле во многообразия ненулевых в з а ­

имно простых экспонент. Т о г д а многообразия 1$Ь и \ty кроссовы. Следова -

тельно, многообразие локально-конечно, а формации 

кроссовы, причем ^ c f t , * G и Я С З Т И ) П 1 4 ^ ) = 0 . 

По следствию 2 i T l / ^ V Q - ^ = C ' ^ ^ O l ^ ) - формация К р о с с а . Значит, Ц$ЪЩ _ 
многообразие Кросса . 
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