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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

1996. Т . 32, J4e 6. С. 774 — 779 

УДК 517.925.5 

МЕТОД ОТРАЖАЮЩЕЙ ФУНКЦИИ ДЛЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 

В. И. МИРОНЕНКО 

В настоящей работе излагается методика применения отражающей функции [1, 2] к изу­
чению двухточечных и обобщенных [3] краевых задач для обыкновенных дифференциальных 
уравнений. 

Рассматриваем систему 

dx/dt = X(t,x), * € l , х = ( ж ь х 2 ) . . . . хп)т € D С H n , (1) 

с непрерывно дифференцируемой правой частью и общим решением в форме Коши </?(£; t0, х0). 
Приведем необходимые нам сведения из работы [1]. 
1) Отражающей функцией (ОФ) системы (1) называется функция F(t,x) := <£>(-£;*, ж), 

определенная в некоторой симметричной по t области пространства (£,ж), содержащей ги­
перплоскость £ = 0. 

2) Для каждого решения x(t) системы (1) с ОФ F(t,x), определенного на симметричном 
промежутке ] ~ а ; а [ , верно тождество F(t, x(t)) = x(~t). 

3) Дифференцируемая функция F(t,x) является ОФ для (1) тогда и только тогда, когда 
выполняется основное соотношение dF/dt+(dF/dx)X(t, x) + X(-t, F) = 0, F(0, x) == x. (Это 
напоминает ситуацию с интегрирующим множителем. В [1] приведены случаи, когда ОФ явно 
находится для неинтегрируемых в квадратурах систем.) 

4) Всякая дифференцируемая функция F(t,x), удовлетворяющая тождествам х = F(Q,x) = 
= F(—F(t ,ж)) , является ОФ для целого класса систем вида dx/dt = —2~l(dF/dx)~~ldF/dt+ 
Jt(dF/dx)~1R(t, х) — R(-t, F) , где R —произвольная непрерывно дифференцируемая вектор-
функция. Этими системами исчерпывается множество всех систем, ОФ которых совпадает с 
F или ее сужением. 

Рассмотрим теперь задачу отыскания решений x(t) системы (1), удовлетворяющих усло­
вию 

Ф(хИ,«(-ы)) = 0 (2) 

или условию 
W 

J V(t,x(t),x{-t))dt = 0. (3) 

о 
Заменой г = t - (а + /3 ) /2 к задаче (1), (2) сводится любая двухточечная задача вида 

Ф(ж(/?),ж(а)) = 0, а к задаче (1), (3) — любая задача вида Ф(ж(/3), х(а)) + / K(t,x(t))dt = 0, 
а 

если после указанной замены условие (3) записать в виде 

j [K(t,x(t))+ K(-t,x(-t))+ - ( ^ (0Ф( * (0 , * ( -< ) ) ) ] dt = 0, 
о 

где tp(t) — любая дифференцируемая функция, для которой ^(0) = 0, ф(и) = 1, a w = 
= (/3 - « ) / 2 , при этом Ф считаем непрерывно дифференцируемой функцией. 

1. Рассмотрим вначале случай, когда для системы (1) удается найти ОФ F(t,x). Учитывая 
второе свойство ОФ, решение краевой задачи (1), (2) сведем к решению "алгебраической" 
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системы Ф(х(и),Р(и,х(и))) = 0. При этом решение ip(t\u>,x0) будет решением задачи (1), (2) 
тогда и только тогда, когда оно продолжимо на [-о;, а;] и Ф(х0, F(u,x0)) = 0. Продолжимость 
решения исследуется обычными методами. Это можно сделать и с помощью ОФ. В том случае, 
например, когда продолжимость решения x(t) на [0,и] (или [~а;,0]) устанавливается из 
других соображений, формула x(~t) = F(t,x(t)) позволяет убедиться в продолжимости или 
непродолжимости рассматриваемого решения на [-и;,0] (или [0,и;]). 

Введем обозначения: 

*«.*.>-(. т = (™:< *«,). 
В качестве первого примера рассмотрим систему 

dx/dt = a Л(сов J,sin£,sin£)£, а € К . (4) 

Л е м м а 1. ОФ системы (4) задается формулой 

F(t,x) = ([/(* + т г / 2 ) + А(-2а90,0))\-гх shXt + U(t)х сШ, 

где А = у/4а2 — 1. 

Эта формула верна как при действительных, так и при комплексных А. При А = 0 выра­
жение shXt/Х следует заменить на £, a chAf — на 1. 

Доказательство состоит в проверке основного соотношения для ОФ. 
Будем искать периодические решения системы (4). Их период может быть равен Тп = 

= 2п7г, п € N. Из определения ОФ и леммы 1 следует 
Л е м м а 2. Матрица Мп оператора монодромии х н+ </?(n7r; ~~П7Г, х) = F(—П7г,ж) для 

системы (4) задается формулой 

Мп = A(2a,(-l)n,(-l)n+l)\-l*h\n* + (-1) п £сЬАптг. 

Эта формула также верна как при действительных, так и при комплексных А. 
У т в е р ж д е н и е . Система (4) имеет отличные от нулевого периодические решения то­

гда и только тогда, когда для некоторых га £ N и к £ Ъ верно равенство 1 -4а2 = (к/т)2, 
при этом все решения системы (4) являются периодическими. Система (4) устойчива не­
асимптотически при 1 — 4а 2 > 0 и неустойчива при 1 — 4а 2 < 0 и ее показатели определя­
ются формулой ± 0 , 5 \ / 4 а 2 — 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно лемме 2, начальные данные периодических решений систе­
мы (4) находятся из системы Мпх == ж, а мультипликаторы [4, с. 183 — 193] — из уравнения 
\Мп — рЕ\ = 0 и равны pi j 2 = (-1) псЬАшг ± shAnx, откуда и следует справедливость утвер­
ждения. 

Т е о р е м а 1. Всякая система вида 

dx/dt = aA(cos t, sin £, sin t)x + eA(ip(t), //(£), v(t)) (4') 

с непрерывными и 2ж -периодическими функциями \i, v при достаточно малых е не­
устойчива при 1 — 4а 2 < 0 и устойчива при 1 — 4а 2 > 0, но 1 — 4а 2 ф n 2 , п 6 N. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как след матрицы системы (4') равен нулю, то оператор мо­
нодромии х ь-* (р(ж;-7г,х) =: А(е)х этой системы сохраняет площадь. Поэтому [5, с 210] 
система (4 ;) будет устойчива, если |tM(e)| < 2, и неустойчива, если |trA(e)| > 2. Так как 
|trA(0)| = |trAfi| = 2|сЬАтг|, то при 1 - 4а2 < 0 А действительно и jtrА(0)| > 2, а при 
1 - 4а 2 > 0, 1 - 4а 2 ф п2 имеем |1;гЛ(0)| = 2| cos7r \ / l - 4а2\ < 2. В силу теоремы о непрерыв­
ной зависимости от параметра эти неравенства будут сохраняться и при достаточно малых £, 
откуда и следует утверждение теоремы. 
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З а м е ч а н и е . Различными заменами переменных к системе (4) сводятся и другие системы. 
Если система у = Q(t)y заменой у = S(t)x сводится к системе с ОФ F(t)x, то ОФ первой 
системы есть S(-t)F(t)S"l(t)y. К системе (4) заменой 

у = U(-at)x 

сведется система 

dy/dt = (aA(cos tx, sin tx, sin t\) + d(t)«/ 2) У> 

где *i = * + 2a(f), «/2 — симплектическая клетка. Вообще система вида 

dy/dr = ^(а0 + ах sin г + а 2 cos r)J5 + а 3i4(cos г, sin г, sin т) + а 4 J 2 ) у 

с постоянными а*, Аг = 0; 4, заменой у = U(-a4r)x exp(a 0r + ai cos т + а 2 sin т) , £ = (1 - 2а 4)г 
приводится к системе (4) с а = а 3 / (1 - 2а 4 ). Поэтому ОФ этой системы можно выписать в 
элементарных функциях, а ее мультипликаторы за период Тп = 2шг суть р 1 | 2 = (~-1)псЬАп7г ± 
ishAnTT, где А = у/4а% - (1 - 2а 4 ) 2 / |1 - 2а 4 | . 

Задача (3) при известной ОФ F(t,x) заменяется задачей / V(t,x(t), F(t,x(t)))dt = 0, что 
о 

может облегчить ее решение. 

Т е о р е м а 2. Все продолжимые на [—и,и] решения уравнения 

dx/dt = m(t)x2 + xm(t)0(t) sin t + m(t) + (3(t) cos * 

с непрерывными и нечетными m(t) — 0,5 t/ /?(£) удовлетворяют соотношению 

/ a(«) + b(t)(x sin t + cos tf J /, , x f / 

/ i / . ч п

 ; rf* = (a(t) + b(-t))dt, 

J l + (zsin* + cos*) 2 У 
-w о 

если только a(t) + Ь(~~0 — четная функция. Если же a(t) + 6(—£) — произвольная непре­
рывная положительная на [—о;, и] функция, то интеграл, стоящий слева в интегральном 
равенстве, положителен. 

Для доказательства достаточно представить рассматриваемый интеграл в виде (3) и вос­
пользоваться вторым свойством ОФ, определяемой равенством F(£, х) = (z cos tf—sin t)/(x sin t+ 
+ cost), в чем можно убедиться, проверив основное соотношение для ОФ. 

2. Для некоторых дифференциальных систем удается установить структуру ОФ, что об­
легчает их исследование. В качестве примера рассмотрим систему 

dx/dt = P(t)x + a( t , хТу)х, dy/dt = j(t)y - Р Т ( - « ) У + /?(*, * T y ) » (5) 

с непрерывной n x n -матрицей P и нечетными no t скалярными функциями a, /?, 7 , при ко­
торых решения этой системы однозначно определяются своими начальными условиями. (Здесь 
т означает транспонирование.) 

Л е м м а 3. ОФ системы (5) имеет вид 

F(t,x,y) = d iag(P (0 ,F T ( -0 ) (^J / ) T = (FWx^i-W, 

где F(t)x — ОФ системы dx/dt = P(t)x и, значит, F + FP(t) + P(-t)F = О, F(0) = £. 
Д о к а з а т е л ь с т в о состоит в проверке основного соотношения для ОФ. 
Т е о р е м а 3. Пусть для постоянных п х п-матриц A,B,C,D квадратичная форма 

хТАТСх + yTBTDy + xTATDy + утСтВх - хту положительно (отрицательно) определена. 
Тогда при любых постоянных векторах а, 6 задача 

х(-и) = Ах(и>) + Ву{и) + а, у(-и) = Сх(и) + Dy{u) + b (6) 

для системы (5) имеет единственное решение, если только все решения этой системы про-
должимы на [—и^ш]. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно второму свойству ОФ, решение x(t)>y(i) системы ( 5 ) бу­
дет удовлетворять условию (6) тогда и только тогда, когда F(u)x(u) = Ах(и) + Ву(и)+ 
+а, FT(-u)y(w) = Сх(и) + Dy(u) -f b. Эта линейная относительно х(и)>у(и) система име­
ет единственное решение тогда и только тогда, когда соответствующая однородная система 
F(u)x = Ах + By, Fr(-u)y — Сх + Dy имеет только нулевое решение. Поэтому для дока­
зательства теоремы достаточно показать, что последнее имеет место. В самом деле, для лю­
бого решения этой системы xry = xrFT(u)FT(-u)y = [F(u)x]TFT(~u)y = xTArCx + xTATDy+ 
+yTBTCx+yTBTDy, откуда следует равенство xTATCx+xTATDy+yTBTCx+yTBTDy-x'Ty = О, 
из которого в силу условий теоремы получаем х = у = 0. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . Так как для системы (5) xT(-t)y(t) = [ F ( 0 * ( 0 1 T ^ ( - ' M 0 5 я т ^ т ( Х ) х 

xFT(-t)y(t) = xT(t)y{t), то 

| iJf(.,a;T(0y(0)A = J[K(t,xT(t)y{t)) + K(-t,x*(t)y(t))]dt. 
- w 0 

Воспользовавшись этим равенством, можно вынести суждения и о решениях обобщенных кра­
евых задач для системы (5). 

Т е о р е м а 4. Задача dx/dt = P(t)x+a(t)y, dy/dt - P{t)y+j(t)y+P(t)x; Фх(х(и),х(-и)) = 
= 0, $2(2 /(^)5 У С " * " ^ ) ) = 0, где Р — непрерывная п х п -матрица, а скалярные непрерывные 
функции а, /3, 7 нечетны, разрешима тогда и только тогда, когда для системы dx/dt = 
= Р(£)ж разрешимы как задача Фг(х(и),х(~и)) = 0, maw и задача Ф2(х(и),х(—и)) = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы следует из того, что ОФ рассматриваемой системы имеет вид 
(F(t)x,F(t)y)T, где F(t)x есть ОФ системы cta/dtf = P(t)%\ в чвхМ можно убедиться, проверив 
основное соотношение для ОФ. 

Т е о р е м а 5. Пусть система (1) имеет линейную ОФ F(t,x) = F(t)x, для которой 
det[A + BF(u)] ф 0, где А и В — некоторые постоянные п х п -матрицы. Тогда для 
достаточно малых е краевая задача dx/dt = X(tyx) + eY(tyx)} Ах(и) + Вх(-и) = 0, где X 
и У — непрерывно дифференцируемые функции, имеет хотя бы одно решение, если только 
решения рассматриваемой дифференциальной системы продолжимы на [—a;, а;]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ift(t\t0,x0,e) —решение исследуемой системы, которое в силу 
теоремы о непрерывной зависимости от параметра можно представить в виде ф(Ц^,х0,е) = 
= <p(t;tQ,x0) + a(Mo> где <р — решение системы (1), а a -» 0 при е —> 0. Поэтому 
ОФ нашей системы Ф(*,ж,£) = il>(-t;t,x,e) = F(t)x + а(-*,£,ж,£), а уравнение для опре­
деления начальных данных х(и) = ж решений изучаемой краевой задачи будет иметь вид 
Ах + BF(uj)x + Pa(—о;,о;,ж,е) = 0. Применением к этому уравнению теоремы о неявной за­
данной функции завершаем доказательство теоремы. 

3. В тех случаях, когда не удается найти ОФ, можно попытаться установить некоторые 
неравенства, связывающие Р(ы,ж) и ж, которые могут оказаться полезными [2]. Следует 
при этом иметь в виду, что ОФ системы (1) задает интегральное многообразие ж = F(t,x) 
системы 

dx/dt = X(t, ж), dx/dt = -X(-t, ж), (7) 

содержащее плоскость t = 0, ж = ж. 
Доказательство следующей теоремы не вызовет затруднений, если учесть, что для всякого 

решения ж(*), x(t) системы (7), для которого ж(0) = ж(0). функция x(t) —решение системы 
(1), а x(t) = x(-t). 

Т е о р е м а 6. Пусть для непрерывно дифференцируемой функции V при всех t € [0;a;[ 
(t€]0;u;[) и ж, ж, удовлетворяющих условию ж,ж) = 0, справедливо неравенство 

dV dV dV-, Ч 0 V , 

* ! = Э Г + л - * * < - • • * > > 0 -
Тогда V{tbx(t\x(-t)) > 0 при всех t e]0;u] (t £ [0;u>]), если только К(0,ж(0),ж(0)) > 0 
( > 0), в частности V(u, х(и>),х(—и)) > 0. 
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П р и м е р 1. Пусть a(t) — нечеткая непрерывная функция, а непрерывные функции 
a(t), b(t) при t G]0;u;[ удовлетворяют неравенствам a(t)-a(-t) > 0, b(t)~~b(-t) > 0. Тогда 
для любого продолжимого на [-ш,и] решения x(t), х(0) > 0, уравнения х = a(t) + a(t)x+ 

+b(t)x2 выполнено неравенство J x(t) dt > 0. Для доказательства заметим, что J x(t) dt = 

и/ 
= / [ « ( < ) + ЕСЛИ ПОЛОЖИТЬ V = х + ж, то в рассматриваемом случае dV/dt |v=o= о 
= (a(t) — <*(-*)) + (b(t) - Ь(-£))ж2 > 0 при t €]0;w[. Тогда по утверждению теоремы 6 справед­
ливо неравенство V > 0, а значит, и доказываемое неравенство. Отсюда следует, в частности, 
что если рассматриваемое уравнение Риккати имеет отрицательное на [—a;, а;] решение, то 

задача / x(t)dt = 0 однозначно разрешима при некотором х(0) < 0. 
--и/ 

П р и м е р 2. Пусть для скалярного уравнения (1) при произвольном ж € Ж и t € [0;a/] 
выполняется неравенство X(t,x) + X(-t,x) > 0. Тогда для любого продолжимого на [— 

решения x(t) уравнения (1) выполнено неравенство / (p(t)x(t)dt > 0, какова бы ни была 

непрерывная нечетная функция < (̂£), положительная при £€]0;и>[. Для доказательства этого 
факта положим V = х - ж, применим теорему 6 и учтем, что 

ш и> и) 

J <p(t)x(t)dt = J <p(t)(x(t) - x(-t))dt = J <p(t)V(t)dt. 
~ш 0 0 

Т е о р е м а 7. Пусть при некотором х(0) функция V(tjX,x) и система (1) удовлетворя­
ют условиям теоремы 6 и для некоторого хх выполнено неравенство V ( 0 , X i , £ i ) > 0. Пусть 
также для системы (1) разрешима двухточечная краевая задача V(u,x(co),x(--u)) = 0. То­
гда для системы (1) разрешима и обобщенная задача 

I V(t,x(t),p(-t))dt = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть y(t) —решение указанной в условии теоремы двухточечной 
задачи. Тогда, поскольку для V(t) := V(t,y(t),y(-t)) верно неравенство dV/dt > 0 и V(u) = 

= 0, V(t) < 0 при всех t € [~u;,u>[, поэтому fV(t)dt < 0. Это значит, что непрерывная 
о 

относительно х0 функция U(x0) := fvft,<p(t]0,Xo)iip(-t;0,xQ)) dt принимает отрицательное 

значение при х0 = у(0). Так как, согласно теореме 6, U(x\) > 0, то U принимает как 
положительные, так и отрицательные значения, а следовательно, для некоторого х0 верно 
U(x0) = 0. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . Условие разрешимости краевой задачи в теореме 7 можно заменить условием 
существования решения (f(t) системы (1), для которого 

I v(tM*)M-t))*t<o-
О 

4. В случае, когда удается установить эквивалентность [1, с. 21] системы (1) некоторой 
системе у = Y(t,y) (т. е. доказать совпадение ОФ этих систем), решение краевой 
задачи (1), (2) будет при t = и иметь те же начальные данные, что и решение задачи (2) 
для системы у = Y(t, у). Для доказательства эквивалентности двух систем достаточно уста­
новить совместность системы, состоящей из двух основных соотношений. Соответствующим 
примером служит 

Т е о р е м а 8 . Пусть для непрерывной P(t) и дифференцируемой A(t) п х п-матриц 
существуют нечетные скалярные непрерывные функции ak(t)> k = 0 , т , для которых 

* = о 

7 7 8 



Тогда, какова бы ни была нечетная непрерывная скалярная функция a(t), системы 

dx/dt = P(t)x dy/dt - [P(t) + a(t)A(t)]y (8) 

имеют одну и ту же ОФ. 
Для доказательства за2^етим, что в данном случае ОФ линейны. Пусть F(t)x — ОФ 

первой системы из (8). Покажем вначале, что FA = AF, Т . е. что V := FA - AF = 0, где 
Д = A(t), А = Д(-£), Для этого заметим, что V удовлетворяет уравнению 

и начальному условию V(0) = 0. Отсюда в силу теоремы существования и единственности 
решения задачи Коши и следует тождество V(t) = 0. Для завершения доказательства теоремы 
остается только проверить выполнение основного соотношения для функции F(t)x и второй 
системы из (8), что легко сделать, воспользовавшись равенством FA = AF. 
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