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= [ o p ] ' ^ ( P M I = [ Q Q ] ' Уравнение ( 7 . 4 ) принимает вид (обо­

значим: * = c o l [ x ' , x 2 ] , x},_h = %; «4,=<>l, ^ 3 + Л = * 2 ) 

й 2

4 ) ( т ) + ^ 3 ) ( т ) + х ( 3 ) ( т ) = 0 , т е Г . ( 7 . 8 ) 
Условия ( 7 . 5 ) таковы: 

# 2 ( 0 ) = 0 ; 

# 2 ( 0 ) + * , ( 0 ) = * 2 ( - / г ) ; 
^ ° ( 0 ) + ^ ' - 1 ) ( 0 ) = М ' ~ 1 ) ( - А ) + ^ ' " 2 ) ( - А ) , < = 2 Д ( 7 - 9 ) 

Решая ( 7 . 8 ) , ( 7 . 9 ) , получаем 

о 
и,,: \ u,,(x)dt + х/,_»(т)Л + * ' ( ' з - А ) = 0 ; 

- А 

u h + h ( x ) = \ *, '_*(т)Л:+ j U ( 3 ( T ) d t , т е Г . (7.10) 
т т 

Управление ( 7 . 1 0 ) будет успокаивающим для ц^Хо при любом ^ з > 0 , 
что легко проверить, подставляя ( 7 . 1 0 ) в ( 1 . 1 ) . 

О п р е д е л е н и е 6̂  Систему 2 назовем асимптотически управляе­
мой, если V r j ^ C Зи^С=> lim x(t)=0. 

Если Re h<.0 VA,;^ А, то система 2 асимптотически управляема ввиду 
следствия 2 . Соответствующее управление и находится как решение за­
дачи ( 7 . 4 ) , ( 7 . 5 ) , ( 7 . 7 ) , где r] = yf. 
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В. И. МИРОНЕНКО 

О Т Р А Ж А Ю Щ А Я ФУНКЦИЯ И ИНТЕГРАЛЬНЫЕ М Н О Г О О Б Р А З И Я 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х С И С Т Е М 

В настоящей работе понятие отражающей функции (ОФ) [ 1 ] свя­
зывается, с широко используемым понятием интегрального многообра­
зия 1 [ 2 ] / что позволяет геометрически истолковать условия наличия 
и отсутствия периодических решений периодических систем. Так как 
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некоторые предложения являются, по существу, лишь переводом 
теорем об ОФ на язык интегральных многообразий (ИМ), то их дока­
зательства опущены. При этом, однако, приводятся достаточно убеди­
тельные (на наш взгляд) пояснения, почему эти предложения должны 
быть верны. 

Изложение начнем с напоминания необходимых для понимания 
настоящей работы фактов из теории ОФ [1]. Рассмотрим систему 

itjL / G R , X E D C R " , (1) 

с непрерывно дифференцируемой правой частью и .общим решением 
в форме Коши <р(*;*о, хо). Д л я э т о й системы ОФ определяется равен­
ством F(ty х): = Ф ( — /; U х) и удовлетворяет основному соотношению 

JL + ^LX(trx)+X(-t,F)=0, F(0,x)=x. (2) 

Если x(t) есть произвольное решение системы (1), определенное 
на некотором симметричном интервале ] — а,ос[, то F(t9 x(t)) =х( — t), 
F( — t, х( — t)) =x(t), т.е. ОФ дает возможность по прошлому состоя­
нию системы х( — t) найти ее будущее состояние x(t) и наоборот. 
Можно показать, что это свойство ОФ может быть принято за ее опре­
деление. Этому свойству ОФ можно дать и другое толкование. Пусть 
на поверхности АВ (рисунок) некоторой среды, заполняющей простран­
ство между АВ и CD, некоторый источник сигналов в момент време­
ни ( — /) испускает сигнал интенсивности х( — / ) . В момент времени 
/ = 0 этот сигнал отражается от поверхности С Д а в момент времени / 
приемное устройство на АВ регистрирует отраженный сигнал интен­
сивности x(t). 

Тогда ОФ — это функция, которая по интенсивности x(t) позволяет 
найти интенсивность x( — t) и наоборот. Если эта функция F(t,x) (ОФ) 
известна и дифференцируема, то можно построить целое множество 
дифференциальных систем вида 

ж - - Ж ) ~ ' % + ( £ Г ' * ™ - * < - ' - ' > - <*> 
ОФ каждой из которых совпадает с F(t,x) (здесь R(t,x) есть произ­
вольная вектор-функция, для которой правая часть системы (3) удовле­
творяет условиям некоторой теоремы существования и единственности 
задачи Коши). 

Две системы названы эквивалентными, если их ОФ совпадают 
в общей для ОФ области определения. Если F есть ОФ, характери­
зующая соответствующий класс эквивалентных систем, то каждая сис­
тема из этого класса имеет вид (3). В каждом классе выделена про­
стейшая система 

dx (dF \-' dF • 

которая может быть опознана по свойству 
s( — t, F(t, х)) = 5 ( / , х), если использо­
вать при этом основное соотношение (2). 

Если система (1) 2о)-периодична по t, 
то F( — со, х) = ф ( с о ; — со, х) есть ее отоб­
ражение за период, и поэтому решение 
Ф(/; —со, х 0 ) системы (1) будет 2со-перио-
дическим тогда и только тогда, когда 
F( — со, хо)=х0. Неинтегрируемая в квад­
ратурах система может иметь элементар-
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ную ОФ. Благодаря этому, используя основное соотношение (2), для 
некоторых систем удается найти отображение за период и начальные 
данные периодических решений, а также исследовать эти решения на 
устойчивость. Примеры этого читатель найдет в [Ц. 

Рассмотрим теперь наряду с системой (1) системы 

dx 
— = -X(-t,x), (4) 

^=X(t9x)9-%L=-X(-t9i). (5) 

Пусть x(t) есть решение системы (1). Тогда, в чем можно убедиться 
проверкой, функция x(t):=x(t) является решением системы (4). Сис­
тема (4), как следует из основного соотношения (2), может быть полу­
чена из системы (1) заменой переменных x = F(t9 х) , где F есть ОФ 
системы (1), а множество 

M: = {(t,x,i):i=F(t,x)} (6) 
является ИМ системы (5). Таким образом, получена 

Л е м м а . Дифференцируемая функция F(t,x) задает ОФ системы 
(1) тогда и только тогда, когда (6) есть интегральное многообразие 
системы (5), сечение которого гиперплоскостью t = 0 представляет собой 
плоскость / = 0, х—х. 

Формальное доказательство этой леммы не представляет особых 
трудностей. 

ИМ системы (6) может быть задано и уравнением вида (У (/, х, х) = 0 . 
Поэтому эта лемма может быть сформулирована как следующая 

Т е о р е м а 1. Пусть U(t9 х, х) — дифференцируемая вектор-функция, 
позволяющая однозначным образом разрешить уравнение U(t, х, х ) = 0 
относительно х. Тогда ОФ системы (1) F(t,x) удовлетворяет тождеству 
сУ(/, х, F(t, х)) ==0 тогда и только тогда, когда множество 

М: = { ( / , J C , X ) :U(t, x , x ) = 0 } (7) 

является интегральным многообразием системы (5), сечение которого 
гиперплоскостью t = 0 совпадает с плоскостью / = 0, х = х . 

Если система (1) 2со-периодична по t, то F( — со, х) есть ее отобра­
жение за период, а из теоремы 1 следует 

Т е о р е м а 2. Пусть (7) — интегральное многообразие системы (5), 
сечение которого гиперплоскостью t = 0 совпадает с плоскостью / = 0, 
х = х. Тогда отображение за период Т(х) ==ф(со, — со, х) ^-периоди­
ческой по t системы (1) удовлетворяет соотношению 

£ / ( - с о , х , Г ( х ) ) ^ 0 , (8) 

а продолжимое на [ — со, со] решение x(t) системы (1) будет ^-перио­
дическим тогда и только тогда, когда точка А: = (со, х(со), х(со)) при­
надлежит этому многообразию (7). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (7) есть ИМ системы (5). Тогда, 
согласно теореме 1, для ОФ системы (1) верно соотношение 
U(t9 х, F(ty х)) = 0 , из которого при t= — со следует доказываемое тож­
дество (8). Так как для 2со-периодического решения x(t) точка х(со) = 
= х( — со) есть неподвижная точка отображения Г, то из соотноше­
ния (8) следует, что А^М. 

Пусть теперь точка Л е М . Тогда график решения {y{t),y(t)) 
системы (5), проходящего через точку Ау принадлежит многообразию М. 
При этом y(t) является решением системы (1), a y{t) — системы (4). 
Так как «/(со) =х(со) , то в силу единственности решения задачи Коши 
для системы (1) у ( / ) = х ( / ) . Так как в сечении многообразия М гипер­
плоскостью / = 0, х = х (а точка (0, у(0), у(0)) лежит в этом сечении), 
то у(0) =у(0) = х ( 0 ) . Функция х( — / ) , как и функция y(t), является 

•986 



решением системы (4) и при t — О проходит через ту же точку х(0). 
Поэтому y(t)=x( — t). Полагая здесь / = со, получим равенство х(со) = 
= х( — со), доказывающее 2со-периодичность x(t). Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е 1. Из теоремы 2 следует, что если система (5) имеет 
интегральное многообразие, сечения которого гиперплоскостями _t = 0 
и / = со совпадает соответственно с плоскостями / = 0, х = х и / = со, х = х, 
то всякое продолжимое на [ — со, со] решение системы (1) является 
2со-периодическим. 

З а м е ч а н и е 2. Размерность многообразия М равна Если 
М 0 есть интегральное многообразие системы (5), содержащееся в М, 
то всякая точка (со, а, а) порождает 2со-периодическое решение 
2со-периодической системы (1). Если же М\ есть интегральное много­
образие системы (5), содержащее Af, то можно утверждать лишь, что 
для всякого 2со-периодического решения x(t) системы (1) точка 
(со, х(со), х(со)) <=М\. 

П р и м е р 1. Пусть для 2со-периодической по / системы (1) суще­
ствует нечетная вектор-функция а ( / ) , для которой 

d a W +x{t,x)+X{-t,x + a{t))=0. 
dt 

Тогда эта функция удовлетворяет также системе 

(t,x0)+-^-(-t)x0 + a(t))=0 Vxo€=D. 
дх дх 

При этом соответствующая система (5) имеет ИМ, задаваемое уравне­
нием x = x-\-a(t). В сечении этого многообразия гиперплоскостью t = 0 
выполнено равенство х = х. Поэтому, согласно теореме 2, если а ( с о ) = 0 , 
то все решения рассматриваемой системы (1) 2со-периодичны, если же 
а (со) Ф0У то ни одно решение рассматриваемой системы (1) не является 
2со-периодичным. Примером такой системы является уравнение 

dx 
—ц- =a(t) c o s x - f b\t) s i n x - f c ( t ) , 

для непрерывных и 2со-периодических коэффициентов которого выпол­
нены соотношения: 

а, (0 cosK(0—*н(0 sin Р(/) = 0 , 

М О cos р(0 + а н ( 0 sin р(/) —0, 

где 
t 

р ( 0 : = — \ c , ( T ) d x , 

а ч ( { ) : = а « ) + а ( - 0 f а н ( 0 : = a ( t ) - a ( - t ) 

П р и м е р 2. Для системы 

dx 
=A(U х) +yB(t, х) =a + $r + yre\ 

= а ( / , x) +yb(t, x) +y2c{U x) SEE 

^(Р + 8)е-* + уЬ-у2г-^е\ 

где а, p, г, 5 , б, 6 Н — любые непрерывно дифференцируемые функции 
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/ и ху нечетные и 2со-периодические по /, а четные по / функции 

^ ds ds dp 
4 dt dx dx ' 

„ _ f t 2 r ds * dp dp 

соответствующая система (5) имеет ИМ вида 

х = х, y=y<?*-x) + 2fi(t,x)e*'-x\ 

Поэтому, согласно теореме 2, продолжимое на [ — со, со] решение 
(x(t)9y(t)) рассматриваемой системы будет 2со-периодическим тогда 
и только тогда, когда 

у (со) е 2 з М ш ) ) + 2р (со, х (со)) e s ( w'* ( w ) ) = у (со). 

Так как для нечетных 2со-периодических по / функций s и р верны 
тождества s(co, х) =Р(со, х) =0У то любое продолжимое на [ — со, со] 
решение рассматриваемой системы будет 2со-периодическим. Заметим, 
что через Л, В9 a, b функции а, р, г, s, б, Ьн выражаются по формулам 

r = ^J—B(t9 x)B( — t9x) \.s = \nB{t9x)/r(t9 х); 

Q _ A(t9x)+A(-t9x) _ A(t9x)-A(-t9x) 
P ~ 2r(t,x) ' a ~ 2 

_ bj^x)-b{-t, x) _ a(t9 x)es{t>x) + a(-t;x)e-s{t'x) 

t>* 2 ; P ~ 2 ; 

b4 = b — bH; b = aes — p. 

Наряду с системой (1) рассмотрим возмущенную систему 

dx 
i i i - =X(t, x)+A(t9 x)9 / < = R , X G D C R " . ( 9 ) 

Будем считать, что А(/, х)у как и X(t9 х)9 есть 2со-периодическая по t9 

непрерывно дифференцируемая функция. Пусть система (1) имеет ОФ 

F(t,x) = (F{(t,x)9:.. 9Fn{t9x))\ 

для которой f(co, х)=х при всех x^D. Тогда все продолжимые на 
[ — со, со] решения системы (1) будут 2со-периодичны. Для m < n опре­

делим множество 

Ms: = { (t, х, х) :xi<Fi{t, х)9 / = 1 , 5 ; xk>Fk(t9x)9 k= (s + l)9 т}. 
Границей множества Ms является множество Г5, которое характери­
зуется тем, что хотя бы для одного {1, 2, . . . , т} выполнено равен­
ство xi = Fi(t^x). Множества Ms и Ts не имеют общих точек. Положим 
Xjl = (XU •.. , Fj(t, X), Х /4 - i , ... , хп). 

Т е о р е м а 3. Пусть: 1) функция F= (F\, ... , Fn)T есть отражающая 
функция системы (1) и F(co, х)=х при всех x<=D\ 2) для ^-перио­
дической по t системы (9) выполнены неравенства 

Xi(-t, h) -Xt{-t,F(t,x)) + (t, x)A(t,x) - f Д , ( - / , xt)> 0, 

(10) 

Xk(-t,Xk)-Xk{-t,F(t,x)) + -^- (t,x)A(t, x)+Ak(-t,xk)<0 

(11) 
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при / е ] 0 ; ю [ ; {t,x, х ) ^ Г 5 ; i=l,s; k= ( s + 1 ) , т. Тогда система (9) 
не имеет 2^-периодических решений и для любого решения x(t) этой 
системы тонка А: = (со, х(со), х(со)) е M s . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из неравенств (10), (11) и основного 
соотношения для О Ф следует, что каждая точка границы Г5 множе­
ства Ms является точкой входа [3, с. 52] для системы вида (5), соот­
ветствующей системе (9), т. е. векторы поля, определяемого этой системой, 
на Г5 направлены внутрь Ms. Поэтому [3, с. 53] график решения 
(x(t)yx( — t)) рассматриваемой системы вида (5), начавшись при t = 0 
на Г5, входит в Ms и в дальнейшем не может покинуть Ms при / ^ ] 0 ; со[. 
Это значит, что если решение x(t) системы (9) продолжимо на [ — со, со], 
то A^MSl и поэтому х(со) Фх{ — со), а решение x(t) системы (9) не 
является 2со-периодическим. Теорема доказана. 

П р и м е р 3. Рассмотрим 2со-периодическую по t систему 

— = а ( / , х) +yr(t, * ) e s ( / ) + Ai х , у) = :X(t, х, у), 

= а(*. у)е^-а( -/, уе2^) ~ У ^ - +Д2(*, х,у) = : Y(t, х, у), 

где а, г, s — нечетные по t функции. Пусть M\:={(t, х, уу х, у): 
x{x,y)ye2s{t)). Тогда неравенства (10) и (11) примут вид 

X(-ty х, у ) -X(-t, х, ye2s) + A i (/, х, у) + А. ( - * , х, у)> 0, 

Г ( - * , х, ye2s) - Y(- /, х, ye 2 s ) + e 2 s A 2 (/, х, у) + А 2 ( - /, х, ye2s) < 0 , 

откуда после упрощений получим неравенства 

re-s(ye2s-y) + Д , (/, х, у) + А, ( х , у ) > 0, 

e 2 s A 2 ( / , x , t / ) + A 2 ( - / , x , y e 2 s ) < 0 . 

Эти неравенства наверняка выполнены, если при всех (/, х, у), / е ] 0 , со[ 
выполняются неравенства г(/, х) < 0 , Ai (/, х, у)> 0, А 2 ( / , х, у) < 0 . В этом 
случае рассматриваемая система не имеет 2со-периодических решений. 

Так как О Ф системы (1) F(t,x)=x тогда и только тогда, когда 
X(t,x) нечетна по / [1,с. 13], то из теоремы 3 следует 

Т е о р е м а 4. Пусть для 2со-периодичной по t системы (1) при 
некотором s выполнены неравенства: 

Xi(t9'x)+Xi(-t,Xi)>09 i=T7s, 

Xk(t9x)+Xk(-t,xk)<09 k=(s+\),n9 

/€=]0, w[, ( / , Х , Х ) Е Е Г 5 , 

X / ! = ( X i , . . . , X ' i — i, X/, X/-f-1, . . . , Х ц ) . 

Тогда система (1) не имеет 2(р-периодических решений и х,( — со) <х,(со) 
при / = 1 , 5 , a xk( — со)> х*(со) при k=(s+l),n. 

Для доказательства достаточно в теореме 3 положить 

А : = "У" * ) + * ) )> х ) : = - i - (*(/, х) - * ( - / , х ) ) . 
З а м е ч а н и е 3. При п = 1 теорема 4 утверждает, что если для 

уравнения (1) при / ^ ] 0 , со[ и' любом х выполнено неравенство 
X(ty х) +Х( — t, х) ф0у то уравнение (1) не имеет 2со-периодических 
решений. При этом если X(t, х) +Х( — /, х ) > 0, то х( —со) <х(со) , 
если же X(t, х) +X( — t, х) < 0 , то х( —со)> х(со). 

С л е д с т в и е . Пусть для 2^-периодической по t системы 
dx п 

^±L= £ / М О * / + Д/ ( '>•* ) . / E R , Х Е Е Г , I = 1,/I, 
/ = 1 
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с непрерывно дифференцируемой правой частью выполнены условия: 
1) функции А/(/, х)9 / = 1 , л , не обращаются в нуль; 2) функции pij(t) 
нечетны и для них при / ^ ] 0 , со[ выполнены неравенства 

sign Д/sign Д / > 0. Тогда рассматриваемая система не имеет 
^-периодических решений и (х/(со) — лг/( — со)) sign Д;> 0. 

Для доказательства достаточно проверить выполнимость условий 
теоремы 4, считая Ms: ={(/, х, х): (*,— *,•) sing Д,-> 0 }. 

З а м е ч а н и е 4. Несмотря на то, что теоремы 3 и 4 устанавли­
вают условия отсутствия периодических решений, их можно исполь­
зовать для доказательства существования периодических решений, если 
воспользоваться тем, что при выполнении условий этих теорем точка 
(со, х(со), х(со)) G M s . Приведем на этот счет один иллюстративный 

П р и м е р 4. Пусть нам задано уравнение 
НУ 

2L=f(t,x)-x3, (12) 

где непрерывно дифференцируемая функция /( / , х) нечетна и 2со-перио-
дична по /. Наряду с (12) рассмотрим уравнение 

dx 

-JL=f(t,x)-(\x-a\+a)\ aeER, а > 0, 

совпадающее с уравнением (12) при х^а. Для этого уравнения 

X(t,x) +X( — t,x) = -2(\х-а\ + а ) 3 < 0 . (13) 

Поэтому, согласно теореме 4 (замечание 3), для любого решения x(t) 
уравнения (13) выполнено неравенство х( — со)> х(со). Так как при 
х^а уравнения (12) и (13) совпадают, то для всякого решения x(t) 
уравнения (12), удовлетворяющего при [0, со] неравенству x(t)^a, 
также выполнено это неравенство х( — со)> х(со). 

Если теперь рассмотреть уравнение 

- ^ = / ( / , * ) + ( U + a | + a ) 3 , 

совпадающее с уравнением (12) при х < — а, то аналогично предыду­
щему докажем, что всякое решение x(t) уравнения (12), удовлетво­
ряющее при [0, со] неравенству * ( / ) < — а , удовлетворяет также 
неравенству х( — со) <х(со) . Таким образом, отображение за период 
Т:х( — C O ) I - ^ J C ( C O ) для уравнения (12) преобразует отрезок [х( — со), 
х( — со)] в себя. Так как такое отображение имеет неподвижную точку, 
то, согласно общему принципу [4, с. 12], уравнение (12) имеет хотя бы 
одно 2со-периодическое решение. 

Аналогичными рассуждениями доказывается 
Т е о р е м а 5. Пусть при п = 1 и некотором а> 0 2ы-периоди-

ческая по t и непрерывно дифференцируемая функция X(tyx) удовле­
творяет неравенствам: 

X(t9x)+X( — t9x)<0 при /€=]0 ,©[ , * > а , 

X(t,x)+X( — t,x)>0 при f e ] 0 , ©[, a. 

Тогда уравнение (1) имеет хотя бы одно 2^-периодическое решение. 
Для доказательства достаточно рассмотреть уравнения 

^L=X(t,а+\х-а\9 -%f=X(t, - a - U + a | ) , 

которые удовлетворяют условиям теоремы 4 (замечание 3). При этом 
одно из этих уравнений совпадает с уравнением (1) при х > а , а второе 
совпадает с уравнением (1) при х^~а. 
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УДК 517.925.44 

П. Н. САВЕЛЬЕВ 

О Д И С С И П А Т И В Н О С Т И ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ ЛЬЕНАРА 

В работе рассматривается обобщенное неавтономное уравнение 
Льенара 

x" + f(x9 x')x' + g{x) =e(t, х, *'). 

Одним из условий для этого уравнения обычно является следующее: 

\e(t, х, у) | < т ( х ) . 

Объектом нашего исследования будет D(F)—пространство решений 
дифференциального включения u'^F(u)y где 

u(t) = (x(t),y(t)),te=R, 

F(x, У) = M X ( - / ( * , y)y-g(x) + [-m(x)%m(x)\). 

Основной целью настоящей работы является обобщение результата 
Картрайт и Свиннертон-Дайера о диссипативности автономного уравне­
ния Льенара (т. е. при e(t, х, у)^0) — теоремы 8 из [1]. Этот результат 
будет распространен на неавтономные пространства решений класса 
Rce(RXR2) (см. [2—4]). Это дает нам возможность рассматривать 
функции /, g и е со всевозможными особенностями (первый результат 
такого типа получен В. В. Филипповым в [4]). Кроме того, будут ослаб­
лены ограничения на функции / и g. Полученная теорема также обобщает 
ряд других теорем об уравнении Льенара [5—7], а также результат, при­
надлежащий автору — теорему 4 из [8]. 

В соответствии с [3] пусть CS(U) обозначает множество всех непре­
рывных отображений z, области определения которых n(z) являются 
отрезками действительной прямой, а графики лежат в области UczRn. 
Будем писать Z^Rce(RxRn), если для пространства решений ZaCs(U) 
выполнены аксиомы существования и непрерывной зависимости реше­
ний от начальных условий (см. [3, с. 209]). 

Пусть для S > 0 Bs = {(x, y):x2 + y2^S}. 
О п р е д е л е н и е . Пространство Z^Rce{RXRn) назовем диссипа-

тивным, если существует такое S > 0 , что для любого z ^ Z + найдется 
такое / 0 £ я ( 2 ) , что z(t)^Bs для любого л(z) f| [to, °° [ (заметим, 
что в этих предположениях sup л (z) = оо). 

Зафиксируем числа А > а> 0, / ? 0 > D> 0, е, р > О, А,> 8 , — 1 < а < 0 
и функции f:RXR-+R, g:R-+R, m, c:R-+R+ [}{0] (условия на них будут 
даны ниже). 

Пусть ( / = ( ( x , ! / ) : W a М ̂ со­
считаем, что у нас заданы вспомогательные непрерывные функции б, 

А: C s ( с У ) U {°°}- Рассмотрим следующие условия на l^Cs(U): 
А) если п{1) = [хих2], то - в ( £ ) -Цх2) < А ( 6 ) . 
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