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УДК 517.923 

В. И. М И Р О Н Е Н К О 

Ф У Н К Ц И О Н А Л , П Р И Н И М А Ю Щ И Й Э К С Т Р Е М А Л Ь Н Ы Е З Н А Ч Е Н И Я 
НА П Е Р И О Д И Ч Е С К И Х Р Е Ш Е Н И Я Х Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О 

У Р А В Н Е Н И Я 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 

x = X(t, х), teR, * e R , (1) 

с непрерывно дифференцируемой и 2со-периодической по t функцией X(t, х) и реше­
ниями ф(7; to, хо). Отражающей функцией [1] этого уравнения называется функция 
F(t, х): = (р(—1\ t, х). Дифференцируемая функция F является отражающей функцией 
уравнения (1) тогда и только тогда, когда она удовлетворяет соотношениям 

Ft+ FXX (t, х) + Х(— t, F) =0V F (0, x) s x. (2) 

Если F есть отражающая функция уравнения (1), то F(—со, х) есть отображение за 
период для этого уравнения. Поэтому если дифференцируемая функция F удовлетво­
ряет соотношениям (2) и F(—со, х)^=х, то всякое продолжимое на [—со, со] решение 
x(t) уравнения (1) будет 2со-периодическим. В настоящей работе уравнение (1) изу­
чается при условии, что для некоторой функции F выражение V(t, x): — Ft+FxX(t, х) + 
+Х(—t, F) не меняет знака. 

Т е о р е м а 1. Пусть все решения уравнения (1) суть 2(£>-периодические и F(t, х) — 
его отражающая функция, a Y(t, х) — любая непрерывно дифференцируемая 2со-перио-
дическая по t функция, для которой V(t, x)=zFxY(t, x)+Y(—t, F) не меняет знака. 
Тогда продолжимое на [—со, со] решение уравнения 

х= X (t, x) + Y (t, х) (3) 

Ux 
будет 2(&-периодическим тогда и только тогда, когда V(t, x(t))^0. Если V(t, JC) = 0, 
то все продолжимые на [—со, со] решения уравнения (3) суть 2^-периодические. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим Z(t, x):=X(t, x)+Y(t, х). Тогда уравнение (3) 
примет вид x—Z(t, х). Пусть x(t) есть продолжимое на [—со, со] решение этого урав­
нения. Рассмотрим функцию y(i)~F(t, x(t)). Так как F есть отражающая функция 
уравнения (1), то для нее выполнены соотношения (2). Поэтому y(Q)=F(0, х(0)) = 
—х(0) и производная 

y(t) = Ft+Fx[X(t, x(t)) + Y(t, x(t))]=.-Z(t, y(t))+V(t, x(t)). 

Таким образом, 
у (t) s - Z (/, у (0) + V(t,x (/)), y(0) = x (0). (4) 

Пусть теперь V(t, x(t))z=0. Тогда из соотношений (4) следует, что y(t)^x(—t), 
т. е. F(t, x(t))^x(—t). Из этого тождества при / = со, учитывая, что периодичность 
всех решений уравнения (1) влечет за собой соотношения Ffco, x) = F(—со, х)^х, по­
лучим равенство х(—со)=л:(со), доказывающее периодичность решения и утверждение 
теоремы. 

Пусть теперь функция V(t, x(t))^0 и не меняет знака. Для определенности по­
ложим, что она неотрицательна. Тогда на некотором интервале У ( ^ , * ( ' ) ) > 0 , и, значит, 
согласно [2, с. 9; 3, с. 15], из соотношений (4) следует неравенство y(t)^x(—t), ко­
торое при £=со является строгим, т. е. у(ы)>х(—со). Его можно переписать в виде 
-Р(со, х(ы))'>х(—со) и, следовательно, в виде Х(ОУ)>Х(—со). Это доказывает перио­

дичность решения x(t). 
Аналогично рассматривается случай V(t, х)^0. Теорема доказана. 
З а м е ч а н и е 1. Одним из условий теоремы 1 является периодичность и, значит, 

продолжимость на R всех решений уравнения (1). Как видно из доказательства, это 
требование можно ослабить, заменив его следующим: для уравнения (1) существует 

. дифференцируемая функция F(t, х), определенная при всех t и х и удовлетворяющая 
основным соотношениям для отражающей функции (2), а также соотношениям 
F(co, x)?=F(.—со, х) = х. Сужение этой функции на область определения отражающей 
функции уравнения (1) совпадает с самой отражающей функцией. Здесь мы имеем 
дело с так называемой отражающей функцией класса эквивалентных уравнений с сов­
падающими отражающими функциями [1]. 

З а м е ч а н и е 2. Теорема 1 справедлива и в том случае, когда ее условия вы­
полнены не на всей плоскости R2, а на некотором интегральном множестве (множестве, 
состоящем из целых интегральных кривых). При этом вывод теоремы относится лишь 
к тем решениям, графики которых принадлежат этому интегральному множеству. 

С л е д с т в и е . Пусть выражение X(t, х)+Х(—t, х) не меняет знака. Тогда про­
должимое на [—со, со] решение x(t) уравнения (1) будет 2о)-периодическим тогда и 
только тогда, когда X(t, x(t))+X(—t, x(t))^0. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Уравнение (1) запишем в виде 

. X (t, х) —X (—t, х) , X (/, х) + X (- U х) 
х = = — + 

Так как уравнение x = [X(t, x)—X(—t, х)]/2 имеет нечетную правую часть, то его 
отражающая функция F(t, х ) = х [1]. Отсюда следует, что для уравнения (1) выпол­
няются условия теоремы 1 (или замечания к ней), ссылка на которую завершает до­
казательство следствия. 

П р и м е р 1. Уравнение x=x2+a(t) не имеет периодических решений, если перио­
дическая непрерывная функция а(1)Ф0 и a(i)+a(—t)^Q. 

Т е о р е м а 2. Пусть для уравнения (1) можно указать непрерывно дифференци­
руемую функцию F(t, х), определенную на некотором множестве, содержащем полу­
плоскость i^O, и обладающую свойствами: 

1) выражение V (t, х) : = Ft+ FXX (t, х) + X (—/, F) не меняет знака на R2; 
2) при t >0 и произвольном х выполняются соотношения Fx (t, х) > 0 , F (О, х ) н= 

ш F (со, х) =х. 
Тогда продолжимое на [—со, со] решение x(t) уравнения (1) будет 2ю-периодиче-

ским тогда и только тогда, когда V(t, x(t)) = 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть для определенности V(t, х)^0. Рассмотрим функцию 

[ F-1 (—t, х) при / < 0 , 

Ф ( / , * ) : = 
{ F(t, х) -при t > 0 , 

где F-tf—t, х) означает то непрерывно дифференцируемое решение уравнения 
F(—t, ф)—х, которое удовлетворяет условию Ф ( 0 , х) =х. Эта функция задана и не­
прерывна при всех t и х и дифференцируема всюду, кроме, быть может, прямой t=0. 
Более того, она, что можно проверить, обладает свойством Ф(—t, 0(t, х))^=х. Диф­
ференцируя это соотношение по t и х частным образом, получим тождества 

Ф х ( * , x ) = l / O x ( - t , Ф ) , Ф И Л *) = Ф * ( - * , Ф ) / Ф ж ( - / , Ф). 

Рассмотрим теперь дифференциальное уравнение 

( X (/, х) при г < 0 , 
x = Y(t, х) : = ( 5 ) 

I (Ft+X(-t, F))/-Fx при t>0. 

Из свойств функций Ф и Y следует основное соотношение для отражающей функции 

Ф*+ ФХУ (t, х) + У (— /, Ф) = 0 , Ф ( 0 , X) S 3 * . 

Поэтому Ф(7, х) есть отражающая функция системы (5) и, значит, для любого про-
должимого на [—со, со] решения W(t; —со, х) системы (5) верны соотношения 

Y (со; — со, х) s s Ф (— со, JC) s= F~l (со, х) =х. (6) 

Рассмотрим теперь разность X(i, х)—Y(t, х). Эта разность при обращается 
в нуль, а при £ > 0 удовлетворяет соотношению 

X (I, х) — Y (/, х) ~ V (/, x)/Fx (/, х) (7) 

и поэтому не может быть отрицательной. 
Пусть теперь x(t) есть продолжимое на [—со, со] решение уравнения (1). Тогда 

если V(t, x(t))^0, то, как следует из (7), X(t, x(t))^Y(t, x(t)), и поэтому x(t) есть 
также и решение уравнения (5). А значит, согласно (6), верны равенства 

х (со) ^ W (со; — со, х ( - - со)) = х (— со). 

Таким образом, х(—со) есть неподвижная точка отображения за период для уравнения 
(1) и поэтому x(t) есть 2со-периодическая функция. 

Если V(t, x(t))^0, то V(t, x(t))^0 и на некотором интервале записанное нера-. 
венство является строгим. Поэтому, согласно [2, с. 9; 3, с. 15], из соотношения 

х (/) » Y (/, х (/)) + V (/, х (t))/Fx (t, х (/)) 

следует неравенство x(t)^W(t; —со, х(—ы)), которое при / = со (см. соотношение (6)) 
обращается в строгое неравенство 

х (со) > W (со; — со, х{— со)) = х (— со), 

доказывающее непериодичность решения x(t). (Заметим, что решение W(t; —о), 
x(—(x)))~x(t) при * < 0 и 4?(t; —со, x{—u))^(f)(—tyx(—t)) при *>0. Поэтому при' 
t£[—со, со] оно определено.) Теорема доказана. 

Далее если a = a(t), то а означает а(—t). 

Т е о р е м а 3. Пусть непрерывные 2со-периодические функции a(t), b(t), c(t) Ta­

il. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е уравнения № 10 1817 



ковы, что для них можно указать нечетную 2(д-периодическую функцию r(t), при всех 
t удовлетворяющую неравенству 

(b + F + 2 c r ) 2 — 4 (с +с) (г + а + а + br + ? r 2 ) < 0 , 

и пусть, кроме того, с+с не меняет знака. Тогда продолжимое на [—со, со] решение 
x(t) уравнения 

х= a(t) + b(t)x + c (t) х2 (8) 

будет 2со-периодическим тогда и только тогда, когда 

(г+ а +а +Ьг + ~cr2) + (Ь +Ъ +2cr) х (t)+ (с + 7 ) * 2 (/) = 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассматриваемое уравнение удовлетворяет условиям тео­
ремы 1 или замечаниям к ней с F(t, x)=x+r(t). 

П р и м е р 2. Уравнение х = х2— s in 2 1 + cos t + a (t) -f- P (t), где a (t) >0—четная, 
а P (t) — нечетная непрерывные 2л-периодические функции, не имеет периодических реше­
ний, если a (t) + р (t) Ф0, и имеет единственное периодическое решение х = sin t, если 
a ( 0 + P(0 = 0. 

Это следует из теоремы 3 при r(t)===—2sin£. 
С л е д с т в и е . Пусть для непрерывных 2ы-периодических функций a(t), b(t), c(t) 

выполнены условия: 
1) для любого t верны неравенства a + a ^ 0 , с+с^0 или неравенства a + a ^ 0 , 

с+с^0; 
2) функция a(t) хотя бы в одной точке отлична от нуля; 
3) функция b(t) нечетная. 
Тогда уравнение (8) не имеет периодических решений. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для рассматриваемого уравнения выполнены все условия 

теоремы 3, если положить r(Y)==0. Поэтому его периодические решения удовлетворяют 
уравнению (а+а) + (с+~с)х2 — 0. Отсюда и следует доказываемое утверждение. 
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УДК 517.928 

Н. Г. ПАНФИЛОВ 

О Ц Е Н К А Ф У Н К Ц И И Г Р И Н А Д В У Х Т О Ч Е Ч Н О Й 
К Р А Е В О Й З А Д А Ч И Д Л Я Л И Н Е Й Н О Й С И Н Г У Л Я Р Н О 

В О З М У Щ Е Н Н О Й СИСТЕМЫ*) 

Пусть задана система 
dx 

s—=A(t)x, *е№.. и. 0 ) 
at 

г д е j 4 g C | [ 0 , 1]—матрица (МхМ); г > 0 — малый параметр. Собственные значения Xt (/), 
/==1, М, матрицы A (t) можно считать непрерывными [1, с. 140]. Предположим, что 
Яг- (t), i — 1 , My разбиваются на две группы таким образом, что при любом t£[0, 1] 
Re Я; (t) < ReA,fe (/), где Xj (t) и Xk(t) из первой и второй групп соответственно. Изме­
няя нумерацию Xt (t), будем считать, что при некотором m < М 

maxReXj(t) = rm(t)<Rm(t)=minReXk(t)i t£ [ 0 , 1 ] . 

Введем обозначения: [x)lt [х\2 — векторы, составленные соответственно из первых m 
и последних М — m координат вектора х\ |я(£)| = т а х \xt 

i 
Пусть матрица D (t) при t = 0 и t — 1 приводит А (/) к жордановой форме 

D-^(t)A(t)D{t)^J(t)^d\2ig[J11{t)y J22(t)], t£{0, 1}, 

*> Рукопись полностью депонирована в ВИНИТИ 12.03.87, № 1806—В87. 
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