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Изучается строение конечных групп с заданными свойствами F -субнормальных подгрупп.  
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Введение  
Построенная известным немецким матема-

тиком Виландтом [1] теория субнормальных 
подгрупп оказала большое влияние на изучение 
строения конечных групп. В теории классов ко-
нечных групп естественным развитием субнор-
мальности является понятие обобщенной суб-
нормальности. В 1979 году Л.А. Шеметков [2] и 
Кегель [3] поставили задачу о построении теории 
обобщенно субнормальных подгрупп, аналогич-
ную теории субнормальных подгрупп. Решению 
данных задач посвящено большое количество 
работ в нашей стране и за рубежом [4]–[6]. Дан-
ному направлению посвящена настоящая работа.  
 

1 Предварительные сведения  
Необходимые определения и обозначения 

можно найти в [2]. Напомним некоторые из них. 
Пусть   – множество всех простых чисел. Если 
p  и     то \    и \{ }p p     

( )G  – множество простых делителей по-

рядка группы G. 
Формация F  – класс групп, замкнутых от-

носительно гомоморфных образов и подпрямых 
произведений.  

Формация F  называется наследственной, 
если она замкнута относительно взятия подгрупп.  

Формация F  называется насыщенной, если 
она замкнута относительно фраттиниевых рас-
ширений.  

Если F  – класс групп и G – группа, то GF  – 
пересечение всех нормальных подгрупп N  из G  
таких, что G N  F   

Максимальная подгруппа M  группы G  на-

зывается F -нормальной, если G M F   

Максимальная подгруппа M  группы G  на-

зывается F -абнормальной, если G M 
F   

Обозначим через N  – формацию всех 
нильпотентных групп.  

{ }G G  XFX F  – произведение форма-

ций  F X   
nN  – формация всех разрешимых групп с 

нильпотентной длиной равной n.  
Пусть F  – некоторая непустая формация. 

Подгруппа H группы G называется F -субнор-
мальной, если существует максимальная цепь  

0 1 nG H H … H H      

такая,  что  для  любого  1i    подгруппа  iH   

F -нормальна в 1iH     
В следующих леммах приводятся известные 

свойства F -субнормальных подгрупп.  
Лемма 1.1. Пусть F  – непустая наследст-

венная формация. Тогда:  
1) если H  – подгруппа группы G  и 

G H F  то H  F -субнормальна в G   
2) если H  F -субнормальна в G  K  – под-

группа группы G, то H K  F -субнормальна в K; 

3) если 1H  и 2H  F -субнормальные под-

группы G  то 1 2H H  – F -субнормальная под-

группа G   
4) если H  F -субнормальна в K   а K  F -

субнормальна в G  то H  F -субнормальна в G   
5) если все композиционные факторы груп-

пы G  принадлежат формации F  то каждая суб-
нормальная подгруппа группы G является F -суб-
нормальной;  
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6) если H  – F -субнормальная подгруппа 

группы G  то xH  F -субнормальна в G  для лю-
бых x G    

Лемма 1.2. Пусть F  – непустая формация, 
H  – подгруппа группы G  N  – нормальная 
подгруппа из G  Тогда:  

1) если H  F -субнормальна в G  то HN  
F -субнормальна в G  и HN N  F -субнормаль-
на в G N    

2) если N H   то H  F -субнормальна в 
G  тогда и только тогда, когда H N  F -субнор-
мальна в G N    

Лемма 1.3. Пусть F  – непустая наследст-
венная формация. Если H  – F -субнормальная 

подгруппа группы G  то H F  – субнормальная 
подгруппа группы G.  
 

2 Основные результаты  
Теорема 2.1. Пусть F  – насыщенная фор-

мация. Тогда любая группа G AB   где A  – 
разрешимая нормальная подгруппа с нильпо-
тентной длиной ( )n n N   а B – F -субнор-

мальная F -подгруппа принадлежит 1n N F   
Доказательство теоремы проведем индук-

цией по n  Покажем, что утверждение теоремы 
верно при 1n    т. е. любая группа G AB   где 
A  – нильпотентная нормальная подгруппа, а B – 
F -субнормальная F -подгруппа принадлежит F  
Доказательство этого факта проведем индукцией 
по порядку группы G   

Покажем, что G имеет единственную мини-
мальную нормальную подгруппу. Предположим, 
что их две 1N  и 2N   Рассмотрим фактор-группу 

iG N  ( 1 2)i     Очевидно, что  

1 2i i i i iG N AN N BN N i          
Ясно, что i iAN N  – нильпотентная нор-

мальная подгруппа из G N   По лемме 1.2 

i iBN N  – F -субнормальная подгруппа фактор-

группы iG N   Так как B F  то, очевидно, что 

i iBN N  F   

Итак, все требования теоремы для iG N  

выполнены. По индукции, iG N  F  1 2i     
Так как 1 2 1N N   и F  – формация, то  

1 2G G N N    F  

Пусть теперь ( ) 1G    Как и выше, не-

трудно показать, что ( )G G   F  Так как F  – 

насыщенная формация, то G F   
Итак, группа G  содержит единственную 

минимальную нормальную подгруппу N  и 
( ) 1G    Очевидно, что ( ) 1F G    Отсюда сле-

дует, что ( )N F G  – цоколь группы G   

Так как G N B   а подгруппа B F  и 

G F   то N G F  Так как B – F -субнормаль-
ная подгруппа группы G  и B G   то B  содер-
жится в некоторой максимальной подгруппе M  
группы G  Так как B  – F -субнормальная под-
группа группы G  то M – максимальная F -нор-

мальная подгруппа G  Тогда N G M  F  что 
невозможно. Итак, при 1n   теорема доказана.  

Пусть теперь теорема верна при n k   По-
кажем, что она справедлива при 1n k    т. е. 
любая группа G AB   где A  – нормальная под-

группа, принадлежащая 1kN  и B  – F -субнор-

мальная F -подгруппа принадлежит k N F   

Так как 1kA  N  то ( ) kA F A  N   

Так как A  – нормальная подгруппа группы 
G  и ( )F A  – характеристическая подгруппа, то 

( )F A  – нормальная подгруппа группы G   
Рассмотрим следующую фактор-группу  

( ) ( ) ( ) ( )G F A A F A BF A F A       

Очевидно, что ( ) kA F A  N  По лемме 1.2 

( ) ( )BF A F A  – F -субнормальная подгруппа 

фактор-группы ( )G F A   Ясно, что 

( ) ( )BF A F A  F  

Согласно индукции следует, что kG N F   
Следствие 2.1 (Хоукс, [2, теорема 15.10]). 

Пусть F  – насыщенная формация, G  – группа с 
нильпотентным F -корадикалом. Пусть H и M – 
такие подгруппы из G  что H  F  H M   

( )HF G G   Если H  – F -субнормальна в M   
то M  F   

Доказательство. Если H M   то утвер-
ждение доказано.  

Пусть H G   тогда утверждение следует из 
доказанной выше теоремы.  

Пусть M G   Подгруппа M  представлена 
в виде  

( ( ) ) ( )M H F G M HF M     
Поэтому M  и ее подгруппы H  удовлетво-

ряют условию теоремы. Так как M G   то для 
M  утверждение верно по индукции. Значит 
M  F   

Следствие 2.2. Пусть F  – насыщенная 
формация. Тогда любая разрешимая группа 

( )G F G B   где B  – F -субнормальная под-

группа принадлежит F   

Доказательство. Пусть ( ) 1G    Тогда  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )G G F G G B G G          

По индукции ( )G G   F  Так как F  – насы-

щенная формация, то G F  Итак ( ) 1G     

Отсюда следует, что ( )F G  – цоколь группы G. 
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Так как B  – F -субнормальная подгруппа 

G  то по лемме 1.3 BF  – субнормальная под-
группа группы G  По теореме 7.10 [2] 

( ) ( )F G N B F  Отсюда следует, что BF  – нор-

мальная подгруппа G  А это значит, что 1B  F  
т. е. B F  Теперь требуемый результат следует 
из доказанной выше теоремы.                                

Группа называется минимальной F -груп-
пой, если она не принадлежит F  но все собст-
венные подгруппы ее принадлежат F  В частно-
сти, не нильпотентная группа, у которой все соб-
ственные подгруппы нильпотентны, называется 
группой Шмидта.  

В следующей теореме получена новая ха-
рактеризация  разрешимых  минимальных  не  
F -групп с помощью F -субнормальных подгрупп. 

Теорема 2.2. Пусть F  – насыщенная на-
следственная формация и G – разрешимая груп-
па, ( ) 1G    Тогда и только тогда группа G 

является минимальной не F -группой, когда:  
1) в G существует F -абнормальная макси-

мальная подгруппа M   где 1GM     

2) любая собственная подгруппа из M F -суб-
нормальна в G   

Доказательство. Необходимость. Пусть G – 
разрешимая минимальная не F -группа и 

( ) 1G    Тогда, нетрудно показать, G N M   

где N  – единственная минимальная нормальная 

подгруппа группы G  и N G F  Очевидно, что и 
M  – F -абнормальная максимальная F -под-

группа группы G  и 1GM     
Пусть K  – собственная подгруппа группы 

M. Рассмотрим подгруппу NK   Ясно, что NK  – 
собственная подгруппа группы G  Так как G  – 
минимальная не F -группа, то NK F  Так как F  – 
наследственная формация, то K  – F -субнор-

мальная подгруппа NK   Так как N G F  то 
NK  – F -субнормальная подгруппа группы G  
Тогда по лемме 1.1 K  – F -субнормальная под-
группа группы G   

Достаточность. Пусть N  – минимальная 
нормальная подгруппа группы G  а M  – макси-
мальная F -абнормальная подгруппа группы G  

и 1GM     
Очевидно, что G N M   Так как любая 

максимальная подгруппа из M  F -субнормальна 
в G  то по лемме 1.1 она субнормальна в M   Так 
как F  – насыщенная формация, то M  F   

Пусть H  – произвольная максимальная 
подгруппа группы G  Покажем, что H  F  Если 

N H   то G N H   Тогда H M   Следова-
тельно, H  F   

Пусть N H   Тогда  

( ) ( )H N M H N M H      

Очевидно, что M H  – собственная подгруп-
па M. Согласно условию, M H F   и M H  – 
F -субнормальная подгруппа группы G. По лем-
ме 1.1 M H  – F  субнормальна в H   По след-
ствию 2.1 из теоремы 2.1 H  F  Так как F  – на-
следственная формация, то любая собственная под-
группа из G принадлежит F  Так как в G сущест-
вует F -абнормальная максимальная под-группа, 
то G F  Итак G – минимальная не F -группа.  

Теорема 2.3. Пусть в конечной группе G 
существует ненормальная максимальная под-
группа, у которой все максимальные подгруппы 
субнормальны в G, тогда G – группа Шмидта.  

Доказательство. Пусть в группе G сущест-
вует максимальная ненормальная подгруппа M, у 
которой все максимальные подгруппы субнор-
мальны в G. Покажем, что M – примарная цик-
лическая подгруппа. Предположим, что это не 
так. Тогда в группе M существуют максимальные 
подгруппы 1M  и 2M  такие, что 1M  и 2M  суб-

нормальны в G и 1 2M M M     Так как мно-

жество всех субнормальных подгрупп в группе 
G, согласно результату Кегеля, образует решет-
ку, то M – субнормальная подгруппа группы G, 
что невозможно. Итак, M – циклическая примар-
ная подгруппа группы G. Согласно результатам 
Томпсона – Янка G – разрешимая группа. Отсю-
да следует, что G – бипримарная группа. Теперь, 
нетрудно показать, что G – группа Шмидта.        
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