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Рассмотрены осесимметричные поперечные колебания круглой упругой трехслойной пластины под действием локаль-
ных поверхностных, а также погонных силовых и моментных нагрузок. Для описания кинематики несимметричного по 
толщине пакета приняты гипотезы ломаной линии. В несущих слоях справедливы гипотезы Кирхгофа. В сравнительно 
толстом легком заполнителе нормаль остается прямолинейной, но поворачивается на некоторый дополнительный угол. 
Аналитические решения получены с помощью разложения в ряды по системе собственных ортонормированных функ-
ций. Проведен их численный анализ.  
 
Ключевые слова: трехслойная круговая пластина, осесимметричные колебания, локальные внезапно приложенные на-
грузки. 
 
Axisymmetric transverse vibrations of a circular elastic three-layer plate under the influence of local surface, force and torque 
loads are considered. The hypothesis of a broken normal is accepted for the kinematics description of asymmetrical on the 
thickness of package. Kirchhoff's hypotheses are valid in the carrier layers. In a comparatively thick lightweight aggregate, the 
normal remains straight, but rotates by some additional angle. Analytical solutions are obtained by expanding the series in terms 
of a system of proper orthonormal functions. Their numerical analysis is made.  
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Введение 
Широкое применение в современных отрас-

лях промышленности трехслойных элементов 
конструкций обуславливает необходимость раз-
работки методов их расчета. В монографиях [1]–
[4] приведены математические модели слоистых 
элементов конструкций, включающие постанов-
ки краевых задач и методы их расчета. Результа-
ты, связанные с колебаниями стержней прямо-
угольного сечения и круговых трехслойных пла-
стин, включая вязкоупругие, содержатся в рабо-
тах [5]–[11]. Свободные колебания трехслойных 
пластин, вызванные терморадиационным уда-
ром, рассмотрены в статьях [12], [13]. Динамиче-
ское и квазистатическое термосиловое нагруже-
ния круговой трехслойной оболочки исследова-
ны в статьях [13], [14]. Квазистатическое изо-
термическое и термопластическое деформирова-
ние трехслойных стержней, пластин и цилинд-
рических оболочек рассмотрено в статьях [14]–
[19]. Резонансные колебания круговых трех-
слойных пластин при равномерно распределен-
ной нагрузке изучены в [20]. Здесь рассматрива-
ются малые осесимметричные поперечные коле-
бания несимметричной по толщине упругой 
трехслойной круговой пластины, возбужденные 
локальными поверхностными нагрузками, по-
гонными и моментными силовыми нагрузками.  

 
1 Постановка начально-краевой задачи 
Постановка задачи и ее решение приводятся 

в цилиндрической системе координат r, φ, z (ри-
сунок 1.1). Предполагается, что в тонких несу-
щих слоях выполняются гипотезы Кирхгофа. 
Сравнительно толстый заполнитель считается 
легким, т. е. в нем пренебрегается работой каса-
тельных напряжений в тангенциальном направ-
лении. Внешняя вертикальная нагрузка осесим-
метричная, т. е. не зависит от координаты φ: 
q = q(r, t). На контуре пластины предполагается 
наличие жесткой диафрагмы, препятствующей 
относительному сдвигу слоев.  
 

 
 

Рисунок 1.1 
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В силу симметрии задачи тангенциальные 
перемещения в слоях отсутствуют, а прогиб пла-
стинки w, относительный сдвиг в заполнителе ψ 
и радиальное перемещение координатной по-
верхности u не зависят от координаты φ, т. е. 
u (r, t), ψ (r, t), u (r, t). В дальнейшем эти функции 
считаем искомыми. Все перемещения и линей-
ные размеры пластинки отнесены к ее радиусу r0; 
силовые характеристики – к 1 Па; через hk (h3 = 2с) 
и ρk – обозначены толщина и плотность материа-
ла k-го слоя.  

Система дифференциальных уравнений в 
частных производных, описывающая вынужден-
ные поперечные колебания круглой трехслойной 
пластины без учета обжатия и инерции вращения 
нормали в слоях, выводится из вариационного 
принципа Гамильтона [4]:  
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где M0 = (ρ1h1 + ρ2h2 + ρ3h3)r0
2; коэффициенты ai 

и дифференциальные операторы L2, L3 опреде-
ляются соотношениями 
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Задача определения функций u (r, t), ψ (r, t), 
u (r, t) замыкается присоединением к (1.1) гра-
ничных и начальных условий 

( , 0) ( ), ( , 0) ( ).w r f r w r g r          (1.2) 

Система дифференциальных уравнений, опи-
сывающая свободные колебания пластинки сле-
дует из (1.1) при q = 0. Ее решение рассмотрено в 
[4]. В результате построена система собственных 
ортонормированных функций vn (, r), которая для 
сплошных пластин имеет вид 
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где βn – собственные числа; J0, I0 – функция Бес-
селя и модифицированная функция Бесселя нуле-
вого порядка; dn – нормировочные коэффициенты 
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где J1, I1 – указанные ранее функции Бесселя 
первого порядка. 

В результате для описания вынужденных 
колебаний рассматриваемой пластинки внешняя 
нагрузка q (r, t) и искомое решение u (r, t), ψ (r, t), 
w(r, t) представляются в виде разложений в сле-
дующие ряды: 
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Алгебраические уравнения для определения 
собственных чисел βn следуют из граничных ус-
ловий. При заделке или шарнирном опирании 
контура пластины (r = 1) должны выполняться 
требования 

u = ψ = w = w,r = 0; 
или u = ψ = w = Mr = 0. 

Удовлетворяя по два последних из них с помо-
щью разложений (1.4), получим следующие 
трансцендентные уравнения для нахождения 
собственных чисел 
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После вычисления βn собственные частоты коле-
баний ωn будут 
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В качестве примера численно исследовано 
первое из уравнений (1.5), которое соответствует 
заделке контура пластины. Полученные первые 
15 корней вычислены с точностью до 0,001 и 
сведены в таблицу 1.1. 

 
Таблица 1.1 – Собственные числа 
при заделке контура пластины  

 

Номер n Собственное число βn 
0 3,196 
1 6,306 
2 9,439 
3 12,577 
4 15,716 
5 18,856 
6 21,997 
7 25,138 
8 28,279 
9 31,420 

10 34,561 
11 37,702 
12 40,844 
13 43,985 
14 47,126 

 
Коэффициенты разложения нагрузки в ряд 

qn(t) получим, умножив первое из соотношений в 
(1.4) на vn и проинтегрировав по площади пла-
стины. В силу ортонормированности системы 
собственных функций (1.3) имеем 
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Уравнение для определения неизвестной 
функции времени Tn(t) следует из третьего урав-
нения системы (1.1) после подстановки в него 
выражений (1.4) и использования линейной свя-
зи функций vn, φn:  
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Общее решение уравнения (1.8) можно при-
нять в виде 
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Коэффициенты An, Bn определяются из началь-
ных условий движения (1.2) 
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так как интеграл в (1.9) при t = 0 обращается в 
нуль.  

2 Частные решения при вынужденных 
колебаниях 

Рассмотрим несколько примеров локально-
го внешнего осесимметричного силового воздей-
ствия на пластину. Задача, как правило, сводится 
к отысканию параметров qn (t) разложения в ряд 
заданной нагрузки и определению функции вре-
мени Tn (t). 

Численные исследования проводились для 
защемленной по контуру пластины, слои кото-
рой набраны из материалов Д16Т–фторопласт – 
Д16Т. Соответствующие механические характе-
ристики материалов приведены в [4]. Собствен-
ные частоты колебаний ωn вычислялись по фор-
муле (1.6) с использованием собственных чисел 
из приведенной таблицы и геометрических па-
раметров слоев h1 = h2 = 0,01, с = 0,05. Началь-
ные условия (1.2) предполагались однородными 

( ,0) ( ,0) 0,w r w r   что, в соответствии с (1.10), 

позволяет получить нулевые константы интегри-
рования An = 0, Bn = 0.  

2.1 .  Предположим, что на рассматривае-
мую пластину действует внезапно приложенная 
динамическая поверхностная нагрузка, равно-
мерно распределенная по кругу относительного 
радиуса b  1. Тогда ее аналитический вид можно 
представить с помощью функции Хевисайда ну-
левого порядка H0(b – r): 

0 0( , ) ( ) ( ).q r t q t H b r                   (2.1) 

Подставив нагрузку (2.1) в формулу (1.7) полу-
чим интегральное выражение для вычисления 
параметров разложения нагрузки в ряд qn(t): 
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После взятия интегралов от произведения функ-
ций Хевисайда и Бесселя, имеем  
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После чего решение рассматриваемой зада-
чи определяется соотношениями (1.4), а функция 
Tn (t) вычисляется по формуле (1.9) с учетом ко-
эффициентов (2). Для внезапной нагрузки с по-
стоянной интенсивностью q0 = const имеем 
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При b = 1 нагрузка распределена по всей поверх-
ности пластинки.  

Изменение прогиба (а) и сдвига в заполни-
теле (б) по радиусу пластины показаны на ри-
сунке 2.2. Они вычислены с использованием 
формулы (2.3) в момент времени t = π  / ω0 = 0,0333,   
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Рисунок 2.1  

 
который соответствует максимальному значению 
функции (2.3) при основной собственной частоте 
колебаний ω0. Кривые 1 получены при b = 0,5; 2 – 
b = 1, т. е. когда равномерно нагружена вся по-
верхность внешнего несущего слоя пластины. 

При подсчете прогиба и сдвига по форму-
лам (1.4) суммировались первые 8 членов ряда. 
Следует отметить хорошую сходимость этих 
рядов в данном случае. В их максимальные ве-
личины 92 последующих слагаемых суммарно 
вносят поправку менее 0,1 %. Однако в даль-
нейших числовых расчетах ограничение длины 
суммируемого ряда исследовано в каждом слу-
чае отдельно и приводится лишь конечный чи-
словой результат. 

2.2 .  Пусть на рассматриваемую круглую 
трехслойную пластину действует внезапно при-
ложенная нагрузка, равномерно распределенная 
по кольцу, относительный радиус которого из-
меняется в пределах a  r  b. Тогда ее аналити-
ческий вид можно представить как разность двух 
нагрузок (2.1):  

0 0 0( , ) ( )( ( ) ( )).q r t q t H b r H r a         (2.4) 

Решение задачи представим в виде разности 
двух решений (2.2), (2.3). Тогда коэффициенты 
разложения нагрузки (2.4) в ряд по системе соб-
ственных функций будут 
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После чего для стационарной динамической на-
грузки q0 = const  получим 
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(2.5) 

При a = 0 из (2.5) следует решение (2.3).  
На рисунке 2.2 показано изменение формы 

и величины прогиба по мере продвижения коль-
цевого пятна нагрузки к контуру пластины. Толщина 

кольца принята r = b – a = 0,25; интенсивность на-
грузки q0 = 7000; момент времени t = π / ω0 соот-
ветствует максимальному значению функции 
(2.5) при основной собственной частоте ω0. Кри-
вая 1 – прогиб при воздействии нагрузки по 
кольцу a = 0, b = 0,25; 2 – a = 0,25, b = 0,5; 3 – 
a = 0,5, b = 0,75; 4 – a = 0,75, b = 1. Наименьший 
прогиб возникает при нагрузке с минимальной 
равнодействующей, т. е. когда пятно нагрузки 
расположено около центра пластины (1). Если 
нагрузка примыкает к контуру, то прогиб в цен-
тре пластины немногим больше, но существенно 
отличается по форме. Максимальный прогиб на-
блюдается при нагрузке, распределенной вдоль 
второй четверти радиуса (2). 
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2.3.  Рассмотрим круговую трехслойную пла-
стину, на которую воздействует мгновенно при-
ложенная вдоль окружности r = a погонная сила 
постоянной интенсивности Q0. Воспользуемся 
решением, полученным для распределенной по 
кольцу a – d   r   a + d поверхностной нагруз-
ки q0. Введем в (2.5) замену q0 = Q0 / 2d и устре-
мим параметр d к нулю. После вычисления пре-
дела получим следующую функцию времени:  
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           (2.6) 
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Функция (2.6) не описывает поведение пла-
стины при приложении сосредоточенной силы в 
ее центре. В этом случае a = 0 и решение вырож-
дается. Чтобы этого избежать, предположим, что 
равнодействующая погонной силы Q = 2πaQ0 
остается постоянной при изменении радиуса a 
окружности, вдоль которой она приложена. Это 
возможно, если интенсивность Q0 будет пере-
менной, компенсируя изменения a. Тогда 
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Отсюда, при a = 0, получаем функцию времени, 
соответствующую приложению силы в центре 
пластины 
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      (2.7) 

Кривые на рисунке 2.3 отражают изменение 
максимального прогиба пластины (r = 0) во вре-
мени t при различных радиусах окружности при-
ложения нагрузки с равнодействующей Q = 7 кН: 
1 – a = 0; 2 – a = 0,2; 3 – a = 0,4; 4 – a = 0,6; 5 – 
a = 0,8. Колебательный процесс здесь носит от-
нулевой характер.  
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2.4 .  Пусть на исследуемую пластину воз-
действуют внезапно приложенные погонные мо-
менты, распределенные по окружности r = a. Для 
решения задачи воспользуемся суммой решений 
(2.6) для двух погонных сил, направленных в 
противоположные стороны и действующих по 
окружностям радиусов r = a – d и r = a + d. В этой 
сумме произведем замену Q0 = m0 / 2d и устремим 
d к нулю. После вычисления предела получим  
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Функция (2.8) формально описывает случай воз-
действия сосредоточенного момента, приложен-
ного и в центре пластины. При a = 0 решение 
будет следующим  
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    (2.9) 

Теперь примем постоянство равнодействую-
щей внезапно приложенных погонных моментов 
m = 2πam0 при изменении радиуса окружности, 
вдоль которой они действуют. Интенсивность m0 
будет при этом переменной, компенсируя изме-
нения a. Тогда из (2.9), с помощью замены 
m0 = m / (2πa), получим 
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(2.10) 

Решение (2.10) справедливо всюду, кроме центра 
пластины, где а = 0.  

На рисунке 2.4 показано изменение прогиба 
вдоль радиуса рассматриваемой пластины при 
различных радиусах окружности приложения 
погонных моментов с постоянной равнодейст-
вующей (m0 = 7 кН м): 1 – а = 0,25, 2 – а = 0,5, 3 – 
а = 0,75. Максимальные по модулю прогибы (1) 
наблюдаются при расположении моментной ок-
ружности ближе к центру пластины. По мере ее 
продвижения к контуру значения этих парамет-
ров убывают, и происходит смена фазы колеба-
ний. При совпадении моментной окружности с 
контуром пластины прогиб обращается в ноль, так 
как динамическое воздействие рассматриваемой 
нагрузки компенсируется реакцией в заделке. 

 

1

2

3

0,027

0,018

0,009

0

-0,009

-0,018
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0r

w а

Рисунок 2.4 
 

Заключение 
Полученные аналитические решения на-

чально-краевых задач и их численное исследова-
ние могут быть использованы в расчетной  прак-
тике проектных организаций при исследовании 
вынужденных поперечных колебаний трехслой-
ных круговых пластин с легким заполнителем, 
вызванных мгновенно приложенными локаль-
ными осесимметричными нагрузками.   
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