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Для непустой радикальной формации F  и конечной группы G доказано утверждение: если существуют максимальные 

подгруппы группы G, содержащие ,GF  но не содержащие ,GFN  т. е. 
,

Ф ( ) ,
G G

G G
F FN

 и факторгруппа 

Ф ,
F ( ) Ф ( ) Ф ( )

G GG G
G G G

FF F FN

 разрешима, то Ф,
Ф ( ) Ф ( ) F ( ).

GG G G
G G G G  

F FF FN
FN  В частности, если G G F  и разре-

шим ФSoc( Ф ( )) F ( ) Ф ( ),
GG GG G G G 

F FF
 то Ф,

Ф ( ) Ф ( ) F ( ).
GG G G

G G G G   
F FF FN

FN  Получены следствия для произведе-

ний непустых радикальных формаций, в частности, для формаций 1,nF N  n − любое натуральное число.  
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чения максимальных подгрупп. 
 
For nonempty radical formation F  and a finite group G the following statement was proved: if there exist maximal subgroups 

of G containing ,GF  but not containing ,GFN  that is 
,

Ф ( ) ,
G G

G G
F FN

 and the factor group Ф ,
F ( ) Ф ( ) Ф ( )

G GG G
G G G

FF F FN

 is 

solvable, then Ф,
Ф ( ) Ф ( ) F ( ).

GG G G
G G G G  

F FF FN
FN  In particular, if G G F  and ФSoc( Ф ( )) F ( ) Ф ( )

GG GG G G G 
F FF

 is 

solvable, then Ф,
Ф ( ) Ф ( ) F ( ).

GG G G
G G G G   

F FF FN
FN  The corresponding consequences were obtained for products of non-

empty radical formations, in particular for 1,nF N  n is any natural number.  
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1 Предварительные сведения и результаты 
Рассматриваются только конечные группы 

и формации конечных групп. Используются 
определения и обозначения, принятые в моно-
графии [1]. 

Определение [1]. Пусть 1X  и 2X  − некото-

рые формации. Если 2 Ø,X  то 1 2 Ø.X X  Если 

2 Ø,X  то 1 2X X  обозначает класс всех тех 

групп ,G  для которых 2
1.G X X  Класс 1 2X X  

называется произведением формаций 1X  и 2 .X  

Из определения следует, что 1 2 ØX X  то-

гда и только тогда, когда одна из формаций 

1 2,X X  является пустой. По теореме 1.1 [1] про-

изведение любых двух формаций также является 
формацией. Произведение упорядоченного набо-
ра формаций 1 2 3 2 1, , ,..., , ,n n n X X X X X X  опреде-

ляется в [1] как результат последовательного 
умножения следующим образом:  



1 2 3 2 1

1 2 3 2 1

2

...

(...( ( ))...))).
n n n

n n n

n

 

 






X X X X X X

( (X X X X X X  

Если, в частности, i X X  для любого 

1,2,..., ,i n  то по обозначению ... .n

n

XX X X  Для 

непустой формации F  полагаем  0 1 F E  − 

единичная формация. 
Пусть F  и X  − некоторые классы групп. 

Через ΕxtFX  обозначают множество всех групп, 

каждая из которых является расширением F -груп-

пы с помощью X -группы. Если F  и X  − форма-

ции, причём формация F  замкнута относительно 

нормальных подгрупп, то ΕxtFX  − формация, со-

впадающая с произведением FX  [1, теорема 2.1]. 
Среди используемых в статье обозначений 

встречаются следующие: N  − формация всех 

нильпотентных  -групп,   − некоторое множе-
ство простых чисел; S  − формация всех разре-

шимых групп; N  − формация всех квазиниль-

потентных групп, F ( )G  − квазинильпотентный 

радикал группы .G  Пусть M  − некоторое мно-
жество линейных упорядочений множества всех 

МАТЕМАТИКА
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простых чисел, J  − формация всех  -диспер-

сивных групп, .M  Тогда 
 M

M
I I  − ради-

кальная локальная формация, содержащая фор-
мацию всех нильпотентных групп .N  Пусть N  − 
нормальная подгруппа группы G; обозначаем 

F ( ) ( ).N G N Soc G N  В случае Ф( )N G  при-

нято обозначение F( ) Ф( ) ( Ф( ))G G Soc G G  

[1, с. 79]. 
Пусть F  – непустая радикальная формация. 

Через Ф ( )G G
F

 (Ф ( ))
G

G
F

 будем обозначать пере-

сечение всех максимальных подгрупп группы G, 
каждая из которых содержит (не содержит, соот-
ветственно) F -радикал GF  группы ;G  исполь-

зуем обозначение Ф Ф ( )F ( ) F ( ).
G G GG G 
F F

 Пусть 1F  

и 2F  − непустые радикальные формации. Через 

1
,

Ф ( )
G G

G
F F2

 обозначаем пересечение всех макси-

мальных подгрупп группы G, каждая из которых 
содержит 1F -радикал 

1
GF  группы G, но не со-

держит 2F -радикал 
2

GF  группы G. При обозначе-

нии пересечений Ф ( ),G G
F

 Ф ( )
G

G
F

 и 
1

,
Ф ( )

G G
G

F F2

 

вместо радикалов F( )G  и F ( )G  используем 

символы F  и F ;  например, FФ ( ),G  
F,

Ф ( )
G

G
F2

 и 

F,F
Ф ( )G  обозначают F( )Ф ( ),G G  

F( ),
Ф ( )

G G
G

F2

 и 

F( ),F ( )
Ф ( ),

G G
G  соответственно. Через 

1
Ф ( )G G G

F F2
 

обозначаем пересечение всех максимальных под-
групп группы ,G  каждая из которых содержит 

произведение 
1 2

G GF F  радикалов 
1

GF  и 
2

GF  груп-

пы .G  
Так как группа 1G   по определению сов-

падает со своей максимальной подгруппой [1, с. 
249], то Ф (1) 1.G 

F
 Если 1,G   то G G F  в том 

и только в том случае, когда в G  нет максималь-
ных подгрупп, содержащих ;GF  определяем в 

этом случае Ф ( ) .G G G
F

 В каждом случае от-

сутствия в группе G максимальных подгрупп, 
удовлетворяющих тем или иным указанным ус-
ловиям, полагаем, что соответствующие пересе-
чения совпадают с G. 

Лемма 1.1. Пусть M и K нормальные под-
группы группы G, .K M  Тогда 

F ( ) F ( ).M M KG K G K   

Доказательство. Положим, .M G  Тогда 

F ( ) F ( ) ;M GG K G K G K    

F ( ) F ( ) .M K G KG K G K G K    

Пусть ,M G  и пусть N M  − произвольная 

минимальная нормальная подгруппа группы 

.G M  Так как F ( ),MK M N G     то, очевид-

но, N K M K  − минимальная нормальная под-

группа группы .G K M K  Значит,  

F ( ) F ( ).M M KG K G K   

А так как ,G M G K M K  то  

( ) ( ),Soc G M Soc G K M K  

т. е. F ( ) F ( ) .M M KG M G K M K   Кроме того,  

F ( ) F ( ) .M MG M G K M K   

Значит, F ( ) F ( ) .M M KG K G K   Следовательно, 

F ( ) F ( ).M M KG K G K                                            

Ввиду теоремы 13.8 X из [2] и леммы 4.14 A 
из [3] справедливо следующее утверждение. 

Лемма 1.2 [4, с.155]. Если в группе G под-
группа Фраттини Ф( ) 1,G   то ( ) F ( ).Soc G G  

Лемма 1.3. Пусть , ,1 2 3F F F  – непустые 

классы групп. Имеют место следующие утвер-
ждения:  

(1) 
23 3Εxt Εxt Εxt ;Εxt

1 2 F1
F F FF F  

(2) если класс 1F  является радикальным, а 

2F  – гомоморф, то 
2 3 3Εxt Εxt Εxt .Εxt 

1 2F1
F F FF F  

Доказательство. Докажем утверждение (1). 
Пусть группа 3Εxt Εxt .G

1 2F F F  
Это означает, что 

3ΕxtG N 
2F
F  для некоторой нормальной в G  

1F -подгруппы ,N  а G N M N G M  3F  для 

некоторой нормальной в G N  2F -подгруппы 

.M N  Значит, 
1 2Εxt ,M  F F  а 

2 3Εxt .ΕxtG
F1
F F  

Следовательно, 
23 Εxt 3Εxt Εxt Εxt .

1 2 F1
F F FF F  Ут-

верждение (1) доказано.  
(2) Пусть группа 

2Εxt 3Εxt .G
F1
F F  Следова-

тельно, 3G N F  для некоторой нормальной в 

G  2Εxt
1

F F -подгруппы ,N  а N R 2F  для неко-

торой нормальной в N  1F -подгруппы .R  Так 

как 1F  – непустой радикальный класс, а R  – 

субнормальная в G  1F -группа, то нормальное 

замыкание 
1

GR G F  [1, следствие 7.7.1]. Значит, 

2 ,GN R F  так как 2F  – гомомоф; 

3.G GG R N R G N F  

Таким образом, 3Εxt ,GG R 
2F
F  а 

2 3Εxt Εxt .G
1F F F  

Следовательно, 
2 2Εxt 3 3Εxt Εxt Εxt .

1F1
F F FF F  Утвер-

ждение (2) с учётом утверждения (1) доказано.    
Лемма 1.4. Пусть 1 2 3, , ,..., nF F F F  – непус-

тые радикальные формации. Тогда 

1 2 3 1 2 3 1... ( ... , 3.n n- n n )FF F F FF F F F  

 
Доказательство проведём по индукции. 

Пусть 1 2 3, ,F F F
 
– непустые радикальные формации. 
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Докажем, что произведение 1 2 3 ,FF F  определяе-

мое как 1 2 3 1 2 3), (FF F F F F  совпадает с 1 2 3( .)FF F  

По лемме 1.3 (2) 
21

3 Εxt 3Εxt Εxt Εxt .
1 2 FF F FF F  Вви-

ду nS -замкнутости 1F  и 2F  по теореме 2.1 [1] 

имеем: 
1 2 3 1 2 3Εxt Εxt ( ).F F F F F F

 
Так как произ-

ведение радикальных формаций 1 2FF  – ради-

кальная формация [5, лемма 3], а значит, nS -зам-

кнутая, то 
2 1 21

Εxt 3 3 1 2 3Εxt Εxt ( . 
F F F F )F F FF F

 
Итак, 

1 2 3 1 2 3 1 2 3) ( ) , (FF F F F F FF F
 
т. е. для 3n   ут-

верждение леммы выполняется.  
Пусть 4.n   Предположим, что утвержде-

ние леммы выполняется для 1,n k   докажем 

его справедливость для .n k  Заметим, что вви-
ду леммы 3 из [5] произведение r  радикальных 
формаций является радикальной формацией для 
любого натурального 2.r   Таким образом, 

1 2 3 1 1 2 3 1

1 2 3 1 1 2 3 1

... ... )

... )) ... )
k - k k - k

k - k k - k

 
  

(FF F F F F F F F F

( ( ( ( )F F F F F F F F F F
  

1 2 3 1 1 2 3 1( ... ( ... .k - k k - k ( ) ) )F F F F F FF F F F      

Следствие 1.4.1. Пусть F  – непустая ра-

дикальная формация. Тогда , 1.n n n -1F F F   

 
2 Основные результаты 
Лемма 2.1. Пусть F  – непустая радикаль-

ная формация, G  – группа. Тогда  
Ф ( ) Ф( );G G G G G

F F F  
Ф ( ) .G G 

F
FN  

Доказательство. Легко видеть, что 
Ф ( ) Ф( )G G G G G

F F F  как в случае ,G G F  так 

и в случае .G G F  Ввиду теоремы 2.1 [1] 

Ф ( ) .G G Ext 
F FN FN                                           

Теорема 2.1. Пусть 1 2,F F  − непустые ра-

дикальные формации, G  − группа. Тогда 

2 21 1 2
,

(Ф ( )) (Ф ( )) .G G G
G G

F F F
F F  

Доказательство. Пусть 1.G   Тогда еди-
ничная максимальная подгруппа G совпадает с 

1 2
,G GF F  по определению 

1 1
,

Ф (1) 1.
G G


F F

 Зна-

чит, равенство 
2 21 1

,
(Ф (1)) (Ф (1))G G G


F F F2

F F  верно. 

Пусть 1.G   Предположим, что 
1

Ф ( ) ,G G G
F

 т. е. 

в неединичной группе G нет максимальных под-
групп, содержащих 

1
,GF  что означает 

1
.G G F  

Тогда в G нет и ни одной максимальной подгруп-
пы, которая бы содержала 

1
,GF  но не содержала 

2
.GF  Согласно определению, 

1
,

Ф ( ) .
G G

G G
F F2

 

Таким образом, и в этом случае утверждение тео-
ремы выполняется. Пусть 

1
Ф ( ) ,G G G

F
 а 

1
,

Ф ( ) .
G G

G G
F F2

 Это означает, что в G существуют 

максимальные подгруппы, содержащие 
1
,GF  и все 

они содержат 
2
,GF  откуда 

1 1 2
Ф ( ) Ф ( ).G G GG G

F F F
 

Так как 
2 1

Ф ( )GG G
FF  и 

1
Ф ( )G G

F
 − характери-

стическая подгруппа в ,G  то 
2 21

(Ф ( )) .G G G
F F F  

А так как 
1

,
Ф ( ) ,

G G
G G

F F2

 то 
2 21

,
(Ф ( )) .

G G
G G

F F2
F F  

Таким образом, осталось рассмотреть случай, 
когда 

1
,

Ф ( ) .
G G

G G
F F2

 Очевидно,  

2 21 1

21 21

, ,

,

(Ф ( )) Ф ( )

(Ф ( ) Ф ( ))

G G G G

G GG G

G G G

G G G

 

  




F F F F2 2

F FF F2

F F

F

 

2 21 2 11
,

(Ф ( ) Ф ( )) (Ф ( )) ,G G GG G
G G G  

F F FF F2
F F  

ибо 
1 1 21

,
Ф ( ) Ф ( ) Ф ( ).G G GG G

G G G 
F F FF F2

                

Следствие 2.1.1. Пусть F  – непустая ра-
дикальная формация, G − группа. Тогда  

,

, ,

Ф ( ) (Ф ( ))

(Ф ( )) (Ф ( ))

G G G

G G G G

G G

G G

 

 

FNF F FN

X FN
F X F X

 

для любой радикальной формации ,X  содержа-

щей формацию .FN  

Доказательство. Так как Ф ( )G G  
F

FN X  

ввиду леммы 2.1, то  
(Ф ( )) (Ф ( )) Ф ( ).G G GG G G 

F X F FN F
 

По теореме 2.1 
,

(Ф ( )) (Ф ( )) ;G G G
G G XF X F X

 в ча-

стности, 
,

Ф ( ) (Ф ( )) .G G G
G G FNF F FN

 Значит,  

,
Ф ( ) (Ф ( )) .G G G

G G FNF F X
                   

Применение леммы 1.4 позволяет распро-
странить следствие 2.1.1 теоремы 2.1 на произ-
ведение произвольного числа радикальных фор-
маций .iF  Рассматривая в дальнейшем непустые 

радикальные формации 1 2 1, ,..., nF F F  (среди ко-

торых могут быть и совпадающие) и принимая 
обозначение  0 1 , F E  для любой группы G  

можно полагать 
1 2 1... 1

n
G G


 F F F E  при 1n   вви-

ду 0 1 2 1 1 2 1... ... .n n F FF F FF F  

Следствие 2.1.2. Для любой группы G име-
ют место следующие утверждения. 

(1) Пусть 1 2 1, ,..., nF F F  − непустые ради-

кальные формации. Тогда 

... 1 2 11 2 1 ... ...1 2 1 1 2 1
...,

Ф ( ) (Ф ( ))
nn n n

G G G
G G

  
 

F F F F F F F F F N
F F F N  

1 2 1... ...1 2 1 1 2 1
..., ,

(Ф ( )) (Ф ( ))
nn n

G G G G
G G

 
 

F F F X F F F X
X F F F N  

для любой радикальной формации ,X  содержа-

щей формацию 1 2 1... .nFF F N  

(2) Пусть F  – непустая радикальная фор-
мация. Тогда  

1,1 1 1
Ф ( ) (Ф ( ))G nG Gn n n

G G   
 

F NF F F N
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1, ,1 1
(Ф ( )) (Ф ( )) nG G G Gn n

G G 
 

 X F NX XF F

 

для любой радикальной формации ,X  содержа-

щей формацию ,n-1F N  и любого натурального 
числа n.  

Следующий результат вытекает из следст-
вия 2.1.2 теоремы 2.1 с применением следствия 
1.4.1 леммы 1.4, согласно которому 1 ,n n -N N N  

1.n   
Следствие 2.1.3. Для всякой группы G и лю-

бой радикальной формации ,X  содержащей фор-

мацию ,nN  1,n   

,1 1

, ,1 1

Ф ( ) (Ф ( ))

(Ф ( )) (Ф ( )) .

G nG Gn n n

nG G G Gn n

G G

G G

 

 

 

 

NN N N

X NX XN N

 

В частности, 

, ,1 1 1
Ф ( ) (Ф ( )) (Ф ( )) .G nG G G Gn n n

G G G
  

 S NS SN N N

 

Выделяя из следствий 2.1.2 и 2.1.3 случай 
1,n   получаем 
Следствие 2.1.4. [6, следствия 2.1.1, 2.1.5, 

2.1.7 теоремы 2.1]. Для любой группы G и для 
всякой радикальной формации ,X  содержащей 
формацию всех нильпотентных групп ,N   

F
Ф( ) F(Ф ( )) (Ф ( )) F(Ф ( )).

G G
G G G G  

X X
X  

В частности, 
F

Ф( ) F(Ф ( ));G G   

Ф( ) (Ф ( )) F(Ф ( ));
G G

G G G 
S S

S  

Ф( ) (Ф ( )) F(Ф ( )).
G G

G G G M
M MI I

I
 

Следствие 2.1.5. Для всякой группы G и для 
любой радикальной формации ,X  содержащей 

формацию всех метанильпотентных групп ,2N  

F 2F,

2F, F,

Ф ( ) (Ф ( ))

(Ф ( )) (Ф ( )) .

G

G G

G G

G G

 

 

N2N

X NX X

 

В частности, 

F 2F, F,
Ф ( ) (Ф ( )) (Ф ( )) .

G G
G G G S NS S

 

Следствие 2.1.6. Для всякой группы G спра-
ведливо равенство 

F,F
F (Ф ( )) F( ).G G

    

Доказательство. По теореме 2.1 

FF,F
F (Ф ( )) F (Ф ( )).G G

   

Так как 2
FФ ( ) ,G N  а значит, группа FФ ( )G  

разрешима, то F FF (Ф ( )) F(Ф ( )) F( ).G G G    

Так как по лемме 2.1 
F

Ф ( ) ,G
N N  то име-

ет место следующее утверждение. 
Следствие 2.1.7. Для всякой группы G и для 

любой радикальной формации ,X  содержащей 

формацию ,N N  

F F ,

F , F ,

Ф ( ) (Ф ( ))

(Ф ( )) (Ф ( )) .

G

G G

G G

G G

  


  

 

 
N N

X X

N N

X N N

 

Полагая в теореме 2.1 1 ,F E  2 ,F F  по-

лучаем следующее утверждение.  
Следствие 2.1.8. Пусть F  − непустая ра-

дикальная формация, G − группа. Тогда 
(Ф( )) (Ф ( )) .

G
G GF F

F
 

В частности: 
(1) для любого простого числа p справедли-

во равенство  

O ( )
O (Ф( )) O (Ф ( ));

p
p p G

G G  

(2)    
O ( )

O (Ф( )) O (Ф ( ))
G

G G


    

O ( )
(Ф ( )) (Ф ( ))

G G
G G

 
 

N
N N  

для произвольного множества простых чисел ;  

если, в частности, (Ф( )),G    то 

O ( )

O ( )

Ф( ) O (Ф ( ))

(Ф ( )) (Ф ( )) .

G

G G

G G

G G


 

 

 
N

N N

 

Следствие 2.1.8 включает также случай 
 F X N  утверждения следствия 2.1.4.  

Лемма 2.2. Пусть 1F  и 2F  − непустые ра-

дикальные формации, G − группа. Тогда 

1 2 1 2 1
( ) .G G G GF F F F F  

Доказательство. Предположим, что 

1 2
,G MF F  где 

1 1 2
( ) .M G G GF F F  Так как 

1 2 ,M FF  то, согласно предположению, сущест-

вует нормальная в G 1 2FF -подгруппа ,N  не со-

держащаяся в .M  Следовательно, 2N K F  для 

некоторой нормальной в N  1F -подгруппы .K  

Так как K субнормальна в G, то по следствию 
7.7.1 из [1] 

1
.K G F  А так как 

1 1 1 1 2 ,NG G N N G N K N G K    F F F F F  

то 
1 1 1 2 1

( ) ,NG G G G M G F F F F F  откуда .N M   

Полученное противоречие означает, что 

1 2
.M G F F                                                                 

Применение леммы 1.4 позволяет распро-
странить лемму 2.2 на произведение произволь-
ного числа радикальных формаций .iF   

Следствие 2.2.1. Пусть 1 2, ,..., nF F F  − не-

пустые радикальные формации, G − группа. То-
гда 

1 2 1 1 2 1 2 1... ... ...( ) .
n n n n

G G G G
 

F F F F F F F F F F  

С применением следствия 1.4.1 леммы 1.4 
получаем 

Следствие 2.2.2. Пусть F  − непустая ра-
дикальная формация, G − группа. Тогда 

1 1( ) ,n n nG G G G FF F F
 1.n   

В частности, 1 1F( ) ,n n nG G G G 
N N N

 1.n   

Лемма 2.3. Пусть F  − непустая радикаль-
ная формация, G − группа. Имеют место сле-
дующие утверждения. 

(1) ( Ф ( )) F ( Ф ( ));G GSoc G G G G
F F
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(2) F( Ф ( )) Ф ( );G GG G G G
F FFN  

ФF ( ).
G

G G 
F

FN  

(3) Тогда и только тогда ФF ( ) ,
G

G G
F

FN  ко-

гда ( Ф ( ))GSoc G G
F

 разрешим.  

Доказательство. Обозначим .G G GF   

(1) Согласно лемме 1.2 имеем 

( Ф( )) F ( Ф( )).Soc G G G G  

Так как ввиду леммы 2.1 Ф( ) Ф ( ) ,GG G G G
F

 

то ( Ф ( )) F ( Ф ( )).G GSoc G G G G
F F

 

(2) Применяя леммы 2.1 и 2.2, имеем: 

F( Ф ( )) F( Ф ( )) F( ) Ф( )

Ф ( ) Ф ( ).

G

G G

G G G G G G

G G G G G G

  

 
F

F FFN F F FN

 

А так как, очевидно, Ф ( ) F( Ф ( ) ),G GG G G G
F FFN  

то F( Ф ( )) Ф ( ).G GG G G G
F FFN  

(3) Ввиду утверждения (1), тогда и только 
тогда ( Ф ( ))GSoc G G

F
 разрешим, когда 

( Ф ( )) F( Ф ( )).G GSoc G G G G
F F

 

Теперь применим  утверждение (2).                     
Следствие 2.3.1. Для всякой группы G име-

ют место следующие утверждения. 
(1) 

F F
Soc( Ф ( )) F ( Ф ( ));G G G G 

  

(2) 
F . F

F( Ф ( )) Ф ( );G G G G  
N N

 

F
Ф.

F ( ).G G


 
N N

 

(3) Тогда и только тогда 
F

Ф .
F ( ) ,G G 




N N
 

когда 
F

Soc( Ф ( ))G G  разрешим. 

Следствие 2.3.2. Пусть 1 2 1, ,..., nF F F  − не-

пустые радикальные формации, G − группа. 
Имеют место следующие утверждения. 

(1) 
... ...1 2 1 1 2 1

( Ф ( )) F ( Ф ( )).
n n

G GSoc G G G G
 


F F F F F F

 

(2) 
... 1 2 1 ...1 2 1 1 2 1

...F( Ф ( )) Ф ( );
nn n

G GG G G G
 


F F F F F FF F F N   

1 2 1 ...1 2 n-1
... ФF ( ).

n G
G G


 

F F F
F F F N  

(3) Тогда и только тогда 

1 2 1...1 2 n-1
Ф ...F ( ) ,

G n
G G




F F F
F F F N  

когда 
...1 2 1

Soc( Ф ( ))
n

GG G
F F F

 разрешим.  

Следствие 2.3.3. Пусть G − группа. Для 
любого натурального числа n имеют место сле-
дующие утверждения. 

(1) 
1 1

( Ф ( )) F ( Ф ( )).
n- n-G GSoc G G G G

N N

 

(2) 
1 1

F( Ф ( )) Ф ( );n
n- n-G GG G G G

N NN
 

n-1
ФF ( ).n

G
G G 

N
N

 

(3) Тогда и только тогда 
n-1

ФF ( ) ,n
G

G G
N

N
 

когда подгруппа 
n-1

ФF ( )
G

G
N

 разрешима. 

Отметим, что условие разрешимости 
n-1

ФF ( )
G

G
N

 

равносильно условию разрешимости 

n-1
( Ф ( ))GSoc G G

N

 

ввиду следствия 2.1.3 теоремы 2.1, согласно  ко-
торому 

n-1
Ф ( ) .nG G G

N N
  

Лемма 2.4. Пусть F  − непустая радикаль-
ная формация, G − группа. И пусть фактор-

группа Ф ,
F ( ) Ф ( ) Ф ( )

G GG G
G G G

FF F FN
 разрешима. 

Тогда равносильны следующие три утверждения: 

(1) Ф ,
F ( ) Ф ( ) ;

G G G
G G G 

F F FN
 

(2) 
,

Ф ( ) ;
G G

G G
F FN

 

(3) .G G F  

Доказательство. Докажем равносильность 
утверждений (2) и (3). Пусть выполняется ут-
верждение (2). Так как 

,
Ф ( ) Ф ( ) ,G G G

G G G 
F F FN

 

то Ф ( ) ,G G G
F

 т. е. утверждение (3) выполняет-

ся. Пусть выполняется утверждение (3), т. е. 

Ф ( ) ,G G G
F

 что равносильно ФФ ( ) F ( ).
GG G G 

F F
 

И предположим, что 
,

Ф ( ) .
G G

G G
F FN

 Тогда 

Ф ( ) Ф ( ) .G GG G G 
F FN FN  Согласно условию, 

факторгруппа ФF ( ) Ф ( ) ( Ф ( ))
G G GG G Soc G G

F FF
 

разрешима, и по лемме 2.3(3) ФF ( ) ,
G

G G
F

FN  что 

противоречит ФФ ( ) F ( ).
GG G G 

F F
Таким образом, 

из утверждения (3) следует утверждение (2). 
Докажем равносильность утверждений (1) и 

(3). Пусть выполняется утверждение (1). Так как 

Ф ,
Ф ( ) F ( ) Ф ( ) ,

GG G G
G G G G  

F F F FN
 

то Ф ( ) ,G G G
F

 т. е. выполняется утверждение 

(3). Пусть выполняется утверждение (3). Как бы-
ло показано, утверждение (3) равносильно ут-
верждению (2). А из утверждения (2) следует 
утверждение (1). Значит, утверждения (1) и (3) 
равносильны.                                                           

Следствие 2.4.1. Пусть 1 2 1, ,..., nF F F  − не-

пустые радикальные формации, G − группа. И 
пусть факторгруппа 

...... ... ... 1 2 11 2 1 1 2 1 1 2 1
Ф ,

F ( ) Ф ( ) Ф ( )
G nn n n

GG G
G G G

  


F F FF F F F F F F F F N
 

разрешима. Тогда равносильны следующие три 
утверждения: 

(1) 
... ... ...1 2 n 1 1 2 n 1 1 2 1

Ф ,
F ( ) Ф ( ) ;

G n
G G

G G G
  

 
F F F F F F F F F N

 

(2) 
... ...1 2 n 1 1 2 n 1

,
Ф ( ) ;

G G
G G

 


F F F F F F N
  

(3) 
1 2 1... .

n
G G


 F F F  

Следствие 2.4.2. Пусть подгруппа 

n 1 n 1 n
Ф ,

F ( ) Ф ( ),
G - -G G

G G
N N N

 1,n   
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группы G разрешима. Тогда равносильны сле-
дующие три утверждения: 

(1) 
n 1 n 1 n

Ф ,
F ( ) Ф ( ) ;

G - -G G
G G G 

N N N

 

(2) 
n 1 n,

Ф ( ) ;
-G G

G G
N N

  

(3) n 1 .-G G
N

  

Теорема 2.2. Пусть F  − непустая радикаль-

ная формация, G − группа. Если 
,

Ф ( ) ,
G G

G G
F FN

 

факторгруппа Ф ,
F ( ) Ф ( ) Ф ( )

G GG G
G G G

FF F FN
 раз-

решима, то 

Ф,
Ф ( ) Ф ( ) F ( ).

GG G G
G G G G   

F F FN F
FN  

В частности, если G G F  и Soc( Ф ( ))GG G
F

 

разрешим, то 

Ф,
Ф ( ) Ф ( ) F ( ).

GG G G
G G G G   

F F FN F
FN  

Доказательство. Пусть группа 

Ф ,
Ф ( ) F ( ) Ф ( ) Ф ( )

GG GG G
N G G G G 

F FF F FN
 

разрешима, 
,

Ф ( ) .
G G

G G
F FN

 Тогда 

Ф ( ) F( Ф ( ) ) Ф ( )G G GN G G G G G 
F F FFN  

согласно лемме 2.3 (2), ФF ( ).
G

N G G  
F

FN  Зна-

чит, 
,

(Ф ( )) Ф ( )GG G
N G G 

FF FN
FN  ввиду следст-

вия 2.1.1 теоремы 2.1, а потому Ф ( )G G 
F

 

,
Ф ( ).

G G
G

F FN
 В частном случае используем лем-

му 2.3 (3) и лемму 2.4.                                            
Замечание 2.1. Пусть F  − непустая ради-

кальная формация, G − группа, и пусть 

,
Ф ( ) Ф ( ) .G G G

G G G 
F F FN

 Тогда 

ФФ ( ) Ф ( ) F ( ).
GG GG G G G   

FN F F
FN  

Значит, Ф ( ) ,G G G G 
F FN  так как Ф ( )G G G

F FN  

по лемме 2.1. Таким образом, согласно лемме 2.3, 
F( Ф ( )) Ф ( )G GG G G G

F FFN  − единичная группа, 

а значит, ( Ф ( )) F ( Ф ( ))G GSoc G G G G
F F

 − пря-

мое произведение простых неабелевых групп. 
В работе [7] приводится пример неразре-

шимой группы (2,5),G SL  в которой подгруп-

па Фиттинга и подгруппа Фраттини совпадают. 
Этот пример отвечает рассмотренному в замечании 
2.1 случаю: положим F  − единичная формация.  

Следствие 2.2.1. Пусть G − группа. Если 

F ,
Ф ( ) ,

G
G G




N N

 факторгруппа  

F
Ф F , F

F ( ) Ф ( ) Ф ( )
G

G G G 
 


N N

 

разрешима, то 

F
ФF F ,

Ф ( ) Ф ( ) F ( ).
G

G G G G  


   
N N

N N
 

В частности, если F ( )G G  и 
F

( Ф ( ))Soc G G  

разрешим, то  

F
ФF F ,

Ф ( ) Ф ( ) F ( ).
G

G G G G  


   
N N

N N
 

Следствие 2.2.2. Пусть 1 2 1, ,..., nF F F  − не-

пустые радикальные формации, G − группа. Ес-
ли 

...1 2 1 ...1 2 1
,

Ф ( ) ,
n n

G G
G G

 


F F F F F F N

 факторгруппа  

...... ... 1 2 11 2 1 1 2 1 ...1 2 1
Ф ,

F ( ) Ф ( ) Ф ( )
G nn n n

GG G
G G G

  


F F FF F F F F F F F F N

 

разрешима, то 

...1 2 1 ... ...1 2 1 1 2 1

1 2 1 ...1 2 1

,

... Ф

Ф ( ) Ф ( )

F ( ).

n n n

n G n

G G G
G G

G G

  

 

 

  
F F F F F F F F F N

F F F
F F F N

 

В частности, если 
1 2 1... n

G G


 F F F  и 

...1 2 1
Soc( Ф ( ))

n
GG G

F F F
 разрешим, то 

... 1 2 11 2 1 ... ...1 2 1 1 2 1

...1 2 1

...,

Ф

Ф ( ) Ф ( )

F ( ).

nn n n

G n

G G G
G G G

G

  



  

 
F F F F F F F F F N

F F F

F F F N

 

Следствием теоремы 2.2 является также сле-
дующая теорема 2.3.  

Теорема 2.3. Пусть G − группа. Для всякого 
натурального числа n имеет место следующее 
утверждение.  

Если 
1 ,

Ф ( ) ,
n- nG G

G G
N N

 подгруппа 
1

ФF ( )
G n-

G 
N

 

1 ,
Ф ( )

n- nG G
G

N N

 разрешима, то 

1 1 1
Ф,

Ф ( ) Ф ( ) F ( ).n
n- Gn- n n-

G G G
G G G G   

N N N N
N

 

В частности, если 1nG G 
N

 и подгруппа 

1
ФF ( )

G n-
G

N

 разрешима, то 

1 1 1
Ф,

Ф ( ) Ф ( ) F ( ).n
n- Gn- n n-

G G G
G G G G   

N N N N
N

 

Отметим, что условие разрешимости груп-

пы 
1 1

Ф ,
F ( ) Ф ( )

G n- n- nG G
G G

N N N

 равносильно условию 

разрешимости факторгруппы 

11 1
Ф ,

F ( ) Ф ( ) Ф ( )
G n-n- n- n

GG G
G G G

NN N N

 

ввиду следствия 2.1.3 теоремы 2.1.  
Результат В.С. Монахова работы [7] о том, 

что в разрешимой неединичной группе G под-
группа Фраттини совпадает с пересечением всех 
максимальных подгрупп, не содержащих под-
группу Фиттинга, т. е. 

F
Ф( ) Ф ( ),G G  распро-

страняется на необязательно разрешимые группы 
теоремой 2.3 в случае, если положить 1.n   В 
качестве следствия 2.3.1 теоремы 2.3 выделим 
случай, возникающий при 2.n   

Следствие 2.3.1. Пусть G − группа. Если 

2F,
Ф ( ) ,

G
G G

N

 подгруппа 
F 2

Ф F,
F ( ) Ф ( )

G
G G

N

 раз-

решима, то 2
F2

F ФF,
Ф ( ) Ф ( ) F ( ).

G
G G G G   

N
N

 

В частности, если группа G ненильпотент-

на и подгруппа 
FФF ( )G  разрешима, то 

2
F2

F ФF,
Ф ( ) Ф ( ) F ( ).

G
G G G G   

N
N
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Метанильпотентность пересечения FФ ( )G  

всех максимальных подгрупп, содержащих под-
группу Фиттинга F( ),G  для разрешимой нениль-

потентной группы G  установлена В.С. Монахо-
вым в [7]. Ввиду следствия 2.3.1 теоремы 2.3 
этот результат может быть дополнен следующим 
образом. 

Следствие 2.3.2. Пусть G  − разрешимая 
ненильпотентная группа. Тогда 

2
F2

F ФF,
Ф ( ) Ф ( ) F ( ) .

G
G G G G G   

N
N

 

В заключение рассмотрим приложение тео-
ремы 2.3 для разрешимых групп определённой 
нильпотентной длины. 

Определим нильпотентную длину группы 

F( )G G  как 
0, если 1;

( )
1, если 1.

G
n G

G
  

  

Так как Ф( ) Ф ( ),GG G
E

 
F ,F

Ф ( ) Ф ( )
G

G G
E

 

и по определению  0 1 , N E  то в рамки об-

щей закономерности для разрешимой группы G  
укладываются случаи: 

F
Ф( ) Ф ( ) F( ),G G G   

если ( ) 1,n G   и 2
2

F F,
Ф ( ) Ф ( ) ,

G
G G G 

N
N

 если 

( ) 2.n G   Обозначая через ( )n n G  нильпотент-

ную длину разрешимой группы ,G  на основании 
теоремы 2.3, для соответствующих значений 

 0,1, 2,...,n k  имеем: 

1 ,G G E  если 0;n   

Ф,F

1 Ф( ) Ф ( )

Ф ( ) F ( ) F( ) F( ) ,
G

G

G

G G G

G G G G G

   

     
E

E E

E

  

если 1;n   

2
F2

FF

ФF,

1 Ф( ) Ф ( ) F( ) F( ) Ф ( )

Ф ( ) F ( ) ,
G

G G G G G

G G G G

     

   




N

N

 

если 2;n   
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

2
F2

FF

ФF,

1 Ф( ) Ф ( ) F( ) F( ) Ф ( )

Ф ( ) F ( ) ...
G

G G G G G

G G G

     

   




N

N

 

1
1

1 1
Ф,

... Ф ( )

Ф ( ) F ( ) ...

i
i

i
Gi i i

G

G G

G G

G G G




 

  

   
N

N N N

N

N

 

1
1

k
1 1

Ф,

... Ф ( )

Ф ( ) F ( ) ,

k
k

Gk k k

G

G G

G G

G G G G




 

  

   
N

N N N

N

N

 

если .n k  
Отметим, что 1 1( )i i iG G Soc G G 

N N N
 для 

всех тех значений  1, 2,..., ,i k  для которых 

1
1

Ф ( ).i
iGG G



NN
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