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Для второго уравнения Дитеричи определен явный вид основных термодинами-

ческих функций и параметров, получено значение коэффициента сжимаемости газа, 

вычислены границы области положительности эффекта Джоуля-Томсона. 
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Введение 

В рамках термодинамики при рассмотрении реальных газов широко использу-

ются полуэмпирические уравнения состояния. Наиболее изученным в настоящее время 

является уравнение Ван-дер-Ваальса, применение которого позволило качественно 

предсказать ряд экспериментально подтвержденных результатов, например, метаста-

бильные состояния переохлажденной жидкости и пересыщенного пара. В большинстве 

литературных источников, наряду с уравнением Ван-дер-Ваальса, рассматриваются и 

другие уравнения, лучше описывающие реальные газы в определенных областях тер-

модинамических параметров, например, уравнение Бертло, уравнение Вукаловича-

Новикова [1]−[5]. В последние годы в ряде работ исследуется первое уравнение Дите-

ричи (с экспоненциальной частью) и его различные модификации [6].  

Следует отметить, что еще один вариант уравнения Дитеричи, так называемое 

второе уравнение Дитеричи [1]−[3]  

RTbV
V

a
P

3/5
      (1) 

подробно не рассматривалось в литературе и представляет несомненный интерес, в ча-

стности, в плане сопоставления его основных термодинамических результатов с ре-

зультатами для уравнения Ван-дер-Ваальса. Данная работа призвана в определенной 

мере восполнить существующий пробел. 

Критическое состояние и параметры уравнения 

Одним из элементов сопоставления уравнений состояния с экспериментальными  

данными является рассмотрение критического состояния вещества, при котором исче-

зают различия в физических свойствах жидкости и пара. На графике изотермы при кри-
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тической температуре этому состоянию соответствует единственная (критическая) 

точка, являющаяся точкой перегиба изотермы. Математически это означает 

0
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Условия (2) образуют систему уравнений, решение которой с учетом (1) позволяет вы-

разить характеристики критического состояния газа (критическую температуру Tk, кри-

тическое давление Pk и критический объем Vk) через параметры a, b уравнения состоя-

ния 
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Соотношения (3) позволяют вычислить такую важную характеристику феноменологи-

ческого уравнения состояния газа, как критический коэффициент сжимаемости 

2667,0
15

4

15

416
4

44

3/2

3/5

кр

кркр

кр
a

b
b

b

a

RT

VP
Z .   (4) 

Такое значение Zкр соответствует наблюдаемым значениям 0,27 ÷ 0,30 для большинства 

реальных газов и лучше, чем соответствующее значение, полученное из уравнения Ван-

дер-Ваальса (3/8 = 0,375). 

На практике соотношения (3) используются для получения численных значений 

параметров уравнения состояния по экспериментальным значениям критических тем-

ператур и давлений газов 
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В таблице приведены вычисленные по (5) значения параметров второго уравнения Ди-

теричи для некоторых газов (использованы данные справочника [8]) 

 

Таблица 1 − Значения параметров второго уравнения Дитеричи 

Газ 
крT , К 

крP , 10
6
 Па a, м

5
Па/моль

5/3 
b, 10

-5
м

3
/моль 

Ne 44,4 2,654 0.438 0,927 

N2 126,2 3,4 2.118 2,057 

Ar 150,725 4,865 2.242 1,717 

O2 154,576 5,043 2.283 1,699 

Kr 209,286 5,4931 3.573 2,112 

 

Критические параметры во многих случаях удобно использовать в качестве единиц из-

мерения термодинамических величин. Это означает переход в соотношениях к приве-

денным, или относительным безразмерным переменным. В приведенных переменных 

второе уравнение Дитеричи (1) принимает вид 
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На основании уравнения состояния получаются аналитические выражения для 

многих технических параметров реального газа. Например, для коэффициента изотер-

мического сжатия получаем 
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Аналогичным образом находим соотношение для разности изобарной и изохор-

ной молярных теплоемкостей. При этом учитываем главные слагаемые и пренебрегаем 

величинами старших порядков малости с учетом физических условий применимости 

уравнения Дитеричи ( 3/5/    , VaPbV ): 
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Энтропия, внутренняя энергия и энтальпия для второго уравнения Дите-

ричи 

Для нахождения явных выражений для внутренней энергии и энтальпии найдем 

вначале полный дифференциал энтропии, соответствующий уравнению (1): 
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Пренебрегая возможной слабой температурной зависимостью молярной изохорной те-

плоемкости и полагая cV = const, после интегрирования полного дифференциала (9) по-

лучаем выражение для самой энтропии  
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где bVRTcSC V 0001 lnln , а нулевыми будем считать параметры произвольного 

фиксированного состояния. 

Найдем внутреннюю энергию газа Дитеричи-II. На основании соотношения 

PdVTdSdU  и самого уравнения для полного дифференциала внутренней энергии 

получаем 
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После интегрирования (11) получаем  
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Явное выражение для энтальпии получим на основании общего соотношения 

PVUW  с учетом (1) и (12): 
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Изоэнтальпическое охлаждение газов 

Применим уравнение Дитеричи для исследования изоэнтальпического (dW = 0) 

подсистемно-равновесного процесса прокачки реального газа сквозь пористую перего-

родку [1]−[5]. При этом наблюдается изменение температуры газа (эффект  

Джоуля−Томсона). Математически это изменение характеризуется коэффициентом 

Джоуля−Томсона 
WJ PT / . Выполняя соответствующие преобразования и 
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дифференцирования, получаем явное выражение для расчета коэффициента Джоуля-

Томсона при заданных значениях V, T в модели Дитеричи-II 
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При уменьшении давления по условию протекания процесса (dP < 0) возможны два ва-

рианта изменения температуры в зависимости от знака параметра: 00 dTJ
, 

00 dTJ
. Первый вариант соответствует положительному эффекту Джоуля-Том-

сона (газ остывает), второй – отрицательному (газ нагревается). Условием же 0J
 

задаются точки инверсии (состояния газа, в которых изменяется знак эффекта). Это 

условие позволяет получить выражение для температуры инверсии.  

В отличие от уравнения Ван-дер-Ваальса, для второго уравнения Дитеричи не-

возможно выразить температуру инверсии через давление в виде аналитического вы-

ражения. Для применения численных методов более удобным является использование 

уравнения, записанного в приведенной форме. В этом случае результат имеет общий 

для всех реальных газов характер, и численное решение достаточно выполнить только 

один раз. Из (14) и уравнения (6) получаем систему соотношений 
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позволяющую исключить температуру и получить уравнение, выражающее значение 

приведенного объема для точки инверсии в зависимости от приведенного давления 
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Анализ уравнения (16) показывает, что для каждого выбранного значения P
~

 оно имеет 

два корня. Это связано с поведением функции )
~

(Vf , а именно: 032)0(f , при-

чем 080)0(' f , т. е., функция убывает от положительного значения. Так как при 

больших значениях V
~  функция становится положительной и монотонно возрастающей, 

это означает наличие точки минимума ( 0)
~

(' Vf  при 
2/3
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~
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PV ) и, следовательно, 

двух корней функции. 

Уравнение (16) для каждого выбранного значения P
~

 решалось численно с 

применением вычислительной среды Mathcad при уровне точности вычислений 10
-6

. 

Для каждого значения P
~

 уравнение (11) имеет два корня: нижнее и верхнее значение 

приведенного объема 
н

~
iV , 

в

~
iV . По этим значениям с помощью (15) вычислялись 

соответствующие нижняя и верхняя температуры инверсии 
н

~
iT , 

в

~
iT . Полученный гра-

фик инверсионной кривой приведен на рисунке. 
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Рисунок 1 − График инверсионной кривой в приведенных координатах 

 

Анализ графика позволяет сформулировать следующие результаты, характери-

зующие поведение кривой инверсии знака эффекта Джоуля−Томсона для реальных га-

зов, рассматриваемых в рамках модели Дитеричи-2:  

− область положительного эффекта процесса изоэнтальпического охлаждения 

находится под линией графика, начинается на уровне 3/5

крmax 4/416 baPP  и расширя-

ется в направлении уменьшения Р, где существуют две температуры инверсии − верх-

няя 
вiT и нижняя

нiT , которые при максимальном давлении сливаются в одну 

Rb

a
TTi 3/2крmax

44

15
4 ; 

− при Р → 0 нижняя температура инверсии 
кркр

3/1

н 737,05/2 TTTi
, а верхняя 

температура инверсии проявляет резкое асимптотическое поведение, то есть, 
вiT , 

что явно обусловлено структурой самого уравнения Дитеричи. Это может означать, что 

при слишком низких давлениях верхняя температура инверсии может быть практиче-

ски недостижимой; 

− уровень нормального давления находится в пределах области положительно-

сти эффекта и соответствующие верхние температуры инверсии для почти всех реаль-

ных газов (исключение составляют Н2 и Не) весьма велики, что делает процесс Джо-

уля−Томсона эффективным.  

Заключение 

В работе определен явный вид энтропии, внутренней энергии энтальпии и дру-

гих параметров для газов, подчиняющихся второму уравнению Дитеричи, получено 

выражение для расчета коэффициента Джоуля-Томсона и определена область положи-

тельного эффекта процесса Джоуля-Томсона в приведенных переменных. Установлена 

связь точек инверсии эффекта с термодинамическими константами. Полученные ре-

зультаты могут быть использованы в качестве критериев при выборе уравнения состоя-

ния для теоретического описания реальных газов.  
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G. Tyumenkov, E. Dey, O. Tarnavskaya 

ON SOME PARAMETERS AND ISOENTHALPIC COOLING OF THE 

DIETERICI GASES 

 

In this paper in the framework of phenomenological method two thermodynamic po-

tentials ant their asymptotic behaviour for gases, described by the Dieterici equation, are con-

sidered. The Joule-Tomson process and corresponding positive effect’s problem are con-

cerned as well. It’s shown that the area of positivity and the form of inversion curve depend 

on thermodynamic constants. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 




