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Известное теоретико-групповое описание способов построения 4-тензоров из комплексного 4-спинора позволяет вве-
сти определение для 4-спиноров Джонса частично поляризованного света и связать этот объект с 4-вектором и 4-тензором 
Стокса для такого света. Это существенно обобщает известную в литературе ситуацию,  когда используется только 2-мер-
ный формализм Джонса, при этом он применяется только для описания полностью поляризованного света. 
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The known group-theory based description of constructing of 4-tensors based on the second rank 4-spinor permits to introduce 
definition for Jones 4-spinor of a partially polarized light and relates this object with Stokes 4-vector and Stokes antisymmetric 
4-tensor. It provides us with extension of the known attitude to the problem when only Jones 2-spinors relevant to a completely 
polarized light are used. 
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Введение  
Для аналитического описания состояния 

поляризации света используются 4 параметра 
Стокса [1]. При любом линейном оптическом 
процессе параметры Стокса падающего пучка 
линейно преобразуются в параметры Стокса вы-
шедшего пучка с помощью матрицы Мюллера; 
любой оптический элемент описывается своей 
матрицей Мюллера. Поляризация света может 
описываться также в рамках формализма Джон-
са; при этом состояние поляризации света зада-
ется 2-мерным комплексным вектором, линейные 
оптические элементы описываются 2-мерными 
матрицами Джонса. В литературе большое вни-
мание уделялось анализу возможных типов мат-
риц Мюллера. В частности, теория матриц Мюл-
лера недеполяризующих оптических систем раз-
вивалась в работах П.И. Ламекина [2]–[9]: были 
описаны собственные поляризации всех типов 
недеполяризующих оптических систем; в рамках 
формализма матриц Мюллера построена общая 
классификация недеполяризующих оптических 
систем; построены полярные формы матриц 
Мюллера недеполяризующих систем.  

В последние годы много внимания уделяется 
другим аспектам теории матриц Мюллера. Извест-
но, что при описании полностью или частично по-
ляризованного света существенную роль может 
играть группа псевдоортогональных преобразо-
ваний, изоморфная группе Лоренца. Это означа-
ет, что техника оперирования с преобразования-
ми Лоренца, хорошо развитая в релятивистской 

физике [10]–[12], может сыграть существенную 
эвристическую роль при анализе вопросов опти-
ки поляризованного света. А.А. Богушем и др. 
были инициированы исследования теории мат-
риц Мюллера с акцентом на их групповой струк-
туре, в частности, на группе преобразований, 
изоморфной группе Лоренца [13]–[20]. При этом 
была описана общая факторизованная структура 
возможных матриц Мюллера, показана эффек-
тивность применения параметризации Федорова 
в теории матриц Мюллера лоренцевского типа, 
выполнен теоретико-групповой анализ степени 
неопределенности в нахождении матриц Мюлле-
ра оптического элемента из результатов одного 
поляризационного измерения, построена класси-
фикация возможных вырожденных матриц 
Мюллера с нулевым определителем.  

 
1 Постановка задачи 
Стоит отметить, что 2-мерный формализм 

Джонса пригоден только для описания полно-
стью поляризованного света, в то время как 
формализм Стокса применим также и для описа-
ния частично поляризованного света. Следует 
обратить внимание и на то, что 4-векторы Стокса 
полностью и частично поляризованного света 
являются аналогами изотропных и времени-
подобных 4-векторов в рамках специальной тео-
рии относительности. В настоящей работе из-
вестная теоретико-групповая задача о способах 
построения 4-тензоров из комплексного 4-спинора 
переформулируется  как  задача  о связи между 
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4-спинорным (типа Джонса) и тензорным (типа 
Стокса) описаниями поляризованного света. Ре-
лятивистские 4-спиноры Джонса являются обоб-
щением нерелятивистких 2-мерных спиноров 
Джонса, которые обычно только и применяются в 
литературе. В данной работе мы рассматриваем 
частично поляризованный свет (предварительный 
анализ проблемы был частично выполнен в [15]).  

Исходим из разложения биспинора второго 
ранга по тензорам (используем обозначения, 
принятые в [21]):  

( )5 5 1b ab b
bb ab

U

i i i Eγ σ γ γ γ −

= Ψ⊗Ψ =

= − Φ + Φ + Φ + Φ + ;Φ
(1.1) 

для матриц Дирака будем использовать спинорный 
базис. Обратные к (1.1) соотношения имеют вид: 
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Находим явный вид 4-вектора, 4-псевдовектора, 
двух скаляров:  
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0 0 0a = , Φ = , Φ = ,Φ  
а также антисимметричного тензора:  
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В [15] было показано, что эта возможность при-
годна для описания полностью поляризованного 
света, когда релятивистская длина 4-вектора 
Стокса равна нулю.  
 

2 4-Спиноры Джонса для частично поля-
ризованного света  

Исследуем возможность построения тензо-
ров из двух зарядово-сопряженных спиноров [21]:  

1
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Для эквивалентного представлению cΦ⊗Ψ  
набора тензоров находим следующие явные вы-
ражения (знак тильды относится к псевдовели-
чинам):  

– для скаляра и псевдо скаляра (чисто мни-
мых): 

1 ( )
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i
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– для (вещественного) 4-вектора и (мнимо-
го) псевдо 4-вектора: 

0

3

1

2

1 ( )
4
1 ( )
4
1 ( )
4

( )
4

AA BB DD CC

AA BB DD CC

AB BA CD DC

i AB BA CD DC

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

Ψ = + + + ,

Ψ = − + − ,

Ψ = + − − ,

Ψ = − − + + − ;

 

0

3

1 ( )
4
1 ( )
4

AA BB DD CC
i

AA BB DD CC
i

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

= + − − ,Ψ

= − − + ,Ψ

 

1

2

1 ( )
4
1 ( )
4

AB BA CD DC
i

AB BA CD DC

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

= + + + ,Ψ

= − − + − + ;Ψ

 

– для (вещественного) антисимметричного 
тензора: 

01
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4
1 ( )
4
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03 ( )
4
i AC BD CA DB∗ ∗ ∗ ∗Ψ = − − + + − ,  
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12 1 ( )
4

AC BD CA DB∗ ∗ ∗ ∗Ψ = − − + − + ,  

3

1

2

( )
2

( )
2
1 ( )
2
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is AD BC

s AD BC

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

= − ,

= + ,
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  (2.1) 

Легко получаем представление для инвари-
анта 4-вектора :aΨ  

2

( ) ( )

| | 0

a
a AC BD A C B D

AC BD

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

Φ Φ = + + =

= + + ≥ .
 

С учетом 0 0Ψ >  это означает, что 4-вектор 
aΨ  может рассматриваться как четырехмерный 

вектор Стокса для частично поляризованного 
света [1].  

Комплексный 3-вектор s  из (2.1) является 
неизотропным:  

2 1 2 2 2
1 2

1 1( ) ( ) 0
4 4

AC BDξ η ξ η∗ ∗ ∗ ∗= − + = − + ≠ .s  

Используя представление для (чисто мни-
мого) псевдо 4-вектора ,a

Ψ  находим инвариант  
2 2 2 3
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1 ( )( ) 0,
4
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т. е. инвариант вещественного 4-вектора a
Ψ  

(мнимой части этого вектора) отрицательный, и 
такой вещественный 4-вектор ai− Ψ  не может 
рассматриваться как стоксов.  

Найдем явные выражения для двух скаля-
ров, двух 4-векторов, а также антисимметрично-
го тензора, который можно описать комплекс-
ным 3-вектором ,js  при использовании сле-
дующей параметризации 4-спинора:  
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2
i ab cd s tα β= − + − ;Ψ  

для (вещественного) антисимметричного тензора  
01 1 [ sin( ) sin( )]

2
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02 1 [ cos( ) cos( )]
2

ad t bc sα βΨ = − − − − ,  

31 1 [ sin( ) sin( )]
2

ad t bc sα βΨ = − − − − ,  
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2
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2
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Зависимость тензоров от параметров  a b c, , ,  
   d s tα β, , , ,  можно пояснить следующим образом:  

a a b c d s tα βΨ − − − −− > , , , , − , − ;  
a a b c d s tα β− − − −− > , , , , − , − ;Ψ  

a b c d s tα βΨ −− − −− > , , , , − , − ;  

a b c d s tα βΨ −− − −− > , , , , − , − ;  
ab a b c d t s s tα β α βΨ −− − −− > , , , , − , − , − , − .  
Чтобы установить зависимость 2-мерных 

блоков от фазовых множителей, запишем в яв-
ном виде 4 4× -матрицу:  
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Исходный 4-спинор (2.2)  
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можно представить следующим образом:  
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Введем 4-спинор (0),Ψ  который однозначно 
определяет стоксов 4-вектор :a aS = Ψ  
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Разложение  
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учитывая тождества  
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можно представить в виде:  
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Очевидно, что общий фазовый множитель ie γ  
никак не сказывается на величинах всех тензор-
ных компонент, поскольку биспинор второго 
ранга равен 2( ).U i ∗= Ψ⊗ − Γ Ψ  Очевидно, также, 
что величина Γ  никак не проявляет себя в вы-
ражениях компонент стоксова 4-вектора.  

Отмечаем, что в 4-спинор (0)Ψ  входит 6 неза-
висимых параметров, а 4-вектор Стокса содержит 
только 4 независимых параметра. Это означает, что 
2 параметра в 4-спиноре (0)Ψ  лишние – они не 
сказываются на величине стоксова 4-вектора.  

В уравнениях (2.3) компоненты вектора 
Стокса связаны с 6 параметрами a b c d, , , ,  
( ) ( ).s tα β− , −  Первые два уравнения можно 
преобразовать в следующие: 
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[0 2].x y π, ∈ , /  Параметры  x y,  не задаются из-
меримыми величинами 0 3 ,S S,  самый простой 
способ выбора частного решения выглядит как 
( 4) :x y π= = /  

0 3 0 3a S S d S S= + , = + ,  
0 3 0 3b S S c S S= − , = − .  
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1 [ sin( ) sin( )]
2

S ab cd s t

S ab cd s t

α β

α β

= − − − ,

= − − + −
 

при этом принимают вид: 
1

2 2
0 3

2

2 2
0 3

cos( ) cos( )
2

( ) ( ) ( ) ( )sin sin
2 2

sin( ) sin( )
2

( ) ( ) ( ) ( )sin cos
2 2

S s t

S S
s t s t

S s t

S S
s t s t

α β

α β α β

α β

α β α β

− − −
= =

−

− − − − + −
= ,

− − + −
= =

−

− − − − + −
= ;

 

отсюда получаем соотношения 
2 2

2 1 2
2 2
0 3
2 2

2 0
2 2
0 3

( ) ( )sin
2

( ) ( )cos
2

S Ss t
S S

Ss t
S S

α β

α β

+− − −
= ,

−

−− − −
= ,

−
S

 

1

2

( ) ( )tan
2

S s t
S

α β− + −
= ⇒  

2
2 1

2 2
1 2

2
2 2

2 2
1 2

( ) ( )sin
2

( ) ( )cos ,
2

Ss t
S S

Ss t
S S

α β

α β

− + −
= ,

+

− + −
=

+

 

где 2 2 2 2
1 2 3 .S S S= + +S  

 Р
ЕП
ОЗ
ИТ
ОР
ИЙ

 ГГ
У И
МЕ
НИ

 Ф
. С
КО
РИ
НЫ
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Зависимость 4-спинора (0)Ψ  от физически 
неизмеряемых параметров x y,  может быть опи-
сана с помощью разложения  

(0)

0 3 ( ) 2

0 3 ( ) 2

0 3 ( ) 2

0 3 ( ) 2

2( )cos 0 0 0
2( )0 cos 0 0

.
0 0 sin 0 2( )
0 0 0 sin ( )

i

i

i s t

i s t

S S ex
S S ey

y S S e
x S S e

α β

α β

+ − /

− − /

+ − /

− − /

Ψ =

+

−
=

−

+

 

Зависимость компонент 4-тензора Стокса от 
физически неизмеряемых параметров задается 
формулами  

01 0 3

0 3

1 ( )sin 2 sin( )
2

( )sin 2 sin( ) ,

S S x t

S S y s

α

β

⎡Ψ = − + − +⎣

⎤+ − − ⎦

 

23 0 3

0 3

1 ( )sin 2 cos( )
2

( )sin 2 cos( ) ,

S S x t

S S y s

α

β

⎡Ψ = + − +⎣

⎤+ − − ⎦

 

02 0 3

0 3

1 ( )sin 2 cos( )
2

( )sin 2 cos( ) ,

S S x t

S S y s

α

β

⎡Ψ = − + − −⎣

⎤− − − ⎦

 

31 0 3

0 3

1 ( )sin 2 sin( )
2

( )sin 2 sin( ) ,

S S x t

S S y s

α

β

⎡Ψ = − + − −⎣

⎤− − − ⎦

 

[
]

03 2 2
0 3 cos sin sin( )

sin cos sin( ) ,

S S x y s

x y t

α

β

Ψ = − − −

+ −
 

[
]

12 2 2
0 3 cos sin cos( )

sin cos cos( ) .

S S x y s

x y t

α

β

Ψ = − − −

− −
 

При 4x y π= = /  имеем существенно более 
простые выражения  

01 0 3 0 31 ( )sin( ) ( )sin( ) ,
2

S S t S S sα β⎡ ⎤Ψ = − + − + − −⎣ ⎦  

23 0 3 0 31 ( )cos( ) ( )cos( ) ,
2

S S t S S sα β⎡ ⎤Ψ = + − + − −⎣ ⎦  

02 0 3 0 31 ( )cos( ) ( )cos( ) ,
2

S S t S S sα β⎡ ⎤Ψ = − + − − − −⎣ ⎦  

31 0 3 0 31 ( )sin( ) ( )sin( ) ,
2

S S t S S sα β⎡ ⎤Ψ = − + − − − −⎣ ⎦  

03 2 2
0 3

1 [ sin( ) sin( )]
2

S S s tα βΨ = − − − + − ,  

12 2 2
0 3 [cos( ) cos( )]S S s tα βΨ = − − − − .  

Заметим, что можно найти простые ограни-
чения, связывающие тензорные величины:  

ab a ab a
bbS S S S= −Ψ Ψ , = −Ψ .Ψ  

Таким образом, известное теоретико-
групповое описание способов построения 4-
тензоров из комплексного 4-спинора позволяет 

ввести определение для 4-спиноров Джонса для 
частично поляризованного света и связать этот 
объект с 4-вектором и 4-тензором Стокса для 
такого света. Обратим внимание еще раз на то, 
что в литературе используются, как правило, 
только 2-мерные спиноры Джонса, описываю-
щие полностью поляризованный свет. 
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