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Предложен формализм для описания параксиальных 3D гауссовоподобных световых пучков Куммера-Гаусса c про-
стым астигматизмом. Сформулированы условия их физической реализуемости. Найдены новые типы пучков Куммера-
Гаусса. Такие пучки описываются произведением гауссиана на функции Куммера комплексного аргумента и целочис-
ленного индекса n. 
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The formalism for the description of paraxial 3D Gaussian-like light Kummer-Gaussian beams by a simple astigmatism is of-
fered. Conditions of their physical realizability are formulated. New types of Kummer-Gaussian beams are found. Such beams 
are presented by Gaussian product on Kummer function of a complex argument and a nonnegative integer index n. 
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 Введение 
В настоящее время наблюдается всплеск 

интереса к поиску новых решений для оптиче-
ских полей. Наибольший интерес представляют 
узконаправленные (пучковые) решения, реали-
зуемые экспериментально [1]–[2]. Такие пучки 
часто можно считать параксиальными. К ним 
относятся  гауссовы пучки [1]–[3], пучки Эрми-
та-Гаусса (H – G) [1]–[3] и многие другие [2]–[8]. 
Обычно для вывода таких пучков используют 
различные подходы, что затрудняет установле-
ние взаимосвязей между ними. 

В работах [7], [8] нами был предложен уни-
фицированный формализм, позволяющий вывес-
ти выражения для гауссовоподобных 2D пучков 
разных типов и установить взаимосвязи между 
ними. 

В настоящей работе этот формализм рас-
пространяется на 3D астигматические гауссово-
подобные пучки, описывается фундаментальная 
гауссова мода с простым астигматизмом. В раз-
деле 2 получены уравнения для скалярных гаус-
совоподобных мод высших порядков. В разделе 
3 выведены выражения для скалярных паракси-
альных 3D пучков Куммера-Гаусса (K – G) с 
простым астигматизмом. Подробно обсуждаются 
условия физической реализуемости 2D и 3D пуч-
ков K – G в разделе 4. Наиболее известные част-
ные случаи пучков K – G – стандартные (stan-
dart) H – G (sH – G) пучки и элегантные (elegant) 
H – G (eH – G) пучки кратко характеризуются в 
разделе 5. Наконец, в заключении сформулиро-
ваны основные результаты и выводы настоящей 
работы. 

1 Фундаментальная  астигматическая 
гауссова мода  

Для монохроматических волн вида 
( , ) exp( )f t f i tω= −r  скалярное параболическое 

уравнение, описывающие амплитуду f  паракси-
альных световых пучков, имеет вид [1] 

2 2
, ,( 2 ) 0,x x y y zik f∂ + ∂ + ∂ =             (1.1) 

где 0 0, .k k n k cω= =  
 В работах [7], [8] мы ограничились изуче-
нием двумерных (2D) пучков, полагая  0.y f∂ =  
В настоящей работе использованный подход  
обобщается на  3D световые пучки. Целесооб-
разно перейти к безразмерным переменным 

0 0 0/ , / , / .X x x Y y x Z z z= = =       (1.2) 
Здесь 0x  и 2

0 / 2z kx=  – некоторые характерные 
вещественные размеры пучка в направлениях, 
параллельных осям 0Х и 0Y соответственно. Те-
перь параболическое уравнение (1.1) приобрета-
ет простейшую форму 

2 2
, ,( 4 ) 0.X X Y Y Zi f∂ + ∂ + ∂ =              (1.3) 

Фундаментальным решением последнего урав-
нения является гауссиан [1] 

2 21( , , ) ,
X YX Y

X YG X Y Z exp i
Q QQ Q

⎛ ⎞⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

   (1.4) 

где XQ  и YQ  – введенные безразмерные ком-
плексные параметры пучка:  

, 0 ,0 ,X Y X YQ Z Q= −                  (1.5) 

причем ' ''
0 ,0 0 ,0 0 ,0 .X Y X Y X YQ Q iQ= +  Здесь и далее 

штрихами помечаем вещественные и мнимые 
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части различных величин. При 0OXQ′′ >  и 
0OYQ′′ >  данное решение удовлетворяет физиче-

ским принципам: ( , , ) 0G X Y Z →  при ,X → ±∞  
Y → ±∞  и квадратично интегрируемо. Гауссиан 

( , , )G X Y Z является [1] 3D основной гауссовой 
модой с простым астигматизмом. Полное поле 
светового пучка при этом имеет вид 

0 exp( ).E E G k z tω= −  
 

2 Гауссовоподобные моды высших порядков 
Для нахождения более сложных решений 

параболического уравнения (1.3) (гауссовопо-
добных мод высших порядков) применим под-
становку 

( , , ) ( , , ) ( , , ).f X Y Z G X Y Z h X Y Z= ⋅      (2.1) 
Здесь на некоторую функцию ( , , )h X Y Z  накла-
дывается гауссова функция ( , , ).G X Y Z  Поэтому 
пучки, описываемые функциями ( , , ),f X Y Z  бу-
дем называть 3D гауссовоподобными астигмати-
ческими световыми пучками.  

Новая функция ( , , )h X Y Z  удовлетворяет 
дифференциальному уравнению 

2 2
, , 4 0.X X Y Y X Y Z

X Y

X Yi h
Q Q

⎡ ⎤⎛ ⎞
∂ + ∂ + ∂ + ∂ + ∂ =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (2.2) 

Для его решения выполним нелинейную замену 
переменных 

1( , ) ( ),XX X Z X b Z= ⋅  

1( , ) ( ),YY X Z Y b Z= ⋅                   (2.3) 
где ( ),Xb Z  ( )Vb Y  – некоторые функции от .Z  
Тогда функция 1 1( , , )h X Y Z  удовлетворяет урав-
нению 

( )
( )

1 1 1

1 1 1

2 2
, 1 1

2 2
, 2 1

2

2 4 0,

X X X X

Y Y Y Y Z

b c X h

b c Y h i h

∂ − ∂ +

+ ∂ − ∂ + ∂ =
     (2.4)  

где 1,2c  соответственно равны 

2
1,2 ,2 2

,, ,

2 1 ( ) .Z X Y
X YX Y X Y

ic d b
Qb b

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
     (2.5) 

Уравнение (2.4) при произвольных зависимостях  
( )Xb Q  и ( )Yb Q  не имеет известных аналитиче-

ских решений. Оно решается, если множители  
1c  и 2c  в (2.4) не зависят от Z  и являются неко-
торыми комплексными константами. Интегрируя 
(2.5), находим ( )Xb Z  и ( )Yb Z   при постоянных  

1c  и 2:c  

,2
,

, , 1,2 ,

( ) .
( )

X Y
X Y

X Y X Y X Y

is
b Q

Q Q c s
=

−
           (2.6) 

Здесь ,X Ys  – некоторые комплексные постоян-
ные интегрирования.  

Выполним разделение переменных в (2.4), 
полагая, что 

1 1 1 1 2 1 3( , , ) ( ) ( ) ( ).h X Y Z h X h Y h Z= ⋅ ⋅        (2.7) 
Теперь уравнение (2.4) сводится к трем уравне-
ниям: 

2 23
1 2

3

( ) ;
2 X Y

dh i b b dZ
h

ν ν= − +             (2.8) 

1 1 1

2
, 1 1 1 1 1 12 2 0;X X Xd h c X d h hν− + =        (2.9) 

1 1 1

2
, 2 2 1 2 2 22 2 0,Y Y Yd h c Y d h hν− + =       (2.10) 

где 1ν  и 2ν – постоянные разделения перемен-
ных, в общем случае комплексные. 

Решения уравнений (2.8)–(2.10) описывают 
3D астигматические гауссовоподобные моды 
высших порядков и принципиально различаются 
при нулевых и ненулевых значениях комплекс-
ных параметров 1c  и 2 .c  
  

3 3D астигматические пучки Куммера-
Гаусса 

Если в уравнениях (2.9), (2.10) 1 0c ≠  и 

2 0,c ≠  то, без ограничения общности, можно 
положить 1 1,c =  2 1.c =  Целесообразно также 
обозначить 0 ,0 0 ,0 ,,X Y X Y X YP Q s= +  и ввести, наряду 
с XQ  и ,YQ  еще два комплексных безразмерных 
параметра пучка XP  и YP  соотношениями 

, 0 ,0 ,X Y X YP Z P= −                   (3.1) 
где 0 ,0 0 ,0 0 ,0 .X Y X Y X YP P iP′ ′′= +  
При этом функции , ( )X Yb Z  принимают простую 
форму [7], [8] 

( )2
, , ,1 / 1/ .X Y X Y X Yb i P Q= −  

Все параметры пучка ,XQ  ,YQ  ,XP  YP  линейно 
зависят от .Z  В итоге аргументы 1X  и 1Y  функ-
ций 1h  и 2h  в (2.9) и (2.10) зависят от попереч-
ных координат ,X Y  и четырех комплексных 
параметров пучка ,XQ  ,YQ  ,XP  :YP  

( )2 2
1 1 / 1/ ;X XX i P Q X= −  

( )2 2
1 1/ 1 / .Y YY i P Q Y= −               (3.2) 

Решение уравнения (2.8) имеет вид: 
1 2

2 2

3( ) .X Y

X Y

P P
h Z

Q Q

ν ν

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

             (3.3) 

Общие решения уравнений (2.9) и (2.10) для  
амплитуд 1 1( )h X  и 2 1( )h Y  3D гауссовоподобно-
го пучка можно выразить через одну конфлюэнт-
ную гипергеометрическую функцию 1 1F  [11], ко-
торая эквивалентна функции Куммера M [9]–[11]: 

21
1 1 1 1 1

1 3( ) , ,
2 2 2

h X A X M X
ν⎛ ⎞= ⋅ ⋅ − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

21
1 1 1 1

1, , ;
2 2

o eB M X h h
ν⎛ ⎞+ ⋅ − ≡ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
         (3.4) 
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22
2 1 2 1 1

1 3( ) , ,
2 2 2

h Y A Y M Y
ν⎛ ⎞= ⋅ ⋅ − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

22
2 1 2 2

1, , ,
2 2

o eB M Y h h
ν⎛ ⎞+ ⋅ − ≡ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
         (3.5) 

где 1 1 2 2, , ,A B A B  – некоторые произвольные 
постоянные. Индексы o и e отмечают соответст-
венно четность (even) и нечетность (odd) функ-
ций  eh  и oh  относительно изменения знаков их 
аргументов. 
 Общее решение для амплитуды f (X, Y, Z) 3D 
скалярного гауссовоподобного пучка имеет вид 

1 1 2 1 3

( , , )
( , , ) ( ) ( ) ( ),

f X Y Z
G X Y Z h X h Y h Z

=
= ⋅ ⋅ ⋅

    (3.6) 

где переменные 1,X  1Y  выражаются через ,X  Y  
согласно (3.2). Выражения (3.6) зависят от трех 
переменных (X, Y, Z) и шести комплексных па-
раметров ( 1 2 0 0 0 0, , , , , ).X Y X YQ Q P Pν ν  Они описы-
вают шестипараметрическое семейство решений 
для амплитуд гауссовоподобных астигматиче-
ских 3D пучков. Зависимости функций f (X,Y,Z) 
от поперечных координат Х и Y характеризуются 
функциями Куммера и Гаусса, поэтому такие 
пучки, определяемые формулами (3.1)–(3.6), бу-
дем называть пучками K – G. Пучки K – G пред-
ставляют обобщение пучков H – G, описываемых 
функциями Эрмита с комплексным аргументом 
[2]–[8]. Заметим также, что 3D скалярные реше-
ния для пучков K – G можно построить как про-
изведения соответствующих 2D решений. При 
этом возможна любая комбинация четностей 
функций 1h  и 2 .h  

Итак, в общем случае, амплитуда  скалярно-
го 3D астигматического пучка K – G зависит от 
трех координат и шести свободных комплексных 
параметров. 

 
4 Условия физической реализуемости 2D 

и 3D пучков Куммера-Гаусса 
Мы выяснили, что при заданных значениях 

переменных и параметров  всегда существуют 
два формальных решения для амплитуд 3D рас-
сматриваемых световых пучков K – G. Однако не 
все эти решения соответствуют физически реа-
лизуемым пучкам с переносимой конечной мощ-
ностью [1], [2].  

В [7], [8] нами подробно исследованы усло-
вия квадратичной интегрируемости (КИ) для 2D 
пучков K – G. Для удобства полученные резуль-
таты представим в таблице 4.1, проведем ее ана-
лиз и сформулируем основные выводы по усло-
виям КИ для 2D пучков K-G. 
 Чтобы 2D гауссов пучок был физически 
реализуем, как отмечалось выше, достаточно 
одного простого ограничения ''

0 0.XQ >  Для 2D 
пучков K – G, как видно из таблицы 4.1, условия 
их КИ более разнообразны. 

 Необходимые условия КИ для 2D пучков K – G  
– ''

0 0XQ >  либо ''
0 0.XR >  

 При произвольных значениях комплексных 
параметров 1,ν 0 ,XQ 0 XR  условия КИ для 2D 
пучков K – G, вообще говоря, не выполняются. 
Однако при определенных ограничениях на сво-
бодные параметры возможно удовлетворить ус-
ловиям КИ для обоих пучков, описываемых функ-
циями of  и ,ef  либо только для одного из них. 

Условия КИ для четных пучков ( )ef  и для 
нечетных ( )of  одинаковы только для пучков с 
нецелым индексом 1.ν  

Ограничений ''
0 0XQ >  и ''

0 0XR >  либо огра-
ничений ''

0 0,XQ >  ''
0 0XR =  и 1 ' 1 / 2ν > −  всегда 

достаточно для одновременной физической реа-
лизации 2D пучков K – G двух типов ( of  и ef ). 

Если 1ν  – целое число, то условия КИ для 
четных и нечетных пучков, вообще говоря, раз-
личны. 

При четном (нечетном) неотрицательном 
целочисленном индексе 1ν  пучки ,K G−  сопос-
тавляемые функциям ef  ( ),of  редуцируются к 
обобщенным (general) пучкам H – G ( ).gH G−  
При этом возможны новые типы пучков K – G, 
которые отсутствуют в работах Бандреса [6] и 
Торре [12]. На такие пучки в таблице 4.1 даются 
ссылки с пометкой а. 

Остановимся на 2D пучках K – G с положи-
тельным целочисленным индексом 1ν .  Пусть 

''
0 0.XQ >  Тогда при 1 2 1,mν = +  где 0,1, 2,...m =  

(пункты 1 и 2 в таблице 4.1), для пучков K G−  
имеет место следующая ситуация. Нечетные 
пучки K G−  1( )of  редуцируются к пучкам 

.gH G−  Последние при XP →∞  переходят в в 
eH G−  пучки, а при '' ''

0 0X XP Q= −  – к обычным 
sH G−  пучкам. Четные же пучки K G−  1( )of  
целочисленного индекса 1 2 1mν = +  при ''

0 0XP ≥  
физически реализуемы и являются новыми. 

Аналогичные рассуждения справедливы и 
при ''

0 0XQ >  и четных неотрицательных индек-
сах 1 2 .mν =  

В работах [7], [8] было отмечено, что любое 
решение f уравнений для пучков K – G инвари-
антно относительно преобразований 

,X XQ P↔  1 1( 1).ν ν↔ − −                (4.1) 
Используя соотношения симметрии (4.1), нахо-
дим, например, что условия КИ для пучков K – G, 
представленные под номерами 1 и 2 таблицы 4.1, 
переходят в условия КИ для пучков K – G, пред-
ставленные под номерами 7 и 8 таблицы 4.1. В 
итоге преобразования (4.1) приводят к следую-
щим взаимосвязям:  
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Таблица 4.1 – Возможные типы 2D пучков K G−  и их условия физической реализуемости  
                         (a – новые типы пучков K G− ) 
 

№ 
п/п 

Ограничения на 
параметры ''

0 XQ  
Ограничения на 
параметры ''

0 XP  
Ограничения 
на индекс 1ν  
( 0,1,2,...)m =  

Типы пучков, 
описываемые 
функцией 1

of  

Типы пучков, 
описываемые 
функцией 1

ef  

Число 
пучков 

1  ''
0 0XP <  ; ;

;
gH G   sH G

eH G
− −

−

– 
1
of  

2  

 
''
0 0XQ >  

''
0 0XP ≥  

 
1 2 1mν = +  

; ;gH G   eH G− − aK G−  
1 1
o ef f+  

3  ''
0 0XQ <  – ; ;

;
gH G   sH G

eH G
− −

−
 1

ef  

4  ''
0 0XQ ≥  

 
''

0 0XP >  
 

1 2 1mν = − −  
aK G−  ; ;gH G   eH G− −  

1 1
o ef f+  

5  ''
0 0XP <  – ; ;

;
gH G   sH G

eH G
− −

−
 1

ef  

6  

 
''
0 0XQ >  

''
0 0XP ≥  

 
1 2mν =  

aK G−  ; ;gH G   eH G− −  
1 1
o ef f+  

7  ''
0 0XQ <  ; ;

;
gH G   sH G

eH G
− −

−

– 
1
of  

8  ''
0 0XQ ≥  

 
''

0 0XP >  
 

1 2 2mν = − −  

; ;gH G   eH G− −  aK G−  
1 1
o ef f+  

9  ''
0 0XQ >  ''

0 0XP >  1ν  – произв. K G−  K G−  
1 1
o ef f+ 1

of

10  ''
0 0XQ >  ''

0 0XP =  1 1 / 2ν ′ > −  K G−  K G−  
1 1
o ef f+  

11  ''
0 0XQ =  ''

0 0XP >  1 1 / 2ν ′ < −  K G−  K G−  
1 1
o ef f+  

 
(1,2) (7,8);↔   (3, 4) (5,6);↔  

(10) (11);↔  (9) (9).↔                  (4.2) 
Отсюда следует, что возможны физически 

реализуемые пучки ,K G−  характеризуемые 
функциями f  с отрицательным целочисленным 
индексом 1.ν  
 Амплитуду ( , , )f X Y Z  общего 3D скаляр-
ного гауссовоподобного пучка с простым астиг-
матизмом можно представить как произведение 
соответствующих амплитуд 2D пучков, т. е.  

1 2 1( , , ) ( , ) ( , Z).f X Y Z f X Z f Y= ⋅           (4.3) 
Мы характеризовали 2D пучки ,K G−  распро-
страняющиеся в плоскости XZ и описываемые 
функцией 1( , ).f X Z  Такие рассуждения справед-
ливы также для 2D пучков ,K G−  распростра-
няющихся в плоскости YZ и описываемых функ-
цией 2 ( , ).f Y Z  Поэтому для 2D пучков K G−  в 
плоскостях XZ и YZ проявляются аналогичные 
закономерности, включая условия их физической 
реализуемости. Отсюда вытекает, что каждая из 
функций 1,2

of , 1,2
ef  3D пучка K G−  должна быть 

ограничена независимо и обладать свойствами 
КИ, которые обсуждались нами выше. 

Таким образом, при 1 0c ≠  и 2 0c ≠  иссле-
дуемые нами параксиальные 3D гауссовоподобные 

световые пучки в общем случае являются пучка-
ми ,K G−  зависящими от двух комплексных 
аргументов 1,X  1Y  и шести комплексных пара-
метров 1,ν  2 ,ν  0 ,XQ  0 ,YQ 0 ,XP 0 .YP  

Как функции 1( , ),f X Z  так и функции 

2 ( , )f Y Z  описывают соответствующие 2D пучки 
,K G−  которые в частных случаях могут редуци-

роваться к ,gH G−  sH G−  или eH G−  пучкам.  
В итоге возможна реализация 3 3 9× =  раз-

личных типов астигматических 3D пучков K G−  
с различными физическими свойствами в плос-
костях XZ и YZ.  

 
5 Стандартные и элегантные пучки Кум-

мера-Гаусса 
Рассмотрим далее некоторые частные слу-

чаи обобщенных 3D пучков K G−  с комплекс-
ным аргументом. Пусть переменная 1X  будет 
вещественной при любых .Z  Тогда параметр 

,X XP Q∗=  откуда 0 0" "X XP Q= −  и поэтому 

0
1

2 " 2 .X

XX

P XX X
WQ

= =               (5.1) 

Здесь 2 2
0 0 01 ( ) / /X X X xW Z Q Q w x′ ′′= + − =  – нор-

мированный поперечный размер (радиус) пучка 
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вдоль оси ОХ. Выражения для вещественных 
переменных 1Y  аналогичны.  

Таким образом, при выполнении условий 
,OX OXP Q′′ ′′= −  OY OYP Q′′ ′′= −  3D пучки Куммера-

Гаусса редуцируются к 3D астигматическим sH – G 
пучкам c вещественным аргументом [1], которые 
можно представить в форме 

( )( )
( )( )

2 2

1 1 2 1

0 1

0 2

1( , ) exp

( , ) ( , )

exp 1/ 2

exp 1/ 2 ,

X YX Y

X

Y

X Yf X Z i
Q QW W

H X H Y

iФ

iФ

ν ν

ν

ν

⎛ ⎞⎛ ⎞
= + ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
× ⋅ ×

× − + ×

× − +

 (5.1) 

где ( )0 ,0 0 ,0 0 ,0arc tg ( ) /X Y X Y X YФ Z Q Q′ ′′= −  – фазы Гуи 

для соответствующих 2D пучков [1], а XW  и YW  
– соответствующие нормированные радиусы 
астигматического пучка. Чтобы sH – G пучки 
были физически реализуемы, достаточно, чтобы 

1ν  и 2ν  были целыми неотрицательными. 
Заметим попутно, что все пучки ,K G−  

кроме sH G−  пучков, – это волновые поля с 
изменяющейся пространственной геометрией. 
Распределение амплитуды такого пучка непре-
рывно изменяется по мере распространения его в 
пространстве. 

При 0 ,XP →∞  0YP →∞  пучки K G−  ком-
плексного аргумента сводятся к элегантным пуч-
кам К – G  (eК – G): 

1 2

2 2

1 1

( 1)/ 2 ( 1)/ 2
2 2

( , , ) exp

,

, .

X Y

X

X Y
Y

X Yf X Y Z i
Q Q

Xh
iQ

Yh Q Q
iQ

ν ν

ν

ν − + − +

⎛ ⎞⎛ ⎞
= + ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞

× ×⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
× ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

       (5.3) 

Если  1ν  и 2ν – целые, то eК – G редуцируются к 
eН – G пучкам, впервые введенным Сигманом [4]. 
 

Заключение 
В данной работе формализм для описания 

2D параксиальных световых пучков, предложен-
ный ранее нами в [7], [8], был распространен на 
3D астигматические пучки K – G с простым ас-
тигматизмом. Выявлены также взаимосвязи пуч-
ков K – G с обобщенными, стандартными и эле-
гантными пучками .H G−  

Показано, что выражения, характеризую-
щие 3D астигматические пучки K – G, являются 
произведением функций, описывающих 2D све-
товые пучки K – G. Поэтому число свободных 
комплексных параметров для 3D астигматических 
пучков K – G по сравнению с 2D пучками K – G 
удваивается и равно шести. 

Обсуждены ограничения на параметры, 
чтобы полученные решения соответствовали 
гауссовоподобным 3D пучкам с конечной пере-
носимой мощностью, или, как говорят, физиче-
ски реализуемым. Условия физической реали-
зуемости, сводящиеся с КИ, должны независимо 
выполняться для 2D полей в двух взаимно пер-
пендикулярных плоскостях ХОZ и YОZ. 

Найдено, что при целочисленных индексах 
1,ν  2 ,ν  наряду с известными решениями, описы-

вающими пучки H G−  с комплексным аргумен-
том, существуют также решения с теми же са-
мыми индексами 1,ν  2 ,ν  характеризующие но-
вые 3D пучки K G−  с целочисленными индек-
сами 1,ν  2 .ν  
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