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Рассматриваются условия, при которых любая F-профраттиниева подалгебра мультикольца А принадлежат классу F. 
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Введение 
Используются обозначения и определения 

из [1]. Все рассматриваемые мультикольца пола-
гаются принадлежащими некоторой формации  
φ-разрешимых мультиколец с главными рядами.  

В отличие от F-проекторов, F-полупроекто-
ров, F-нормализаторов F-профраттиниевы под-
алгебры не всегда принадлежат классу F. Это 
приводит к задаче, поставленной Л.А. Шеметко-
вым и А.Н. Скибой в [1], – описать условия, при 
которых F-профраттиниевы подалгебры мульти-
кольца А принадлежат классу F. Настоящая ра-
бота посвящена рассмотрению условий, при ко-
торых все F-профраттиниевы подалгебры муль-
тикольца принадлежат классу F. 

 
1 Критерий принадлежности F-профрат-

тиниевых подалгебр мультикольца классу F 
Для произвольного класса мультиколец F 

обозначим через (Ψ F)  класс мультиколец, у ко-
торых все F-профраттиниевы подалгебры при-
надлежат F; через ( )ϒ F  – класс мультиколец, у 
которых любой фраттиниевый главный фактор 
F-централен. 

Лемма 1.1. Для любой непустой формации 
мультиколец F класс (Ψ F)  – непустая формация. 

Доказательство. Пусть А∈ (Ψ F),  N  – 
идеал в ,A  /M N  – F-профраттиниева подалгебра 
в / .A N  Тогда по теореме 1 из [2] ,M N B= +  

где B  – некоторая F-профраттиниева подалгебра 
в .A  Поэтому / /M N B N N= + /B B N∩ ∈F.  

Предположим, что 1N  и 2N  – идеалы муль-
тикольца ,A  1/ ( ),A N ∈Ψ F  2/ ( ),A N ∈Ψ F  

1 2 {0},N N∩ =  Т – F-профраттиниева подалгебра 
в А, не принадлежащая F. По теореме 1 из [2] 

1 1/T N N+  и 2 2/T N N+  – F-профраттиниевы 
подалгебры в 1/A N  и 2/A N  соответственно. 
Следовательно, 1 1/T N N+ ∈F  и 2 2/T N N+ ∈F.  
Поэтому 1/T T N∩ ∈F  и 2/T T N∩ ∈F.  Так как 

1( )T N∩ ∩ 2( ) {0},T N∩ =  а F – формация, то 
T ∈F.  Получаем противоречие. Лемма доказана. 

Теорема 1.1. Пусть F – непустая формация 
мультиколец. Тогда любая F-профраттиниева подал-
гебра Т  произвольного мультикольца А  принадле-
жит F тогда и только тогда, когда ( ) {0}.T AΨ∩ =F  

Доказательство. Необходимость. Пусть 
( ).A∈Ψ F  Тогда ( {0}AΨ =F)  и ( {0}.T AΨ∩ =F)  
Достаточность. Пусть для любой F-про-

фраттиниевой подалгебры T  мультикольца A  
выполняется условие ( {0}.T AΨ∩ =F)  Так как 

( )/A AΨ ∈F F,  а по теореме 1 из [2] ( ) ( )/T A AΨ Ψ+ F F  
– F-профраттиниева подалгебра в ( )/ ,A AΨ F  то 

( ) ( )/T A AΨ Ψ+ ∈F F F.  Следовательно, 
( )/ {0} /T T T T AΨ= ∩ F ( ) ( )/T A AΨ Ψ+ F F ∈F.  

Значит, ( ).A∈Ψ F  Теорема доказана. 
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2 Пример класса мультиколец, у которых все 
F-профраттиниевы подалгебры принадлежат F 

Лемма 2.1. Если F – непустая формация 
мультиколец, то ( )ϒ F  – непустая формация.  

Доказательство. Пусть ( ),A∈ϒ F  N – идеал в 
A, / / /H N K N  – фраттиниевый главный фактор 
в / .A N  Тогда фактор /H K  фраттиниев в A  и 
так как ( ),A∈ϒ F  то /H K ⋋ / ( / )AA C H K ∈F.  
Поэтому  

( / / / )H N K N ⋋ // / ( / / / )A NA N C H N K N ∈F.  
Таким образом, / ( )A N ∈ϒ F  и, следовательно, 

( )ϒ F  – гомоморф. 
Пусть теперь A  – мультикольцо с наимень-

шей длиной главного ряда, для которого найдутся 
такие идеалы 1N  и 2 ,N  что 1/ ( ),A N ∈ϒ F  

2/ ( ),A N ∈ϒ F  но ( ).A∉ϒ F  В силу соображений 
индукции можно полагать, что 1 2 {0}.N N∩ =  
Пусть 1L  и 2L  – минимальные идеалы в ,A  со-
держащиеся в 1N  и 2N  соответственно. Тогда 

1 1 1/ / / ( )A L N L ∈ϒ F  и 1 1 2 1/ / / ( ).A L L N L+ ∈ϒ F  
По индукции 

1 1 1 1 2 1/ / ( / ( ) / )A L N L L N L∩ + =

1 1 1 2 1/ / ( ) /A L N L N L∩ + =  

1 1 1 2/ / ( ( ))A L L N N+ ∩ 1 1 1 1/ / / /L A L L L= ( ).∈ϒ F  
Следовательно, 1/ ( ).A L ∈ϒ F  Аналогично пока-
зывается, что 2/ ( ).A L ∈ϒ F  

Если хотя бы один из факторов 1 / {0}L  или 

2 / {0},L  например 1 / {0},L  нефраттиниев, то так 
как 1/ ( ),A L ∈ϒ F  любой фактор A-главного ряда, 
проходящего через 1,L  F-централен. Значит, ввиду 
леммы 3.34 из [1] ( ).A∈ϒ F  Полученное противо-
речие означает, что факторы 1 / {0}L  и 2 / {0}L  
фраттиниевы в .A  Тогда фактор 1 2 1 1 1/ / /L L L L L+  
фраттиниев в 1/ .A L  Так как 1/ ( ),A L ∈ϒ F  то фак-
тор 1 2 1 1 1/ / /L L L L L+  F-централен. А поскольку 
фактор 1 2 1/L L L+  проективен фактору 2 / {0},L  
то последний фактор F-централен. Таким обра-
зом, любой фактор A-главного ряда, проходяще-
го через 2 ,L  F-централен. Значит, ввиду леммы 
3.34 из [1] ( ).A∈ϒ F  Снова получили противо-
речие. Лемма доказана.  

Теорема 2.1. Пусть X – наследственная форма-
ция конечных мультиколец, F – непустая насыщен-
ная в X формация и ( ).A∈ ∩ϒX F  Если класс X 
регулярен в классе F, то любая F-профраттиниева 
подалгебра в A  является F-нормализатором. 

Доказательство. Пусть T  – F-профратти-
ниева подалгебра в .A  По теореме 13.8 из [1] в A 

найдется F-нормализатор ,H  содержащийся в T. 
Ввиду теорем 12.12 и 13.4 из [1], если A-главный 
фактор F-централен, то T  и H  его покрывают. 
Если А-главный фактор /H K  F-эксцентрален, 
то так как ( ),A∈ϒ F  фактор /H K  нефраттиниев. 
По лемме 1 из [3] фактор /H K  A-абелев. Зна-
чит, ввиду теорем 12.12 и 13.4 из [1]  T  и  H  его 
покрывают. По лемме 2 из [3] порядки T и H  
равны  произведению порядков F-центральных 
факторов A-главного ряда. Следовательно, .T H=  
Теорема доказана.  

Замечание 2.1. Так как F-нормализаторы 
мультиколец принадлежат классу F, из теоремы 
2 автоматически вытекает следующий результат: 

Следствие 2.1. Пусть X – наследственная 
формация конечных мультиколец, F – непустая 
насыщенная в X формация, класс X регулярен в 
классе F. Тогда ( ) (∩ϒ ⊆ ΨX F F).  

Замечание 2.2. В классе конечных групп с 
π(F)-разрешимым корадикалом условие регуляр-
ности класса X в классе F выполняется автома-
тически.  Кроме  того, каждая конечная группа 
φ-разрешима. Поэтому в этом случае из утвер-
ждений работы получаются новые результаты 
для конечных групп, имеющие более простой 
вид. Например, из теоремы 2.1 вытекает как ча-
стный случай следующее утверждение: 

Следствие 2.2. Пусть F – непустая насы-
щенная формация конечных групп. Тогда 

( )( ) (πϒ ∩ ⊆ ΨFF S F)  и любая F-профраттиниева 
подалгебра  группы  ( )( )А π∈ϒ ∩ FF S  является 
F-нормализатором в А . 

 

Заключение 
Таким образом, в работе получен критерий 

принадлежности F-профраттиниевых подалгебр 
мультикольца классу F и приведен конструктив-
ный пример класса мультиколец, у которых все 
F-профраттиниевы подалгебры принадлежат F. 
Для конечных групп из утверждений статьи ав-
томатически вытекают новые результаты, имею-
щие в этом случае более простой вид. 
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