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1. В вед ен и е

Все рассматриваемые нами в данной работе группы конечны. На
помним. что группа называется свсрхразрешимой. если она обладает 
нормальным рядом с циклическими факторами. Группа называется 
нильпотентной, если она обладает центральным рядом. Согласно Хуп- 
перту |1] группа сверхразрешима тогда и только тогда, когда индексы 
её максимальных подгрупп являются простыми числами. Этот кра
сивый и весьма нетривиальный результат положил начало большому 
числу исследований, связанных с нахождением критериев сверхразреши- 
мости группы [3| и изучением различных обобщений сверхразрешимых 
групп. Одним из таких обобщений является понятие р-сверхразрешимой 
группы.

Напомним, что группа называется р-сверхразрешимой (р простое 
число), если каждый её главный фактор является либо ^/-группой, либо 
циклической группой. Группа G  называется р-нилыютентной. если она 
имеет нормальную р'-холловекую подгруппу.

В данной работе мы также будем иметь дело со специальным типом 
сверхразрешимых групп со строго p-замкнутыми группами. Напо
мним это определение. Группа G  называется строго p-замкнутой, если 
силовская р-подгруппа Gp этой группы нормальна в ней. а факторгруппа 
G/G p  является абелевой группой экспоненты, делящей р — 1 [3].

Запись G = [А] В  будет обозначать полу прямое произведение под
групп А  и В  группы G y где A<iG, А  П В  =  1. Остальные определения и 
обозначения можно найти в [5].

Согласно теореме Фробениуса группа G  является р-нилыютентной 
тогда и только тогда, когда для любой р-подгруппы Р  из G  фактор
группа N q ( P ) / C g (P)  является р-группой. Её модификацией для класса 
сверхразрешимых групп является следующая

Т е о р е м а  1. Если для любой нециклической р-подгруппы Р  из G  
факторгруппа АГс ( Р ) / С с ( Р )  является р-группой, то G сверхразре
шима.

2. Н е к о т о р ы е  п р е д в а р и т е л ь н ы е  р е зу л ь т а т ы
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что теорема не верна, т.е. существуют 
нссвсрхразрсшимые группы, удовлетворяющие условию теоремы. Выбе
рем среди этих групп группу G. имеющую наименьший порядок. Пусть 
I I  произвольная собственная подгруппа группы G. Тогда для любой 
се нециклической р-подгруппы Р  из равенства

\NH( P ) / C H(P)\ = \NG( P ) n H / C G( P ) n H \  = \ (NG( P ) n H ) C G( P ) / C G(P)\

следует, что факторгруппа Л'н { Р ) / С н { Р )  является р-грушюй. Так как 
группа I I  удовлетворяет условию теоремы и \Н\ <  |G |. то ввиду выбора 
группы G  подгруппа II  сверхразрсшима.

Итак. G  минимальная несвсрхразрешимая группа. По теореме 26.2 
[5] группа G  имеет единственную неединичную нормальную силовскую 
р-подгруппу В. Предположим, что В  циклическая. Тогда из сверхраз- 
решимости факторгруппы G / В  следует, что группа G  сверхразрсшима. 
Противоречие. Поэтому В  нециклическая подгруппа.

Согласно условию теоремы факторгруппа N G( B ) / C G(B)  = G / C g (B)  
является р-группой. Так как G / В  р'-грунпа, то по лемме 1.6 [2] G  =  
=  CG( B ) B .  Из того, что для р'-группы G / В  справедливо

G / B  = B C G( B ) / B  ~  CG( B ) / B  л  Cg (B )  =  CG( B ) / Z { B ),

следует, что CG( B ) / Z ( B )  тоже является р'-груииой. По теореме Шура- 
Ца.ссенхауза В  П CG(B)  =  Z ( B )  имеет дополнение S  в C G(B) ,  т.е.

Сс (В)  = \Z(B) \S .

Тогда
G  = (S[Z{ B)} )B  = S B .

Из очевидных включений

S  С N g (S) ,  В  С Cg {S)  С N g (S)

следует, что
b s  =  а  с  n g (s ),

а значит. G  = N G(S),  т.е. S  нормальна в G. Так как

В  П S  < В.  В  П S  < S

и порядки В  и S  взаимно просты, то В  П S  =  1. Значит, G  =  В  х S.  
Группа G, являясь прямым произведением свсрхразрешимых подгрупп
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В  и S.  сама является свсрхразрешимой. Противоречие. Теорема дока
зана.

Т е о р ем а  2. Пусть р наименьшее простое число из tt(G ). 
Если для любой нециклической р-подгруппы Р  группы G факторгруппа 
N g (P) /C'c (P)  является  р-группой, то группа G  р-нильпотентна.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что теорема не верна, т.с. существуют 
не р-нильпотентные группы, удовлетворяющие условию теоремы. Выбе
рем среди таких групп группу G, имеющую наименьший порядок. Пусть 
I I  произвольная собственная подгруппа группы G. Тогда для любой 
сё нециклической р-подгруппы Р  из равенства

\ N „ ( ( P ) / C H(P)\  =  \NG( P ) n H / C G( P ) n H \  = \(NG( P ) n H ) C G( P ) / C G(P)\

следует, что N h ( P ) / C h (P)  р-группа, где р наименьшее простое 
число из 7г(G).

Так как группа Н  удовлетворяет условию теоремы и \Н\ < \G\, то 
ввиду выбора группы G  подгруппа Н  является р-нилыютентной.

Итак. G  минимальная не р-нилыютентная группа. Тогда по те
ореме 5.4 [1] в G  существует нормальная силовская р-подгруппа В.  
По теореме 10.1.9 [| она нециклическая. Согласно условию теоремы 
N g ( B ) / C g (B)  =  G / C g (B)  является р-группой. Так как G / В  р'- 
группа, то по лемме 1.6 [2] G  =  CG{B )B .  Из того, что для р'-группы 
G / В  справедливо

G / B  =  B C G( B ) / B  ~  Са ( В ) / В  П CG(B)  = CG( B ) / Z ( B ) ,

следует, что C G( B ) / Z ( B )  тоже является //-группой.
По теореме Ш ура-Цассенхауза В  П CG(B)  =  Z ( B ) имеет дополнение

S  в С с ( В ) ,  т.с. С а ( В )  =  [Z{B)]S.  Тогда

G  = (S[Z{B )]) B = S B .

Из того, что
S  С N C(S),  В  С Cg (S)  С N g ( S )

следует, что B S  =  G  С N G(S),  а значит, G  =  N G( S ), т.с. S  о G.
Так как

B n S  < В ,  В  Г) S  < S,
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и порядки В  и S  взаимно просты, то В  П S  = 1. Значит.

С  = В  х 5.

Группа G  является прямым произведением р-нильпотентных групп, по
этому она р-нилыютентна. Противоречие. Теорема доказана.

Напомним, что *Л;, обозначает формацию всех р-групн. 21 (р — 1) 
формацию абелевых групп экспоненты, делящей р — 1.

Т е о р е м а  3. Если для любой нециклической р-подгруппы Р  группы 
G  факторгруппа N g ( P ) / С с{Р )  € 9Т/;21(р — 1), то группа G сверхраз- 
решима.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что теорема не верна, т.е. существуют 
нссверхразрсшимые группы, удовлетворяющие условию теоремы. Выбе
рем среди таких групп группу G. имеющую наименьший порядок.

Пусть Н  произвольная собственная подгруппа группы G. Для 
любой сё нециклической р-подгруппы Р  имеет место

N H( P ) / C H( P ) = (.N g ( P ) П H ) / ( C G(H)  П Я ) =  (N G( P ) П Я ) /  

( (NC(P)  П Я ) п С с ( Р )  *  Ш Р )  П H ) C G( P ) / C G(P)  < N G( P ) / C G(P).

Так как Я  удовлетворяет условию теоремы и |Я | <  |G'|, то ввиду выбора 
группы G  подгруппа Я  сверхразрсшима.

Итак. G  минимальная несверхразрсшимая группа. По теореме 24.2 
[51 G'J  является р-группой для некоторого простого р и 6-,и/Ф (С и) 11- 
эксцентральный главный ф актор группы G. По лемме Хупперта

С / С с (Си/Ф(С'Л) ) ? Ъ ( р - 1 ) .

По условию теоремы

N G(Ga) / C G(Gu ) = G / C g (Gu ) е  З Д р  -  1).

Так как при этом
Cg (Gu) С Сс (С'Л/ Ф ( С п)),

ТО

(G /C ’g (G u) ) /C g (G 7 ® (G u) ) /C g (Gu) ~  С / С с ( С п/Ф(С'Л)) е  З Д р -  1),
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т.с. корадикал (G /C 'c(G !il/® (G u)))a ^' 11 является нормальной р- 
нодгрупной в С/( 'с{Сги/ Ф ( С и)). Но но лемме 3.9 [1] факторгруппа 
G/C  'g (G u/<P(G,u)) не содержит неединичных р-подгрупн. Значит,

(G /C g (G u/® (G u)))* (,’“ 1) =  1,

G /G g (Gu/® (G u)) € 2l(p -  1).

Противоречие доказывает теорему.

3. О сн о в н ы е  р е зу л ь т ат ы

Прежде, чем перейти к основному результату данной работы, дока
жем следующие две леммы.

Л е м м а  1. Подгруппа и факторгруппа строго p -замкнутой группы 
являются строго р-замкнутыми.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G -  строго p-замкнутая группа, Н  про
извольная её подгруппа, Нр силовская р-подгруппа в Н.  Покажем, что 
Н  строго p-замкнута. По теореме Силова Н р содержится в силовской р- 
подгруппе Gp группы G. Так как Gv < G, то Нр — Н П Gp о Н .

Ввиду изоморфизма

Н / Н р = Н / Н  п Gp ~  HGP/GP

и того, что G /G p € 21 (р — 1), видим, что Н / Н р €  21 (р — 1).
Таким образом, группа Н  строго р-замкнута.
Пусть теперь N  нормальная подгруппа группы G. Покажем,что 

факторгруппа G/N строго p-замкнута. Так как Gp — силовская р- 
подгруппа группы G и N  < G. то по теореме 6.4 работы [2] GPN /N явля
ется силовской р-подгруппой группы G /N .

Так как произведение нормальных подгрупп является нормальной 
подгруппой, то GPN o G  и поэтому GPN /N  <\G/N.

Ввиду изоморфизмов

(G/N)/(GpN/N) ~  G/GPN  ~  (G/GP)/(GPN/GP)

следует, что
( G/ N) / ( Gp N/ N)  е  21(р -  1).
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Таким образом, факторгруппа С / N  строго р-замкнута. Лемма доказана.

Л е м м а  2 .([7]) Пусть Р  такая р-подгруппа, группы G, что фак
торгруппа N g ( P ) / C g (P)  строго p -зам,кнута. Если  / /  подгруппа 
группы G, причём Р  < Н,  тогда факторгруппа N h ( P ) / C h {P)  также  
строго р-замкнута.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что

N H(P)  =  Я  П N g (P)  и С н (Р)  =  Я П Сс (Р).

Тогда мы имеем

N h ( P ) / C h (P)  =  ( H n N G( P ) ) / ( H n C G(P))  а Н п М с (Р ) )С с ( Р ) / С с (Р).

Из того, что подгруппа строго p-замкнутой группы является строго р- 
замкнутой, следует, что факторгруппа Агн ( Р ) / С н (  Р) строго р-замкнута. 
Лемма доказана.

Т е о р е м а  4. Пусть G р-разре'ш.имая группа, N  нормальная  
в G  подгруппа, такая, что G / N  р-сверхразрешимая факторгруппа.  
Если N g ( P ) / C g{P)  строго р-замкнута для каждой нециклической р- 
подгруппы Р  из N ,  то G р-сверхразрешимая группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что теорема не верна, т.е. суще
ствуют не р-свсрхразрсшимые группы, удовлетворяющие условию тс- 
орумы. Выберем среди таких групп группу G. имеющую наименьший 
порядок. Пусть К  минимальная нормальная подгруппа группы G, 
содержащаяся в N .  Поскольку по условию группа G  р-разрешима, то 
К  либо элементарная абелевая группа, либо р'-грунпа. Обозначим 
G = G / K , N  =  N / K .

Если К  элементарная абелевая группа, то для каждой нецикли
ческой р-подгруппы Р  =  P / К  из N  подгруппа У9 является нецикличе
ской р-подгруппой в N .  и поэтому факторгруппа N g ( P ) / C g (P)  согласно 
условию теоремы является строго р-замкнутой.

Так как факторгруппа строго p-замкнутой группы сама является 
строго p-замкнутой, то (N g ( P ) / К ) / ( С с ( Р ) К / К )  строго р-замкнута. 
Из того, что

Ng( P ) / K  = Ng/k (P/K)  и  Cg/k (P/K)  > c G( P ) K / K  

следует, что N q ( P ) / C q { P ) строго р-замкнута.
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Если К  //-группа, то для каждой нециклической р-подгруппы Р  =  
=  Н / К  из Л верно Н  =  Р К ,  где Р  нециклическая силовская р- 
подгруппа из Н.  По условию факторгруппа Л g { P ) / C g (P)  строго р- 
замкнута, поэтому и N g ( P ) K / C g { P ) K  также строго p-замкнута. Оче
видно. что

Cg (P)  > CG( P ) K / K .

Значит, и факторгруппа N q ( P ) / C g (P)  строго p-замкнута. Так как G  
удовлетворяет условию теоремы, и |G| <  |G |, то ввиду выбора группы G  
группа G / К  р-сверхразрешима.

Если К  р'-группа, то G  р-сверхразрешима. Противоречие. Зна
чит, К  элементарная абелевая р-группа. По условию G / C g {K)  
строго p-замкнута, т.с. G / C g { K ) € 0tp2l(p— 1). Тогда ( G / C g ( K ) ) ^ p~^  
нормальная р-подгруппа в G / C g {K)-

Так как по лемме 3.9 [5] G / C g {К )  не содержит неединичных р- 
подгрупп, то

(■G / C g ( K ))* (р- 1} =  1, т.е. G / C g (K )  е  Щр -  1).

По теореме 1.4 [3] \К\  =  р. Отсюда следует, что группа G  р- 
сверхразрсшима. Вновь полученное противоречие завершает доказа
тельство теоремы.

Т е о р е м а  5. Пуст,ъ G р-разрешимая группа, где р ф 2, и N  
нормальная в G подгруппа, такая, чт,о G / N  р-сверхразрешимая фак
торгруппа. Предположим, что для любой нециклической р-подгруппы 
А  из N  все её минимальные подгруппы пронормальны в G. Тогда G  
р-сверхразрешимая группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А  некоторая нециклическая р-подгруппа 
группы N .  Покажем сначала, что факторгруппа N q { A ) / С с { А )  строго 
p-замкнута. Пусть х  элемент из А  порядка р. Подгруппа < х  > 
субнормальна в Ng{A) .  По условию < х  > пронормальна в G,  а значит, 
и в Ng{A) .  По лемме 6.3 |2] из субнормальности и пронормальности 
подгруппы <  х  >  в Ng{ A)  следует, что < х  > нормальна в Ng{A) .  Так 
как f2i(j4) char А,  и так как А  нормальна в Ng(A) .  т о  Пг(А) нормальна 
в Ng (A ) .  Отсюда C # (^ i(/L )) нормальна в Ng{A)  = Н.  Очевидно, что

С  =  Сс {А) < С н Ш А ) ) .

Покажем, что факторгруппа Сн(У^\{А))/С  является р-подгруппой 
группы Н / С .
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Предположим противное, т.е. допустим, что порядок некоторого 
н('единичного элемента д С  £ С  ц{0. \(А) ) /  С  является //-числом. Группа 
< дС  >  действует сопряжениями на А,  причем действие <  дС  > на 
fii(A ) тривиально. Значит, ввиду теоремы 2.4 |6| <  дС  >  действует 
тривиально и на А.  т.е. дС  = С,  что противоречит выбору элемента 
дС.  Поэтому Сн{ &\ {А )) / С  является р-группой. Так как |:г| =  р, то по 
теореме 1.4 [3|

N H(< х  > ) / С ц { <  х  >) < A ut (<  х  >) €  21 (р — 1).

Значит по лемме 3 [7] и

( р |  N h ( <  х  > ) ) / (  П С я ( < 1 > ) ) € Я ( р - 1 ) .
x(zil 1 (-4 ) {А)

Любая подгруппа последней факторгруппы является абелевой группой 
экспоненты, делящей р — 1. Поскольку, очевидно, что

C H( n i ( A ) ) =  П  С н (< х  >))  и Н  <  П  К н ( < х > ) ,
х е П г{А) x e i l i { A)

ТО

I I /  П  С н ( < х > )  = Н / С н ( П 1( А ) ) е Щ р - 1 ) .

Но так как
Н / С н Ш А ) )  ^  { Н / С ) 1 { С н Ш А ) ) 1 С ) ,

то факторгруппа Н / С  строго р-замкнута.
Докажем теперь, что группа G  р-свсрхразрешима. Предположим, 

что теорема не верна, т.е. существуют не р-сверхразрсшимые группы, 
удовлетворяющие условию теоремы. Выберем среди таких групп группу 
G. имеющую наименьший порядок. Пусть К  минимальная нормаль
ная подгруппа группы G. содержащаяся в N.  Поскольку по условию 
группа G  р-разрешима, то К  либо элементарная абелевая р-группа, 
либо р'-группа. Обозначим

G = G / K , N  =  N / K .

Если К  элементарная абелевая р-группа, то для каждой неци
клической р-подгруппы А  = А / К  из N  подгруппа А  является неци
клической р-подгруппой в IV и поэтому факторгруппа N g ( A ) / C g (A)
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является строго p-замкнутой по доказанному выше. Так как фактор
группа строго p-замкнутой группы сама является строго р-замкнутой, 
то ( N c ( A ) / К ) / ( С в ( Л ) К / К )  строго p-замкнута. Из того, что

N g ( A ) / K  =  N G/h( A / K )  и Cg / k ( A / K )  > C g ( A ) K / K

следует, что N G( A ) / C G( A ) строго p-зам кнута.
Если К  р'-группа, то для каждой нециклической р-подгруппы /\ = 

= Н / К  из N  имеет место Н  = А К .  где А  нециклическая силов
ская р-подгруппа из Н . Так как N G( A ) / C G(A)  строго p-замкнута, то и 
N g { A ) K / C g ( A ) K  также строго p-замкнута. Очевидно, что

Cg (A)  > Cg { A ) K / K .

Согласно теореме 3.16 |5|

Агс Й ) =  Ng{A)K/K.

Значит, и N g { A ) / C g (A)  строго р-замкнута.
Так как |G| <  |G'|, то ввиду выбора группы G  группа G / К  р- 

сверхразрешима. Если А" р'-группа, то G  р-сверхразрешима. Проти
воречие. Значит, К  элементарная абелевая р-группа. По доказанному 
выше G / C g ( K )  строго p-замкнута, т.е.

G / C g ( K )  е  % М р  -  1).

Тогда {G/ С с { К ) ) щ,‘~Л) нормальная р-подгруппа в G / C g (K) .  Так как 
по лемме 3.9 [5] G / G g ( K )  не содержит несдиничных р-подгрупп, то

( G / C G( K ) f b ’-V  =  1, т.с. G/Cc (K) € Щр  -  1).

Ввиду теоремы 1.4 [3| \К\  =  р. Отсюда следует, что G  р- 
сверхразрешима. Вновь полученное противоречие завершает доказа
тельство теоремы.

Аналогично можно было бы доказать и следующую теорему, однако 
мы дадим другое её доказательство, апислирующсс к теории критиче
ских групп.

Т е о р е м а  6. Пусть G разрешим,ая группа, N  нормальная в G  
подгруппа, такая что G / N  2-нилъпотентная факторгруппа. Пред
положим, что для любой нециклической 2-подгруппы А из N  выполня
ется одно из следующих двух условий:
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1) А  абелевая группа и все её минимальные подгруппы пронор- 
малъны в G;

2) А  неабелевая группа и все её минимальные подгруппы порядка
4 пронормальны в G.

Тогда G 2-нильпотентная группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что теорема не верна, т.е. существуют 
не 2-нильпотснтныс группы, удовлетворяющие условию теоремы. Выбе
рем среди таких групп группу G, имеющую наименьший порядок. Пусть 
Н  произвольная собственная подгруппа группы G. Ввиду разреши
мости G  её подгруппа Н  также разрешима. Так как N  нормальна в 
G. то и группа N  П Н  нормальна в Н . Подгруппа 2-нилыютентной 
группы является 2-нилыютентной. поэтому факторгруппа H / ( N П Н )  ~  
~  H N / N  — 2-нилыютентна.

Пусть А  любая нециклическая 2-подгруппа из N  П Н . Тогда по 
предположению, что условия теоремы выполняются для группы G, и 
ввиду того, что подгруппа, пронормальная в группе, пронормальна и в 
любой её подгруппе, группа А  удовлетворяет одному из следующих двух 
условий:

1) А  абелевая группа и все сё минимальные подгруппы пронор
мальны в Н\

2) А  неабелсвая группа и все её минимальные подгруппы и под
группы порядка 4 пронормальны в Н .

Так как группа Н  удовлетворяет условиям теоремы и \Н\ <  |G |, то 
ввиду выбора группы G  подгруппа I I  2-нильпотентна. Итак, G  
минимальная не 2-нилыютентная группа. По теореме 5.4 [1] следует, что 
G  группа Ш мидта, т.е. минимальная нснилыютентная группа. Д ля 
группы Ш мидта G  справедливы следующие утверждения [5|:

1) G  разрешимая бипримарная группа;
2) G ^  является силовской g-подгруппой в G, q простое число;
3) G ^ / Ф{С'п ) главный фактор группы G:
4) если абелева, то =  1:
5) если нсабслсва, то сё центр, коммутант и подгруппа Фраттиии 

совпадают и имеют экспоненту р :
6) если р =  2, то экспонента G  не преваышает 4.
Уточним строение группы G. Если порядок G  не делится на 2, то G 

2-нильпотентная группа, что противоречит предыдущему. Значит, 2 де
лит порядок группы G, т.е. тr(G) =  {2 ,р}.  Если силовская р-подгруппа
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Gj, нормальна в G.  то группа G  2-нилыютснтна, что невозможно. Зна
чит. G> нормальна в G. Таким образом. G = [G2]G,,. Из того, что группа 
G / N  2-пилыютонтна, следует, что факторгруппа N G P/ N  нормальна в 
G / N .  Кроме того. ясно, что N G 2/ N  нормальна в G / N .  Итак. G / N  
нилыютентна. Тогда G 2 =  G'^ С N.

Если G 2 абелева, то по теореме 26.1 [5| Ф(С2) =  1 и G 2/ Ф(Сг) =  
=  G 'o/l главный фактор группы G. Но так как в Go любая подгруппа 
субнормальна и по условию теоремы все минимальные подгруппы из Go 
пронормальны, то они нормальны в G.  Значит, так как

G> =  Z\  х ... х Z(, где Z\  ~  ... ~  Z t группа порядка 2,

то Z i , . . . , Z t нормальны в G. Таким образом, t = 1 и G 2 = Z\  группа 
порядка 2. Но тогда но теореме 1.4 [3]

G / C g (G2) е  Щ Р -  1) =  (1), т.е. G = Cg (G2).

Значит, G 2 С Z(G) .  Но G / G 2 нилыютентная группа и поэтому G  
является нилыютентной группой. Противоречие.

Следовательно, G 2 неабелевая группа. Тогда по теореме 26.2 [5] её 
центр, коммутант и подгруппа Фраттини совпадают и имеют экспоненту
2, а экспонента G 2 равна 4.

Пусть х  любой элемент порядка 4 из Go и Т  = <  х  >. Тогда |Т | =  4. 
Понятно, что Т  нормальна в G. А так как

Ф (С 2) С ТФ{Со)  С g 2

и С 2/ Ф ( С 2) главный фактор группы G, то либо

Ф (С 2) =  Т Ф (6 '2), т .с . Т  С ® (G 2),

либо Т Ф ( С 2) = G 2. Ввиду того, что Т  группа экспоненты 4, а экс
понента группы ® (G 2) равна 2, первое равенство невозможно. Значит, 
Т Ф ( С 2) = Go и мы имеем

Т / Т  Г) ® (G 2) Т Ф (С о ) /Ф (С 2) =  G 2/ 0 ( G 2).

Так как Т  циклическая группа, то G 2/® (G 2) циклическая группа 
порядка 2. Значит.

су2/ ф ( g 2) с  г ( с 2/ Ф ( с 2)),
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и поэтому. 0 -2/Ф (Go) нильпотентная группа, что противоречит равен
ству G -2 =  Gm. Теорема доказана.

С л е д с т в и е . Пусть N  нормальная подгруппа группы G, такая,  
что факторгруппа G / N  сверхразрешима. Если каждая минимальная  
подгруппа любой нециклической р-подгруппы А из N  пронормальна в G,  
а при р =  2 и каждая подгруппа из А  порядка 4 пронормальна в G, то 
группа G сверхразрешима.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что утверждение не верно, т.с. суще
ствуют не свсрхразрсшимые группы, удовлетворяющие условию след
ствия. Выберем среди таких групп группу G, имеющую наименьший 
порядок. Пусть Н  произвольная собственная подгруппа группы G. 
Из того, что подгруппа N  нормальна в G. следует, что N П Н  нормальна 
в Н.  Так как подгруппа свсрхразрешимой группы сверхразрешима, то 
факторгруппа

H / ( N  П Я ) ~  H N / N

такж е сверхразрешима. Пусть А  некоторая нециклическая р- 
подгруппа из группы N  П Н . Тогда по предположению, что группа G 
удовлетворяет условию следствия, и ввиду того, что подгруппа, пронор- 
мальная в группе, пронормальна также и в любой её подгруппе, группа А  
пронормальна в Н,  а  для р =  2 каждая подгруппа из А  порядка 4 пронор
мальна в Н . Из того, что группа Н  удовлетворяет условиям следствия и 
\Н\ <  |G | и ввиду выбора группы G подгруппа Н  сверхразрешима Тогда 
и факторгруппа

H / ( N  П Н )  ~  H N / N

сверхразрешима. Таким образом, G минимальная нссверхразрешимая 
группа. Согласно [1] группа G разрешима. Поэтому по теореме 1 и 
теореме 2 группа G сверхразрешима. Следствие доказано.
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