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Пусть X –π-разрешимый класс Фишера. В работе изучаются π-насыщенные классы Фиттинга, нормальные в X. Доказа-
но, что пересечение любого множества таких классов является π-насыщенным классом Фитинга, нормальным в X. 
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Let X be a π-solvable Fischer class. In the paper we studied π-saturated Fitting classes, which are normal in X. It is proved, that 
intersection of any set of such classes is a π-saturated Fitting class, which is normal in X. 
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Введение 
В работе рассматриваются только конечные 

группы. Классы Фиттинга, как объекты дуальные 
формациям групп, были впервые определены в 
работах Фишера [1] и Гашюца, Фишера, Хартли 
[2]. Напомним, что классом Фиттинга называют 
такой класс групп F, который замкнут относи-
тельно взятия нормальных подгрупп и произве-
дения нормальных F-подгрупп. Основополагаю-
щим результатом для становления и развития 
теории классов Фиттинга является теорема Га-
шюца-Фишера-Хартли [2] (см. также [3], теорема 
VIII.2.13) о том, что для любого разрешимого 
класса Фиттинга F в каждой разрешимой группе 
G существует единственный класс сопряженных 
F-инъекторов G. При этом подгруппу V группы 
G называют F-инъектором G, если V∩N является 
F-максимальной подгруппой N для любой суб-
нормальной подгруппы N группы G. Заметим, 
что если F=Sπ классу всех разрешимых π-групп 
(в  частности,  F=Np  классу  всех  p-групп),  то  
F-инъектор G – это холлова π-подгруппа G (в 
частности, силовская p-подгруппа G), и поэтому 
следствиями указанной выше теоремы являются 
фундаментальная теорема Холла (теорема Сило-
ва в разрешимом случае) соответственно. 

Существенное различие между теориями 
классов Фиттинга и формаций было установлено 
Блессенолем и Гашюцом в работе [4], где опреде-
лены разрешимые нормальные классы Фиттинга 
и построена серия нетривиальных нормальных 
классов Фиттинга, которые не являются форма-
циями. Кроме того, в [4] было доказано, что пе-
ресечение любого множества нееденичных раз-
решимых нормальных классов Фиттинга снова 
является нееденичным разрешимым нормальным 

классом Фиттинга. Напомним, что класс Фит-
тинга F называется нормальным в классе S всех 
разрешимых групп или просто нормальным, если 
в любой группе G∈S ее F-инъектор – нормаль-
ная подгруппа G. 

Ориентиром для изучения нормальных 
классов Фиттинга и поиска аналогов теоремы 
Блессеноля-Гашюца для таких классов в нераз-
решимом случае служит теорема Л.А. Шеметко-
ва [5] о том, что для любого класса Фиттинга F в 
π-разрешимой группе (π – множество всех про-
стых делителей всех групп из F) существуют 
F-инъекторы и любые два из них сопряжены. В 
этом направлении исследований естественно 
расширить и само понятие нормальности классов 
Фиттинга следующим образом. Пусть класс F – 
Фиттинга, инъективный в классе групп X, т. е. 
F⊆X и каждая группа G∈X имеет F-инъекторы. 
Тогда F назовем нормальным в X или X-нор-
мальным (см. также [6]), если для любой группы 
G∈X ее F-инъекторы являются нормальными 
подгруппами G. 

Основное содержание настоящей работы 
состоит из двух взаимосвязанных частей. В пер-
вой из них (теорема 3.3) найдены новые классы 
сопряженных F-инъекторов в любой π-разре-
шимой группе для классов Фиттинга, определяе-
мых полулокально функциями Хартли с носите-
лем π, т. е. π-насыщенных классов Фиттинга. 
(Класс Фиттинга F называется π-насыщенным, 
если FEπ′=F). 

Вторая часть работы содержит ее основ-
ной результат – теорему 4.7 о том, что пересе-
чение любого множества π-насыщенных классов 
Фиттинга, нормальных в π-разрешимом классе 
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Фишера X, является π-насыщенным классом 
Фиттинга, нормальным в X. 

Заметим, что если π=Ρ множеству всех про-
стых чисел, то следствием теоремы 3.3 является 
теорема Гашюца-Фишера-Хартли [2], а в случае 
π=Ρ и X=S следствием теоремы 4.7 – теорема 
Блессеноля-Гашюца [5]. 

Определения и обозначения, которые мы не 
приводим, в случае необходимости можно найти 
в монографиях [3], [7]. 

 
1 Предварительные сведения 
Напомним, что классом групп называется 

такое множество групп, которое наряду с каждой 
группой содержит ей изоморфную. 

Класс групп F называется: 
1) классом Фиттинга, если выполняются 

следующие условия: (i) из G∈F и N G следует, 
что N∈F, и (ii) если G=MN, N G, M G, N∈F и 
M∈F, то G∈F; 

2) формацией, в случае выполнимости ус-
ловий: (j) из G∈F и N G следует, что G/N∈F, и 
(jj) если N G, M G, G/M∈F и G/N∈F, то 
G/M∩N∈F. 

Заметим, из условия (ii) следует, что для 
каждого непустого класса Фиттинга F в любой 
группе G существует наибольшая нормальная 
F-подгруппа GF – F-радикал G, а из условия (jj) 
вытекает, что для любой непустой формации F в 
каждой группе G существует наименьшая нор-
мальная подгруппа GF – F-корадикал группы G 
такая, что G/GF∈F. 

Символами S и Sπ будем обозначать класс 
всех разрешимых групп и класс всех π-разреши-
мых групп. Если класс F⊆S (F⊆Sπ), то F будем 
называть разрешимым (π-разрешимым) классом. 

Пусть F и H – классы Фиттинга. Тогда их 
произведение FH – класс групп (G:G/GF∈H). Хо-
рошо известно, что произведение классов Фит-
тинга является классом Фиттинга и операция 
умножения классов Фиттинга ассоциативна. 

Мы будем использовать следующее свойст-
во произведений разрешимых нормальных клас-
сов Фиттинга. 

Лемма 1.1 [8]. Пусть F и H – разрешимые 
классы Фиттинга. Если класс F или H нормален, 
то их произведение FH – нормальный класс 
Фиттинга. 

Для характеризации нормальных классов 
Фиттинга используют также операторы Локетта 
[9], которые обозначают «*» и «*». Напомним, 
что оператор «*» сопоставляет каждому классу 
Фиттинга F наименьший из классов Фиттинга F*, 
содержащий F, такой, что *( )G H×

F
= * *G H×

F F
 

для всех групп G и H, а оператор «*» сопоставляет 
F класс Фиттинга F*=∩{X:X – класс Фиттинга и 
X*=F*}. 

Лемма 1.2 [9]. Разрешимый класс Фиттинга 
F нормален тогда и только тогда, когда F*=S. 

Класс Фиттинга F называют классом Локет-
та, если F*=F. 

Лемма 1.3 [10]. Каждый локальный класс 
Фиттинга является классом Локетта. 

Пусть π – некоторое множество простых 
чисел. Тогда холловой π-подгруппой группы G 
называют такую подгруппу H из G, что |H| явля-
ется π-числом, а ее индекс |G:H| – π′-числом. В 
теории групп известна следующая теорема: 

Теорема 1.4 (С.А. Чунихин [11]). Пусть G – 
π-разрешимая группа. Тогда справедливы сле-
дующие утверждения: 

1) в G существуют холловы π-подгруппы; 
2) любые две холловы π-подгруппы G со-

пряжены; 
3) каждая π-подгруппа группы G содер-

жится в некоторой холловой π-подгруппе G. 
Приведем также простейшие свойства F-инъ-

ектора группы, которые вытекают непосредст-
венно из его определения. 

Лемма 1.5. Пусть F – класс Фиттинга и V 
является F-инъектором группы G. Тогда: 

1) подгруппа V∩K является F-инъектором K 
для любой субнормальной подгруппы K группы G; 

2) V⊇GF; 
3) если V – F-максимальная подгруппа G и 

V∩M – F-инъектор M для каждой максимальной 
нормальной подгруппы M группы G, то V – F-инъ-
ектор группы G; 

4) V является F-максимальной подгруппой G. 
Лемма 1.6 [5], [12]. Для любого класса 

Фиттинга F и любой группы G∈{FS,Sπ}, где 
π=σ(F), в G существуют F-инъекторы и любые 
два из них сопряжены. 

Напомним, что если G – группа, то симво-
лом σ(G) будем обозначать множество всех про-
стых делителей |G|. Тогда σ(X)=∪{ σ(G): G∈X}, 
т. е. множество всех простых делителей всех 
групп из класса X. 

Теорема 1.7 (Фейта-Томпсона [13]). Каж-
дая группа нечетного порядка разрешима. 

Лемма 1.8 [3]. Если F – непустой класс 
Фиттинга, то для любой группы G и ее субнор-
мальной подгруппы K справедливо равенство 
KF=GF∩K. 

 
2 Классы Фиттинга, определяемые полу-

локально 
Напомним, что всякое отображение f множе-

ства P всех простых чисел во множество (возмож-
но, пустое) классов Фиттинга называют функцией 
Хартли, или H-функцией [14]. Если f – некоторая 
H-функция, то множество Supp(f)={p∈P: f(p)≠∅} 
– носитель H-функции f. Пусть класс Фиттинга 
SLR(f)=∩p∈π f(p)Ep′, где π=Supp(f). Если π=∅, то 
положим SLR(f)=∅. Класс Фиттинга назовем 
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полулокальным,  если  F=SLR(f) для некоторой  
H-функции f. В этом случае мы будем также гово-
рить, что F определяется полулокально H-функцией 
f с носителем π.  

Для характеризации классов Фиттинга, оп-
ределяемых полулокально, предварительно уста-
новим некоторые простейшие свойства произве-
дений классов Фиттинга, которые представляет 

Лемма 2.1. Пусть F – класс Фиттинга и 
{Xi: i∈I} – некоторое множество классов Фит-
тинга. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения: 

1) ∩i∈I FXi=F(∩i∈I Xi); 
2) если класс F является формацией, то 

∩i∈IXiF=(∩i∈IXi)F. 
Доказательство. Заметим, что если F=∅ 

или Xi=∅ для некоторого i∈I, то лемма очевидна. 
Предположим, что классы Фиттинга F и Xi для 
каждого i∈I являются непустыми. Если группа 
G∈∩i∈IFXi, это равносильно тому, что G/GF∈Xi 
для всех i∈I. Следовательно, G∈F(∩i∈IXi) и ут-
верждение 1 доказано. 

Докажем утверждение 2). Пусть G – группа 
из класса ∩i∈IXiF. Тогда G/G

iX ∈F для каждого 

i∈I. Но класс F – формация, и поэтому 
G/ .

ii I
G

∈
∩ ∈X F  Нетрудно заметить, что 

∩i∈I ( ) .i i I i
G G

∈∩=X X
 Следовательно, G∈(∩i∈IXi)F и 

справедливо включение ∩i∈IXiF⊆(∩i∈IXi)F. 
Докажем обратное включение. Пусть груп-

па G∈(∩i∈IXi)F. Тогда ( )/
i I i

G G
∈∩ X ∈F. Очевидно, 

( )i I i i
G G

∈∩ X X  для всех i∈I. Так как F – формация 
и справедлив изоморфизм 

( ) ( )/ / ,
i I i i i I i i

G / G G G G / G
∈ ∈∩ ∩ ≅X X X X  

то G/
i

GX  является F-группой. Отсюда следует, 

что G∈∩i∈I XiF и верно включение  
(∩i∈IXi)F⊆∩i∈IXiF. 

Лемма доказана. 
Обширность семейства полулокальных 

классов Фиттинга показывает 
Лемма 2.2. Класс F определяется полуло-

кально H-функцией f с носителем π тогда и 
только тогда, когда FEπ′=F. 

Доказательство. Пусть F=SLR(f) для неко-
торой H-функции f с носителем π. Если π=∅ или 
π=P, то лемма очевидна. Предположим, что 
∅⊂π⊂P. Тогда FEπ′=(∩p∈πf(p)Eπ′)Eπ′. Ввиду ассо-
циативности умножения классов Фиттинга и ут-
верждения 2 леммы 2.1 получаем, что  

FEπ′=∩p∈π f(p)Eπ′Eπ′. 
Следовательно, FEπ′=∩p∈π f(p)Eπ′=F. 

Обратно, если FEπ′=F, то F=F(∩p∈πEπ′). Сле-
довательно, по утверждению 1 леммы 2.1 
F=∩p∈πFEπ′ и F=SLR(f) для H-функции f такой, 
что f(p)=F для всех p∈π. Лемма доказана. 

Следствие 2.3. Класс NπEπ′ всех π-специ-
альных групп и класс EπEπ′ всех π-замкнутых 
групп является полулокальными. 

Пример 2.4. Пусть π – носитель H-функции 
f и класс Фиттинга LR(f)=Eπ∩(∩p∈π f(p)NpEp′). 
Напомним,  что  класс  Фиттинга F называют 
локальным  [14],  если F=LR(f) для  некоторой  
H-функции f. Покажем, что в общем случае по-
лулокальный класс Фиттинга не является ло-
кальным. Пусть H – нетривиальный нормальный 
класс Фиттинга и ∅⊂π⊆P. Тогда класс Фиттинга 
F=HSπ′≠S. По лемме 2.2 класс F полулокален. 
Кроме того, по лемме 1.1 F – нормальный класс 
Фиттинга. Следовательно, по лемме 1.2 F*=S. 
Если предположить, что класс F локален, то по 
лемме 1.3 класс F является классом Локетта, т. е. 
F*=F. Но тогда F=S, что противоречит тому, что 
F нетривиален. Следовательно, класс Фиттинга F 
не является локальным. 

 
3 Инъекторы для полулокальных классов 
Каждый класс Фиттинга F можно опреде-

лить полулокально H-функцией f такой, что 
f(p)=F для всех p∈P. Ввиду теоремы 7.1.3 [15] 
найдется такая группа G, в которой не существу-
ет F-инъекторов, т. е. InjF(G)=∅. Настоящий раз-
дел работы посвящен нахождению тех условий, 
при которых F-инъекторы для полулокальных 
классов Фиттинга существуют и сопряжены в 
любой частично разрешимой (в частности, π-раз-
решимой) группе. Предварительно докажем 
лемму, которая для разрешимых групп была до-
казана Хартли (см. [3], лемма VIII.2.8). 

Лемма 3.1. Пусть F=SLR(f) для некоторой 
H-функции f с носителем π. Пусть G – π-разре-
шимая группа и ее нормальная подгруппа K та-
ковы, что G / K является  либо нильпотентной 
π-группой, либо π′-группой. Тогда если F F-мак-
симальная подгруппа K, а F1 и F2 – F-макси-
мальные подгруппы G, содержащие F, то под-
группы F1 и F2 сопряжены в G.  

Доказательство. Вначале заметим, что если 
π=P, то G – разрешимая группа и по лемме 
VIII.2.8 [3] лемма верна. Предположим ∅⊂π⊂P. 
Для доказательства будем использовать индук-
цию по порядку группы G. Если |G|=1, то лемма 
очевидна. Предположим, что G – группа наи-
меньшего порядка, для которой лемма неверна. 
Так как Fi ∩K Fi и Fi∈F, то Fi ∩K – F-подгруппа 
K для i∈{1,2}. По условию F ≤ Fi ∩K и F является 
F-максимальной подгруппой в K. Следовательно, 
F=Fi ∩K. Теперь из Fi ∩K Fi следует 

i
( )F iN F K∩ = ( )

iFN F =Fi. Значит, Fi ≤ NG(F). 
Предположим, что NG(F)<G. В этом случае 

|NG(F)|<|G| и по индукции лемма верна для груп-
пы NG(F). Это означает, что подгруппы F1 и F2 
сопряжены  в  NG(F) и, очевидно, в группе G. 
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Получили противоречие. Следовательно, NG(F)=G, 
т. е. F – нормальная подгруппа G. Значит, F яв-
ляется нормальной подгруппой в Fi для i∈{1,2} и 
справедливо следующее изоморфное вложение 
групп Fi /F в группу G/K: 

Fi /F=Fi /Fi ∩K≅Fi K/K≤G/K.  (3.1) 
Рассмотрим теперь два возможных случая. 
Случай 1. G/K – нильпотентная π-группа.  
Так  как  по лемме 2.2 FEπ′=F и F является 

F-максимальной подгруппой группы K, то K/F 
является π-группой. Кроме того, в данном случае 
G/K нильпотентная π-группа. Итак, K/F∈Sπ⊆S и 
G/K∈S. Следовательно, ввиду изоморфизма 
G/K≅(G/F)/(K/F), группа (G/F)/(K/F) – разреши-
ма, и поэтому G/F является разрешимой группой. 
Теперь, следуя доказательству леммы VIII.2.8 из 
[2], получаем, что подгруппы F1 и F2 сопряжены 
в G. Полученное противоречие доказывает лем-
му в случае 1. 

Случай 2. Группа G/K является π′-группой. 
В данном случае, учитывая (3.1), получаем, 

что группа Fi /F изоморфно вложена в некоторую 
π′-группу группы G/K для i∈{1,2}. Следователь-
но, Fi /F является π′-подгруппой группы G/F. Но 
по утверждению 3 теоремы 1.4 Fi /F содержится 
в некоторой холловой π′-подгруппе Hi /F группы 
G/F. Так как F нормальна в G и F≤Fi≤Hi, то F – 
нормальная подгруппа Hi. Следовательно, из 
F∈F следует F≤(Hi)F. Тогда, ввиду изоморфизма 

(Hi /F)/((Hi)F/F)≅Hi /(Hi)F, 
заключаем, что Hi /(Hi)F∈Eπ′. Теперь, учитывая 
лемму 2.2, получаем, что Hi∈FEπ′=F. Так как 
Fi≤Hi и по условию Fi является F-максимальной 
подгруппой группы G, то Fi=Hi для i∈{1,2}. От-
сюда по теореме 1.4 вытекает сопряженность 
холловых π′-подгрупп F1/F и F2/F группы G/F. 
Следовательно, подгруппы F1 и F2 сопряжены в 
G. Полученное противоречие завершает доказа-
тельство леммы в случае 2. Лемма доказана. 

Лемма 3.2. Пусть F=SLR(f) для H-функции f 
с носителем π, группа G∈FS и V – F-инъектор 
G. Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) если K – нормальная подгруппа G, то 
G=K⋅NG(V∩K); 

2) индекс |G:V| является π-числом. 
Доказательство. Докажем утверждение 1). 

Если V – F-инъектор G, то по лемме 1.5 подгруп-
па V∩K является F-инъектором группы K. Так 
как K нормальна в G, то K∈FS и по лемме 1.6 
любые два F-инъектора K сопряжены в K. Сле-
довательно, для любого элемента x∈G подгруп-
пы V∩K и (V∩K)x сопряжены в K, т. е. существу-
ет такой элемент k∈K, что xk∈NG(V∩K). Отсюда 
получаем, что x∈K⋅NG(V∩K). Итак, 

G≤K⋅NG(V∩K)≤G 
и утверждение 1) доказано. 

Утверждение 2) докажем индукцией по по-
рядку группы G. Пусть F – класс Фиттинга, оп-
ределяемый полулокально H-функцией f и 
π=Supp(f). Тогда по лемме 2.2 FEπ′=F. Пусть G – 
группа наименьшего порядка, для которой ут-
верждение 2) неверно, и M – максимальная нор-
мальная подгруппа G, содержащая GF. Заметим, 
что такая подгруппа всегда существует, так как в 
случае G∈F утверждение тривиально. Если V – 
F-инъектор G, то по утверждению 1 леммы 1.5 
V∩M – F-инъектор группы M и по индукции ин-
декс |VM:V|=|M∩(V∩M)| является π-числом. Сле-
довательно, если G=VM, то индекс |G:V| – π-чис-
ло и утверждение 2) верно. Предположим, что 
VM<G. Тогда для индексов выполняется нера-
венство: 

|G:VM|<|G:M|.   (3.2) 
Так как M⊇GF и G/GF – разрешимая группа, 

то, ввиду изоморфизма (G/GF)/(M/GF)≅G/M, по-
рядок главного фактора G/M – простое число. 
Значит, неравенство (3.2) верно в случае, когда 
V≤M. Но тогда по утверждению 1) G=M⋅NG(V). 
Следовательно, |G:NG(V)|=|M:NM(V)|. Так как ин-
декс |M:V| – π-число и V≤NM(V), то индекс 
|G:NG(V)| также является π-числом. Следователь-
но, существует такая холлова π′-подгруппа Gπ′ 
группы G, что Gπ′≤NG(V). Но тогда по лемме 2.2 
VGπ′∈FEπ′=F. Значит, ввиду F-максимальности V 
в G, имеем, что VGπ′=V. Отсюда вытекает, что 
индекс |G:V| является π-числом. Утверждение 2) 
доказано. Лемма доказана. 

Основной результат данного раздела пред-
ставляет следующая  

Теорема 3.3. Пусть F – класс Фиттинга, оп-
ределяемый полулокально H-функцией f с носите-
лем π, и G – некоторая группа. Тогда в G сущест-
вует единственный класс сопряженных F-инъ-
екторов и каждый из F-инъекторов G имеет в G 
π-индекс в любом из следующих случаев: 

1) G∈FSπ для σ(GF)⊆π; 
2) G – π-разрешима; 
Доказательство. Пусть G∈FSπ и σ(GF)⊆π. 

Если G – единичная группа, то теорема очевид-
на. Предположим, что G – группа наименьшего 
порядка, для которой теорема неверна. Рассмот-
рим два следующих случая. 

Случай 1. 2∈π. 
В этом случае 2∉π′, и поэтому все факторы 

главного ряда π-разрешимой группы G/GF явля-
ются, ввиду π-разрешимости группы G/GF и тео-
ремы Фейта-Томпсона, разрешимыми группами. 
Следовательно, G – FS-группа и по лемме 1.6 в 
G существуют F-инъекторы и любые два из них 
сопряжены. Заметим также, что по лемме 3.2 
каждый F-инъектор G имеет в G индекс, который 
является π-числом. Получили противоречие. Ос-
тается принять. 
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Случай 2. 2∉π. 
В данном случае из σ(GF)⊆π следует, что GF 

является π-группой. Следовательно, применяя 
теорему Фейта-Томпсона, заключаем, что под-
группа GF разрешима, и поэтому группа G π-раз-
решима. 

Итак, для доказательства теоремы доста-
точно установить существование и сопряжен-
ность F-инъекторов в группе G в случае, когда G 
– π-разрешимая группа. Для доказательства су-
ществования F-инъекторов рассмотрим две сле-
дующих логически возможных ситуации. 

2.1) Группа G не является π′-группой. 
 Вначале заметим, что из условия G∉Eπ′ сле-
дует, что Eπ′-корадикал группы G – неединич-
ная группа. Пусть M – максимальная нормальная 
подгруппа группы G. Так как |M|<|G| и по лемме 
1.8 σ(MF)=σ(M∩GF)⊆σ(GF)⊆π, то по индукции в 
группе M существует F-инъектор F. В дальней-
шем доказательство теоремы разобьем на не-
сколько шагов.  

2.1.1)  Покажем, что существует такая 
F-максимальная подгруппа группы G, содержа-
щая F, что ее индекс в G является π-числом. 

Если F – F-инъектор M, то F≤X, где X – не-
которая F-максимальная подгруппа группы G. 
Тогда F≤X∩M. Так как X∩M X, то X∩M∈F. 
Ввиду того, что F – F-инъектор M, по утвержде-
нию 4 леммы 1.5, F является F-максимальной 
подгруппой в M. Следовательно, F=X∩M. Те-
перь, применяя индукцию для группы M, заклю-
чаем, что индекс |M:F|=|M:(X∩M)| является π-чис-
лом. Так как группа G является π-разрешимой, то 
ее главный фактор G/M является либо элемен-
тарной абелевой p-группой для некоторого про-
стого p∈π, либо π′-группой. 

Предположим, что G/M – p-группа, где p∈π. 
Тогда индекс |G:M| является π-числом. Покажем, 
что в этом случае индекс |G:F| также π-число. По 
теореме Лагранжа индекс |G:F|=|M:F|⋅|G:M|. Так 
как по индукции индекс |M:F| – π-число и по ус-
ловию индекс |G:M| также является π-числом, то 
индекс |G:F| – π-число. Далее из F≤X следует, 
что индекс |G:X| является π-числом и утвержде-
ние 2.1.1) в данном случае верно. 

Предположим теперь, что главный фактор 
G/M является π′-группой. Заметим, что по ин-
дукции в группе M существует F-инъектор 
F=X∩M и любые два F-инъектора M сопряжены 
в M. Ввиду утверждения 1) леммы 1.5 подгруппы 
X∩M и (X∩M)x являются F-инъекторами в группе 
M для произвольного элемента x∈G. Следова-
тельно, существует такой элемент m∈M, что 
X∩M=((X∩M)x)m. Это означает, что 
xm∈NG(X∩M). Но тогда x∈M⋅NG(X∩M), и поэто-
му G≤M⋅NG(X∩M). Следовательно, справедливо 
равенство: 

G=M⋅NG(X∩M).      (3.3) 
Так как по индукции индекс |M:(NG(X∩M))| явля-
ется π-числом и M∩X≤M∩NG(X∩M), то индекс 
|M:(M∩NG(X∩M))| – π-число. Теперь, учитывая 
равенство (3.3), получаем 

| | | ( ) |
.

| ( )|
G

G

M N X M
G

M N X M
⋅ ∩

=
∩ ∩

 

Следовательно, индекс 
|G:NG(X∩M)|=|M:(M∩NG(X∩M))|. 

Значит, индекс |G:NG(X∩M)| – π-число. Отсюда, 
ввиду π-разрешимости группы, вытекает суще-
ствование холловой π′-подгруппы Gπ′ группы G 
такой, что Gπ′≤NG(X∩M). Теперь мы можем по-
строить подгруппу X1=Gπ′(X∩M). Заметим, что 
индекс |G:X1| является π-числом и F≤X1. Остается 
показать, что подгруппа X1 F-максимальна в 
группе G. Для этого вначале выясним, что X1 
является F-подгруппой G. Покажем вначале, что 
F – нормальная подгруппа X1. Пусть y – произ-
вольный элемент X1. Тогда y=mn, где m∈Gπ′ и 
n∈F. Так как Gπ′≤NG(F), то y-1Fy=n-1m-`1Fmn=F и 
F X1. Так как F∈F, то F≤(X1)F. Кроме того, 
X1=Gπ′F, и поэтому |X1:F|=|Gπ′:Gπ′∩F|. Следова-
тельно, X1/F∈Eπ′. Отсюда, ввиду изоморфизма 
X1/(X1)F≅(X1/F)/((X1)F/F), следует, что X/(X1)F яв-
ляется π′-группой. Значит, X1∈ FEπ′ и по лемме 
2.2 X1 является F-группой. Докажем теперь, что 
X1 является F-максимальной подгруппой группы 
G. Пусть L – F-максимальная подгруппа группы 
G, содержащая X1. Так как главный фактор G/M 
является π′-группой, то G=Gπ′M. Следовательно, 
L=L∩Gπ′M=L∩(X∩M)Gπ′M=L∩X1M. Применяя 
тождество Дедекинда, получаем L=X1(L∩M). Но 
по лемме 1.5 подгруппа X∩M является F-инъ-
ектором группы M, и поэтому X∩M F-мак-
симальна в M. Теперь из L∈F и нормальности 
подгруппы L∩M в L вытекает по лемме 1.5, что 
L∩M – F-подгруппа M, содержащая X∩M. Отсю-
да, ввиду F-максимальности X∩M в M, получаем 
равенство X∩M=L∩M. Значит, 

L=X1(L∩M)=X1(X∩M)=X1 

и подгруппа X1 F-максимальна в G. Итак, X1 – в 
данном случае искомая F-максимальная под-
группа G и утверждение 2.1.2) доказано. 

Так как, ввиду предположения 2.1), группа 
G не является π′-группой, то ее Eπ′-корадикал 

πG ′E ≠1. Следовательно, либо πG ′E <G, либо πG ′E =G. 
Рассмотрим каждый из этих случаев отдельно. 

2.1.2) πG ′E <G. 
В этом случае существует такая максималь-

ная нормальная подгруппа M1, что выполняется 
πG ′E < M1. Следовательно, главный фактор 

G/M1≅G/ πG ′E /M/ πG ′E является π′-группой. Так как 
M1∈FSπ для π⊇σ((M1)F), то по индукции в M1 
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существует F-инъектор V1. Тогда, учитывая 
2.1.2), заключаем, что существует такая F-мак-
симальная подгруппа F1 группы G, содержащая 
V1, индекс которой в G является π-числом. Для 
доказательства существования F-инъекторов в 
группе G, ввиду утверждения 3 леммы 1.5, дос-
таточно выяснить, что F1∩R является F-инъ-
ектором в R для любой максимальной нормаль-
ной подгруппы R группы G. Так как R∈FSπ для 
π⊇σ(RF), то по индукции в R существует F-инъ-
ектор V2. Пусть F2 – F-максимальная подгруппа 
группы G такая, что V2≤F2. Заметим, что по ин-
дукции,  в  группах  M1  и  M1∩R  существуют  
F-инъекторы и любые два из них сопряжены. По 
утверждению 1 леммы 1.5 подгруппа L1=V1∩(M1∩R) 
является F-инъектором в группе M1∩R и, следо-
вательно, F-максимальна в M1∩R. Так как 
V1∩(M1∩R)≤F1∩(M1∩R) и F1∩(M1∩R) является 
F-подгруппой, то справедливо равенство 

L1=F1∩(M1∩R)=V1∩R.  (3.4) 
Аналогично, заключаем, что 

L2=V2∩(M1∩R)=F2∩(M1∩R)=V2∩R. 
Так как по индукции подгруппы L1 и L2 сопря-
жены в M1∩R, то без ограничения общности, 
можно положить, что справедливо равенство 
V1∩R=V2∩R. 

Ввиду π-разрешимости группы G, главный 
фактор G/R является либо элементарной абеле-
вой p-группой для некоторого p∈π, либо π′-груп-
пой. Предположим, что G/R – p-группа. Так как 
G/M1 – π′-группа, то G=Gπ′M1 для некоторой хол-
ловой π′-подгруппы группы G. Кроме того, ин-
декс |G:F1| является π-числом. Следовательно, 

x
πG F′ ≤ для некоторого x∈G. Отсюда следует 

G= x
π 1 1 1 ,G M F M G′ ≤ ≤  и поэтому G=F1M1. Кроме 

того, ввиду максимальности нормальных под-
групп M1 и R, имеем, что G=M1R. Итак, 
G=F1M1=M1R, и поэтому, ввиду изоморфизмов 
M1R/R≅M1/M1∩R и RM1/M1≅R/R∩M1, подгруппы 
M1/M1∩R и R/R∩M1 являются π-группой и 
π′-группой соответственно. Покажем, что индекс 
|R:(F1∩R)| является π-числом. Действительно, по 
лемме A.1.5 [3] имеем равенство: 

|RF1:F1|=|R:(F1∩R)|. 
Согласно выбору подгруппы F1, индекс |G:F1| – 
π-число, и поэтому |R:(F1∩K)| является π-дели-
телем |G:F1|. Теперь из того, что R/R∩M1 – 
π′-группа, следует равенство R=Rπ′(R1∩M1) для 
некоторой холловой π′-подгруппы Rπ′ группы R. 
Так как индекс |R:(F1∩R)| является π-числом, то 
Rπ′≤F1∩R, и поэтому справедливо равенство 

R=(M1∩R)(F1∩R). 
Докажем, что подгруппа F1∩R является F-инъ-

ектором группы R. Вначале выясним F-макси-
мальность подгруппы F1∩R в R. Пусть F  является 

такой F-подгруппой группы G, что выполняется 
F1∩R≤ F ≤R. Тогда  

1 1( )( ).F F R F M R F R= ∩ = ∩ ∩ ∩  (3.5) 
Так  как  подгруппа  F1∩(M1∩R)  является 

F-инъектором группы M1∩R, то 
F1∩(M1∩R)= F ∩(M∩R). 

Теперь, используя тождество Дедекинда, полу-
чаем, что выполняется равенство 
F =(M∩R∩ F )⋅(F1∩R)=(M∩R∩F1)(F1∩R)=F1∩R. 
Следовательно, F1∩R – F-максимальная под-
группа группы R. Так как подгруппа V2 является 
F-инъектором R, то по утверждению 4 леммы 1.5 
подгруппа V2 также F-максимальна в R. Кроме 
того, подгруппа F1∩(M1∩R) является F-инъ-
ектором группы R∩M1, ввиду равенства (3.4), и 
поэтому F-максимальна в R∩M1. Теперь, учиты-
вая (3.5), получаем, что F1∩(R∩M1)≤(F1∩R)∩V2. 
Следовательно, по лемме 3.1 подгруппы V2 и 
F1∩R сопряжены в R, и поэтому F1∩R является 
F-инъектором в R для любой максимальной нор-
мальной подгруппы R группы G. По утвержде-
нию 3 леммы 1.5 это означает, что подгруппа F1 
– F-инъектор группы G и существование F-инъ-
екторов для случая, когда G/R является π-груп-
пой, доказано. 

Предположим, что G/R – π′-группа. Так как 
G/M1 – π′-группа, то группа G/R∩M1 также явля-
ется π′-группой. Ввиду равенств (3.4) и (3.5), 
подгруппа F1∩(R∩M1)≤F1∩V2 и F1∩(R∩M1), как 
F-инъектор группы R∩M1, является F-макси-
мальной подгруппой в R∩M1. Тогда по лемме 3.1 
получаем, что подгруппы F1 и V2 сопряжены в G. 
Так как по индукции все F-инъекторы R сопря-
жены в R, то F1∩R= x

2V ∩R является F-инъек-
тором в R для любой максимальной нормальной 
подгруппы R группы G. Отсюда по утверждению 
3 леммы 1.5 подгруппа F1 является F-инъектором 
G и теорема существования F-инъекторов в слу-
чае 2.1.2) доказана. Рассмотрим случай 

2.1.3) πG G′ =E . 
 Предположим, что в группе G существует 
такая максимальная подгруппа K, что G/K явля-
ется π′-группой. Тогда πG ′E = G ≤ K, что невоз-
можно. Итак, для любой максимальной нормаль-
ной подгруппы K главный фактор G/K является 
нильпотентной π-группой. Пусть K1 –некоторая 
максимальная нормальная подгруппа G. Тогда по 
индукции в K1 существует F-инъектор E1. Пусть 

1E  – F-максимальная подгруппа G, содержащая 

1E . Тогда, ввиду утверждения 3 леммы 1.5, под-
группа 1E  будет F-инъектором G, если 1E ∩K2 – 
F-инъектор K2 для любой максимальной нормаль-
ной подгруппы K2 группы G. Так как K2 – π-раз-
решимая  группа, то по индукции в K2 существу-
ет F-инъектор E2. Пусть 2E  – F-максимальная 
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подгруппа G такая, что 2 2E E≤ . Заметим, что по 
утверждению 1 леммы 1.5 подгруппы 
E1∩(K1∩K2) и E2∩(K1∩K2) являются F-
инъекторами группы K1∩K2. Следовательно, по 
индукции они сопряжены в K1∩K2, и поэтому 
можно считать, что E1∩(K1∩K2)=E2∩(K1∩K2)=E. 
Итак, E≤ 1E ∩ 2E . Кроме того, так как класс всех 
нильпотентных π-групп – формация, то группа 
G/K1∩K2 – нильпотентная π-группа. Следова-
тельно, по лемме 3.1 подгруппы 1E  и 2E  сопря-
жены в G, т. е. x

1E = 2E  для некоторого x∈G. Так 
как E2 – F-максимальная подгруппа в K2, то 

1E ∩K2= x
1E ∩K2= 2E ∩K2=E2. 

Это доказывает существование F-инъекторов в 
группе G в случае 2.1.3) и завершает доказатель-
ство теоремы существования в случае 2.1. 

2.2) Группа G является π′-группой. 
Так как класс F – полулокален, то в этом 

случае по лемме 2.2 группа G∈Eπ′⊆FEπ′=F и тео-
рема очевидна. 

Для завершения доказательства теоремы ус-
тановим сопряженность F-инъекторов группы G. 
Пусть I1 и I2 – F-инъекторы группы G и M  –
максимальная нормальная подгруппа группы G. 
Тогда ввиду того, что G – π-разрешимая группа, 
G/ M  является либо нильпотентной π-группой, 
либо π′-группой.  

Так как по утверждению 1 леммы 1.5 под-
группы I1∩M  и I2∩M  являются F-инъекторами 
M , то по индукции (I1∩M )x=I2∩M =I. Кроме 
того, подгруппы 1

xI и I2 – F-максимальные в G 
такие, что I≤ 1

xI ∩I2. Следовательно, по лемме 3.1 
подгруппы 1

xI и I2 сопряжены в G и являются 
F-инъекторами G. Теорема в случае, когда 
G∈FSπ и π(GF)⊆π, доказана. 

Справедливость теоремы для π-разрешимой 
группы G уже установлена в случае 1). Теорема 
доказана. 

Напомним, что группу G называют π-зам-
кнутой, если она имеет нормальную холлову 
π-подгруппу, и G называют π-специальной, если 
G имеет нормальную нильпотентную холлову 
π-подгруппу. Так как, ввиду следствия 2.3, клас-
сы всех π-замкнутых и π-специальных групп яв-
ляются полулокальными, то теорема 3.3 позволя-
ет выделить два новых класса сопряженных инъ-
екторов в любой π-разрешимой группе. 

Следствие 3.4. Каждая π-разрешимая груп-
па имеет π-замкнутые инъекторы и любые два 
из них сопряжены. 

Следствие 3.5. Каждая π-разрешимая груп-
па имеет π-специальные инъекторы и любые два 
из них сопряжены. 

В случае π=P из утверждения 1 теоремы 
вытекает 

Следствие 3.6 [12]. Пусть F – класс Фит-
тинга и G – такая группа, что G/GF – разреши-
мая группа. Тогда в G существуют F-инъекторы 
и любые два из них сопряжены. 

Если π=P, то из утверждения 2 теоремы 3.3 
следует известная в теории классов теорема Га-
шюца-Фишера-Хартли [2], которую приведем как 

Следствие 3.7. Для любого разрешимого 
класса Фиттинга F в любой разрешимой группе 
существует единственный класс сопряженных 
F-инъекторов. 

Заметим, что теорема 3.3, в частности, явля-
ется в точности дуальной теореме Брюстера [16] 
в теории формаций о том, что в любой π-раз-
решимой группе для π-насыщенной локальной 
формации F существуют F-проекторы и любые 
два из них сопряжены. Однако в отличие от тео-
ремы в теории формаций, в теории классов Фит-
тинга в теореме 3.2 мы не требуем локальности 
классов Фиттинга. 

 
4 Нормальные подклассы в классе Фишера 
Пусть X – класс групп. Напомним, что класс 

Фиттинга F  называют  нормальным  в  X,  или  
X-нормальным [6], если для любой группы G∈X 
ее F-радикал является F-максимальной подгруп-
пой G. Заметим, что если X=S, то S-нормальный 
класс Фиттинга F называют нормальным. Основ-
ная цель настоящего раздела – нахождение тех 
условий, при которых для класса Фишера X пе-
ресечение любого множества X-нормальных 
классов Фиттинга является снова X-нормальным 
классом Фиттинга. Тот факт, что класс Фиттинга 
F нормален в X, будем обозначать как F X.  

Пример 4.1. (а) Пусть F – класс Фиттинга и 
X=FNπ, где π⊆P. Ввиду следствия 3.6, из FN⊆FS 
следует, что  каждая  группа  из класса X имеет 
F-инъектор и любые два из них сопряжены. 
Пусть G∈X и V – F-инъектор группы G. Тогда 
фактор-группа G/GF нильпотентна, и поэтому ее 
подгруппа V/GF субнормальна в G/GF. Следова-
тельно, V – субнормальная подгруппа в G и, зна-
чит, V⊆GF. Итак, ввиду утверждения 2 леммы 
1.5, V=GF и GF – F-максимальная подгруппа для 
всех групп G∈X. Это означает, что F X. 

(б) Пусть F=Sπ и X=SπEπ′. Тогда по теореме 
1.4 любая группа из X обладает Sπ-инъ-ектором, 
т. е. холловой π-подгруппой и любые две ее хол-
ловы π-подгруппы сопряжены. Тогда если G∈X и 
Gπ – холлова π-подгруппа G, то G/Oπ(G)∈Eπ′ и 
Gπ=Oπ(G). Следовательно, F X. 

Для доказательства основного результата 
раздела мы будем использовать некоторые про-
стейшие свойства полулокальных классов Фит-
тинга, которые приведем в качестве лемм. 
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Лемма 4.2. Пересечение любого множества 
классов Фиттинга, определяемых полулокально 
H-функцией с носителем π, является полулокаль-
ным классом Фиттинга, определяемым H-функ-
цией с носителем π.  
 Доказательство. Пусть для i∈I  
M ={Fi: Fi=SLR(fi), Supp(fi)=π} и F= ii I∈

∩ F . 

Обозначим через f такую H-функцию, что 
f(p)= ( )

i I if p
∈
∩  для каждого p∈π. Докажем, 

F=SLR(f). Легко видеть, что 

π
 ( ( )) SLR( ).

p i I pif p f
∈ ∈ ′⊆ ∩ ∩ =F E  

Пусть теперь группа G∈SLR(f). Тогда 
( )/ f pii I

G G∩
∈

∈Ep′ для каждого p∈π.  

 Так как ,( ) ( ) ( )i If p f p f pi i ii I
G G G

∈∩
∈

∩= ⊆  то, 

ввиду изоморфизма 
,( ) ( ) ( ) ( )/ / / /f p f p f p f pi i

G G G G G G≅  

группа G∈SLR(fi)=Fi для каждого i∈I. Отсюда 
следует, что G∈F и справедливо включение 
SLR(f)⊆F. Лемма доказана. 

Следствие 4.3. Пусть {Fi:i∈I} –множество 
классов Фиттинга, определяемых полулокально 
H-функциями с носителем π и F= ii I∈

∩ F . Тогда 

FEπ′=F.  
Доказательство непосредственно вытекает 

из леммы 4.2 с учетом леммы 2.2. 
Лемма 4.4. Пусть F – класс Фиттинга, оп-

ределяемый полулокально H-функцией f с носи-
телем π, и G – π-разрешимая группа, V – F-инъ-
ектор G. Тогда если K такая нормальная под-
группа G, что G/K∈Eπ′, то G=VR. 

Доказательство. Так как группа G является 
π-разрешимой и G/R – π′-группа, то G=Gπ′R для 
некоторой холловой π′-подгруппы Gπ′ группы G. 
Теперь по утверждению 2 теоремы 3.4 индекс 
|G:V| является π-числом, и поэтому V⊇Gπ′. Следо-
вательно, VR⊇Gπ′R=G и G=VR. Лемма доказана. 

Далее мы представим короткое альтерна-
тивное доказательство результата работы [12] 
(см. также теорему 2.5.3 [17]) о существовании и 
сопряженности F-инъекторов в частично разре-
шимых группах для любого класса Фиттинга F. 

Лемма 4.5. Пусть F – класс Фиттинга и 
π=σ(F). Тогда любая группа G такая, что G/GF – 
π-разрешимая группа, имеет F-инъекторы и лю-
бые два из них сопряжены. 

Доказательство. Предположим, что 2∈π. 
Тогда очевидно, все π′-факторы группы G/GF 
имеют нечетный порядок и по теореме Фейта-
Томпсона являются разрешимыми группами. 
Следовательно, группа G/GF разрешима и по 
лемме 1.6 в G существуют F-инъекторы и любые 
два из них сопряжены. 

Предположим теперь, что множество π со-
стоит из нечетных чисел. В этом случае, ввиду 
σ(GF)⊆π по теореме Фейта-Томпсона, заключа-
ем, что GF – разрешимая группа. Следовательно, 
группа G – π-разрешимая группа и по лемме 1.6 
в G существует единственный класс сопряжен-
ных F-инъекторов. Лемма доказана. 

Лемма 4.6. Пусть F – класс Фиттинга, G – 
группа с F-инъектором V и V≤A≤G. Тогда V явля-
ется F-инъектором A в каждом из следующих 
случаев: 

(1) F=SLR(f), π=Supp(f) и G π-разрешимая 
группа; 

(2) π=σ(F) и G∈FSπ. 
Доказательство. Вначале рассмотрим слу-

чай (1), когда класс Фиттинга F определяется 
полулокально H-функцией с носителем π. В этом 
случае по утверждению 2 теоремы 3.3 в группе G 
существует F-инъектор V. В дальнейшем доказа-
тельство разобьем на несколько шагов. 

(а) Если K такая нормальная подгруппа груп-
пы G, что G/K является либо π′-группой, либо ниль-
потентной π-группой, и F – F-максимальная под-
группа группы G, содержащая F-инъектор V1 
группы K, то F является F-инъектором группы G.  

Так как V – F-инъектор G, то по утвержде-
нию 3 леммы 1.5 подгруппа V∩K является F-инъ-
ектором группы K. Следовательно, 

V1=F∩K=V∩K. 
Итак, V1≤F∩V и подгруппы F и V являются 
F-максимальными в G. Значит, по лемме 3.1 под-
группы F и V сопряжены в G, и поэтому под-
группа F – F-инъектор G. 

(б) Если 1=G0 G1 … Gt=G – нормаль-
ный ряд группы G, в котором каждый фактор 
Gi/Gi-1 является либо нильпотентной π-группой, 
либо π′-группой, то F-максимальная подгруппа W 
группы G является F-инъектором G в точности 
тогда, когда W∩Gi является F-максимальной 
подгруппой G для всех i∈{0,…,t}. 

По условию группа G π-разрешима и ука-
занный нормальный ряд существует. Если W – F-
инъектор G, то подгруппа W∩Gi является F-мак-
симальной в Gi по определению F-инъектора 
группы G. Обратное утверждение докажем ин-
дукцией по длине ряда t. Если t=0, то утверждение 
очевидно. Пусть t≥1. Тогда по индукции подгруп-
па W∩Gt-1 является F-инъектором группы Gt-1. Без 
ограничения общности мы можем считать, что 
фактор Gi/Gi-1 является либо нильпотентной 
π-группой, либо π′-группой. Теперь, применяя 
утверждение (а), мы заключаем, что подгруппа W 
является F-инъектором группы G. 

(в) Заключительный шаг. 
Пусть {Gi} – нормальный ряд группы G из 

(б). Положим, Ai=A∩Gi для всех i∈{0,…,t}. Тогда 
получаем нормальный ряд 1=A0 A1 … At=A 
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группы A. Так как Ai/Ai+1≅(A∩Gi+1)Gi/Gi, то каж-
дый фактор Ai/Ai+1 является либо нильпотентной 
π-группой, либо π′-группой. Кроме того, так как 
V является F-инъектором G, то по утверждению 
4 леммы 1.5 следует, что V∩Ai=V∩A∩Gi=V∩Gi и 
подгруппа V∩Ai является F-максимальной под-
группой в Ai для каждого i∈{0,…,t}. Следова-
тельно, ввиду (б), подгруппа V – F-инъектор 
группы A и лемма в случае (1) доказана. 

Доказательство леммы в случае (2) вытекает 
непосредственно из теоремы 2.5.11 [16]. Лемма 
доказана. 

Напомним, что класс Фиттинга X называют 
классом Фишера [17], если из G∈X, K G, 
K≤H≤G и H/K – p-группа, следует H∈X. 

Используя теорему 3.3 и лемму 4.5, дока-
жем основной результат работы, который пред-
ставляет  
 Теорема 4.7. Пусть X – класс Фишера, 
{Fi:i∈I} – множество классов Фиттинга нор-
мальных в X и F= ii I∈

∩ F . Тогда справедливы сле-

дующие утверждения: 
 1) если для любого i∈I класс Фиттинга Fi 
определяется полулокально H-функцией fi с но-
сителем π и каждая группа из X является π-раз-
решимой, то класс Фиттинга F нормален в X; 
 2) если каждая группа G∈X такова, что 
G/GF – σ(F)-разрешимая группа, то F – нормаль-
ный подкласс Фиттинга в X.  
 Доказательство. 1) Докажем утверждение 
теоремы индукцией по порядку групп в X. Если 
G – единичная группа, то теорема очевидна. 
Предположим, что группа G∈X имеет наимень-
ший порядок и ее F-радикал не является F-мак-
симальной подгруппой в G. Так как G – π-раз-
решимая группа и по лемме 4.2 класс Фиттинга F 
определяется полулокально H-функцией f= ii I

f
∈
∩  

с носителем π, то по теореме 3.3 в G существует 
такой F-инъектор V, который не является нор-
мальной подгруппой G, т. е. GF<V. Ввиду того, 
что для каждого i∈I класс Фиттинга Fi определя-
ется полулокально H-функцией fi с носителем π, 
и группа G является π-разрешимой, по теореме 
3.3 G имеет F-инъектор Vi для каждого i∈I. В 
дальнейшем доказательство утверждения 1) ра-
зобьем на несколько шагов.  
 (а) Для любой максимальной нормальной 
подгруппы M группы G справедливо равенство: 
V∩M=(

i I∈
∩ Vi)∩M.  

 Так как по условию для каждого i∈I класс 
Фиттинга Fi нормален в X и Vi является Fi-мак-
симальной подгруппой в G, то Vi= i

GF  для всех 

i∈I. Но тогда 
i I∈
∩ Vi= ii I

G
∈
∩ F =

ii I
G

∈
∩ F = GF. Следова-

тельно, 
i I∈
∩ Vi<V.  

 Пусть теперь M – произвольная максималь-
ная нормальная подгруппа группы G. Тогда по 
утверждению 1 леммы 1.5 подгруппа V∩M явля-
ется F-инъектором группы M. Так как M∈X, то 
по индукции V∩M нормальна в M. Следователь-
но, V∩M=MF, и поэтому по лемме 1.8 
V∩M=GF∩M. Итак, V∩M=(

i I∈
∩ Vi)∩M и утвержде-

ние (а) доказано. 
 (б) Подгруппа V не содержится ни в одной 
собственной субнормальной подгруппе группы G. 
 Предположим, что существует субнормаль-
ная подгруппа G из N такая, что V<N. Тогда по 
утверждению 1 леммы 1.5 V∩N=V – F-инъектор 
группы N. Следовательно, по индукции V – нор-
мальная подгруппа N. Тогда V – субнормальна в G 
и, учитывая утверждение 2 леммы 1.5, заключаем, 
что V=GF. Последнее противоречит тому, что V не 
является нормальной подгруппой группы G. 
 (в) G=RV для любой нормальной подгруп-
пы R группы G такой, что G/R является либо 
π′-группой, либо G/R – нильпотентная π-группа. 
 Если R – такая нормальная подгруппа G, что 
G/R – π′-группа, то утверждение (в) справедливо 
по лемме 4.4. Предположим, что G/R является 
нильпотентной π-группой. Пусть RV<G. Так как 
G/R нильпотентная группа, то подгруппа RV/R 
субнормальна в G/R, и поэтому RV – субнор-
мальная подгруппа G. Следовательно, V содер-
жится в собственной субнормальной RV из G, 
что противоречит утверждению (б), и утвержде-
ние (в) доказано.  
 (г) Группа G комонолитична. 
 Предположим, что группа G не является 
комонолитичной. Пусть M1 и M2 – максимальные 
нормальные подгруппы группы G. Тогда, ввиду 
утверждения (в) и π-разрешимости группы G, 
получаем, что G=VM1=VM2. Следовательно, 
справедливы изоморфизмы 
G/M1=VM1/M1≅V/V∩M1 и G/M2=VM2/M2≅V/V∩M2, 
и поэтому подгруппы V∩M1 и V∩M2 являются 
максимальными нормальными подгруппами 
группы V. 
 Предположим, что G/M1 – нильпотентная 
π-группа, а G/M2 – π′-группа. Если в этом случае 
V∩M1= V∩M2, то G/M1≅V/V∩M1=V/V∩M2≅G/M2. 
Следовательно, G/M1∈Nπ∩Eπ′=(1), где (1) – класс 
единичных групп, и G=M1, что невозможно. 
 Значит, V∩M1≠ V∩M2, и поэтому  

V=(V∩M1)( V∩M2). 
Отсюда, учитывая утверждение (а), получаем, 
что V=((

i I∈
∩ Vi)∩M1)⋅(( 

i I∈
∩ Vi)∩M2). Следовательно, 

ввиду того, что 
i I∈
∩ Vi=GF, имеем V⊆GF и получа-

ем противоречие с утверждением (б). 
 Таким образом, остается признать, что груп-
пы  G/M1 и G/M2 являются  одновременно либо 
π′-группами, либо нильпотентными π-группами. 
Так как классы Eπ′ и Nπ являются формациями, то 
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группа G/M1∩M2 является либо π′-группой, либо 
нильпотентной π-группой. В каждом из этих 
случаев, ввиду утверждения (в), G=V(M1∩M2). 
Следовательно, VM1∩VM2=V(M1∩M2). Отсюда по 
лемме A.1.2 [3] получаем равенство: 

V=V∩M1M2=(V∩M1)(V∩M2). 
 Теперь, если V∩M1=V∩M2, то V⊆M1, что 
противоречит утверждению (б). Значит, 
V∩M1≠V∩M2. Но тогда с учетом утверждения (а) 
получаем аналогично, как и выше, что V⊆GF, что 
снова противоречит (б). Следовательно, 
M1=M2=M и группа G комонолитична. Так как Vi 
– нормальная подгруппа G для любого i∈I, то 

i I∈
∩Vi⊆M. Следовательно, из утверждения (а) вы-

текает равенство 
  V∩M=

i I∈
∩ Vi.     (4.1) 

 (д) ViV<G для некоторого i∈I.  
 Предположим, что для любого i∈I справед-
ливо равенство ViV=G. Если для всех j∈I под-
группа Vj=G, то G=

j I∈
∩ Vi и G=V нормальна в G. 

Получаем противоречие с тем, что подгруппа V 
ненормальна в G. Следовательно, Vj≠G для неко-
торого j∈I. Так как по условию VjV=G и Vj нор-
мальная подгруппа G, то G/Vj≅V/V∩Vj. Но ввиду 
(4.1), V∩Vj⊆V∩M=

i I∈
∩ Vi⊆V∩Vj. Следовательно, 

V∩Vj=
i I∈
∩ Vi. Тогда из G=VM, применяя снова 

(4.1), получаем, что 
G/M≅V/V∩M=V/(

i I∈
∩ Vi)=V/V∩Vj≅G/Vj. 

Следовательно, Vj – максимальная нормальная 
подгруппа G, т. е. Vj=M. 
 Покажем, что Vj∈F. Действительно, для i≠j 
(i∈I), если Vi≠G, то рассуждая аналогично, как и 
выше, имеем Vi=M=Vj и Vj∈Fi. Если же Vi=G, то 
Vj – нормальная подгруппа Vi и снова Vj∈Fi. Сле-
довательно, Vj∈Fi для всех i≠j, и поэтому 
Vj∈ ii I∈

∩ F =F. Значит, Vj⊆GF⊆V. Но по предполо-

жению VjV=G, и поэтому V=G∈F, что противоре-
чит тому, что подгруппа V не нормальна в G. 
Итак, существует такое i∈I, что ViV<G, и утвер-
ждение (д) доказано. 
 (е) Заключительный шаг.  
 Ввиду (4.1) заключаем, что группа V∩Vi /(

i I∈
∩ Vi) 

является либо единичной, либо совпадает с са-
мой группой. Предположим, что V∩Vi=

i I∈
∩ Vi. В 

этом случае, учитывая (4.1), ViV/Vi≅V/
i I∈
∩ Vi≅G/M. 

Следовательно, ViV/Vi является либо элементар-
ной абелевой p-группой для некоторого p∈π, 
либо π′-группой. Пусть ViV/Vi – p-группа. Тогда 
из того, что X –класс Фишера, G∈X, Vi нормальна 
в G и Vi≤ViV≤G, следует, что ViV∈X. Так как V – 
F-инъектор G, то по лемме 4.6 подгруппа V явля-
ется F-инъектором ViV. Но |ViV|<|G|, и поэтому по 

индукции V – нормальная подгруппа в ViV. Сле-
довательно, из V∈Fi имеем V≤(ViV)

i
.F  Так как по 

лемме 4.6 Vi – Fi-инъектор ViV, то (ViV)
iF =Vi. 

Итак, V⊆Vi и Vi нормальна в G, что противоречит 
утверждению (б). 
 Предположим, что ViV/Vi является π′-груп-
пой. Тогда по лемме 2.2 ViV∈FEπ′=F. Но по ут-
верждению 1 леммы 4.6 Vi является F-инъ-
ектором ViV. Следовательно, ввиду того, что Vi – 
F-максимальная подгруппа ViV, имеем ViV=Vi, и 
поэтому V≤Vi. Снова получили противоречие 
утверждению (б). 
 Итак, случай, когда (V∩Vi)/(

i I∈
∩ Vi) – единич-

ная группа, невозможен. 
 Остается принять случай, когда 
(V∩Vi)/(

i I∈
∩ Vi)=V/(

i I∈
∩ Vi). В этом случае V∩Vi=V и 

V≤Vi, что противоречит (б). 
 Полученное противоречие завершает дока-
зательство утверждения (е). Первое утверждение 
теоремы доказано.  
 2) Второе утверждение теоремы докажем 
также индукцией по порядку групп в классе X. 
Предположим, что группа G∈X – контрпример 
минимального порядка. Пусть π=σ(F). Так как 
группа G/GF является π-разрешимой, то в G по 
лемме 4.5 существует F-инъектор V такой, что V 
не является нормальной подгруппой G. Заметим, 
что F⊆Fi для каждого i∈I, и поэтому, ввиду изо-
морфизма G/GF/G iF /GF≅G/G

iF , следует, что 

G/G
iF – π-разрешимая группа для всех i∈I. Тогда 

по лемме 4.5 в G существует F-инъектор Vi, ко-
торый нормален в G для каждого i∈I. Далее, сле-
дуя доказательству утверждения 1), мы получа-
ем, что справедливы следующие факты. 
 (a1) V∩M=(

i I∈
∩ Vi)∩M для любой максималь-

ной нормальной подгруппы M группы G. 
 (б1) V не является подгруппой группы N, где 
N Gi. 
 (в1) G=RV для каждой нормальной подгруп-
пы R такой, что либо G/R – нильпотентная 
π-группа, либо G/R – π′-группа. 
 Как и при доказательстве (в), при доказа-
тельстве (в1) предположим, что RV<G. Если G/R 
– нильпотентная группа, аналогично, как и в 
случае (в), приходим к противоречию с утвер-
ждением (б1). Предположим, что G/R∈Eπ′. Тогда 
очевидно, подгруппа VR/R≅V/V∩R∈Eπ′∩Eπ=(1). 
Следовательно, V=V∩R и V⊆R, что снова проти-
воречит (б1). Это доказывает утверждение (в1). 
 (г1) Группа G комонолитична. 
 Пусть M1 и M2 – максимальные нормальные 
подгруппы G. Заметим, что если группа G/Mi яв-
ляется π′-группой для некоторого i∈{1,2}, то с 
учетом (в1) G/Mi≅V/V∩Mi∈Eπ∩Eπ′=(1). Следова-
тельно, V=V∩Mi и V≤Mi, что противоречит (б1). 
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Значит, группы G/M1 и G/M2 являются нильпо-
тентными π-группами и доказательство (г1) анало-
гично доказательству утверждения (г) из 1). Итак, 
M1=M2=M и, ввиду (а1), G/M≅V/(

i I∈
∩ Vi), где 

V/(
i I∈
∩ Vi) – p-группа для некоторого p∈π. Далее 

доказательство утверждения 2) теоремы проводит-
ся аналогично доказательству утверждению 1) с 
учетом (a1)–(г1) и утверждения (2) леммы 4.6. Тео-
рема доказана. 
 Если X=S классу всех разрешимых групп, 
то из теоремы вытекает известный результат 
Блессеноля-Гашюца [4]. 
 Следствие 4.8. Пересечение любого мно-
жества неединичных разрешимых нормальных 
классов Фиттинга является неединичным раз-
решимым нормальным классом Фиттинга. 
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