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В работе для наследственной локальной сверхрадикальной формации описаны все критические группы с единичной 
подгруппой Фраттини. Построены новые примеры наследственных локальных сверхрадикальных формаций. 
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In this paper all critical groups with an identity Frattini subgroup for hereditary local superradical formation are described. New 
examples of hereditary local superradical formations are obtained. 
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Введение 
В Коуровской тетради [1] под номером 

14.99 сформулирована задача описания локаль-
ных сверхрадикальных формаций. Частные ас-
пекты ее решения приведены в работах [2]–[4].  

Как показывает практика рассмотрения ча-
стных случаев отмеченной задачи, при ее реше-
нии центральную роль играют критические 
группы формаций. В работах [2]–[4] в качестве 
нетривиальных критических групп авторами вы-
бирались группы Шмидта. Такое ограничение 
позволяет достаточно оперативно установить 
структуру значений локальных экранов рассмат-
риваемых формаций и описать их. 

Однако нетривиальные критические группы 
локальной сверхрадикальной формации далеко не 
исчерпываются только группами Шмидта. Полное 
описание минимальных не F-групп в случае, когда 
локальная сверхрадикальная формация F является 
наследственной, приводится в настоящей работе. 
Реальность таких минимальных не F-групп под-
тверждается в примерах и предложениях раздела 3 
построением локальных сверхрадикальных форма-
ций, отличных от тех, которые описаны в [2]–[4]. 

Рассматриваются только конечные группы, 
используются определения и обозначения, при-
нятые в [5]–[8].  
 

1 Основные определения 
Пусть F – непустая формация. Тогда через 

GF  обозначается пересечение всех тех нормаль-
ных подгрупп N  группы ,G  для которых 

/G N ∈F  (подгруппа GF  называется F-коради-
калом группы G). 

Подгруппа H  группы G  называется F-суб-
нормальной, если либо ,H G=  либо существует 
максимальная цепь подгрупп  

0 1 ... nG H H H H= ⊃ ⊃ ⊃ =  
такая, что 1( )i iH H− ⊆F  для всех i = 1, 2, … , n. 
 Формация F называется сверхрадикальной, 
если она удовлетворяет следующим требованиям: 
 1) F – нормально наследственная формация; 
 2) любая группа ,G AB=  где А и B – F-суб-
нормальные F-подгруппы из ,G  принадлежит F. 
 Критической группой (минимальной не F-
группой) формации F называется группа, не при-
надлежащая F, все собственные подгруппы кото-
рой принадлежат F. Критическая группа форма-
ции всех нильпотентных групп – это группа 
Шмидта. 
 Конечную группу G , которая не имеет фак-
торизаций G AB= , где A  и B  – собственные 
подгруппы группы ,G  будем называть нефак-
торизуемой группой. 
 
 2 Описание критических групп 
 Основная цель работы – доказательство сле-
дующей теоремы. 
 Теорема 2.1. Пусть F – наследственная 
локальная сверхрадикальная формация и G  – 
минимальная не F-группа c единичной подгруппой 
Фраттини. Тогда справедливо одно из следую-
щих утверждений: 
 1) группа G  имеет простой порядок ,p  
причем ( );p π∉ F  
 2) группа G  является группой Шмидта; 
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 3) G  – простая неабелева группа; 
 4) G  – примитивная группа с абелевым цо-
колем N  и [ ] ,G N M=  где ( ,  ) 1N M =  и 

/ ( )M MΦ  – нефакторизуемая простая неабеле-
ва группа, которая принадлежит формации F; 
 5) G  – примитивная монолитическая груп-
па с неабелевым цоколем N  и /G N  – цикличе-
ская q -группа для некоторого ( );q π∈ F  
 6) G  – примитивная монолитическая груп-
па с неабелевым цоколем N  и ( / ) / ( / )G N G NΦ  
– нефакторизуемая простая неабелева группа, 
которая принадлежит формации F. 
 Доказательство. 
 Шаг 1. Группа G  обладает единственной 
минимальной нормальной подгруппой .N  
 Так как ( ) 1,GΦ =  то существует макси-
мальная подгруппа M  такая, что .G MN=  По-
этому из M ∈ F  и / /G N M M N≅ ∩  следует, 
что / .G N ∈ F  Если L  – минимальная нормаль-
ная подгруппа группы ,G  отличная от ,N  то 
аналогично показывается, что / .G L∈ F  Тогда 

/ .G G N L≅ ∩ ∈F  Получили противоречие с 
тем, что .G∉ F  Значит, N  – единственная ми-
нимальная нормальная подгруппа группы .G  
 Шаг 2. Справедливо включение ( ) ,GC N N⊆  
причем ( ) ,GC N N=  если N  – абелева группа, и 

( ) 1,GC N =  если N  – неабелева группа. 
 Утверждение следует из того, что N  – 
единственная минимальная нормальная под-
группа группы G  и ( ) 1.GΦ =  
 Шаг 3. Подгруппа N  является F -коради-
калом группы .G  
 Утверждение следует из определения ми-
нимальной не F-группы и того, что / .G N ∈ F  
 Шаг 4. Если ,G G=F  то либо G  – группа 
простого порядка ,p  где ( ),p π∉ F  либо G  – 
простая неабелева группа. 
 Если ,G G=F  то из равенства G N=F  сле-
дует, что G  – простая группа. При этом если G  
– абелева группа порядка ,p  то из G∉ F  следу-
ет ( ).p π∉ F  
 Шаг 5. Если N  – собственная подгруппа 
группы ,G  то либо /G N  – циклическая q -группа 
для некоторого ( ),q π∈ F  либо ( / ) / ( / )G N G NΦ  
– нефакторизуемая простая неабелева группа, 
которая принадлежит формации F. 
 Предположим, что в /G N  имеются две 
максимальные подгруппы 1 /M N  и 2 /M N  та-
кие, что 1 2 .M M G=  Тогда из определения мини-
мальной не F-группы и равенства G N=F  следу-
ет, что 1M  и 2M  – F-субнормальные F-подгруппы 

группы G . Так как формация F является сверх-
радикальной, то .G∈F  Получили противоречие 
с тем, что .G∉ F  
 Значит, /G N  – нефакторизуемая группа. 
Если группа /G N  разрешима, то, очевидно, она 
является циклической q -группой для некоторого 
простого числа .q  Так как / ,G N ∈ F  то ( ).q π∈ F  
 Если группа /G N  не является разрешимой, 
то из того, что она не является факторизуемой 
группой, следует, что в ее главном ряду имеется 
только один нефраттиниев главный фактор, ко-
торый является неабелевым и имеет вид 
( / ) / ( / ).G N G NΦ  Очевидно, ( / ) / ( / )G N G NΦ  
– нефакторизуемая группа, которая принадлежит 
формации F.  
 Шаг 6. Если G  – разрешимая группа непро-
стого порядка, то она является группой Шмидта. 
 Из предыдущего пункта следует, что /G N  
является циклической q -группой для некоторого 
простого q  и принадлежит формации F. Если N  
является q -группой, то и G  будет q -группой. Но 
тогда из локальности формации F следует, что 

.G∈ F  Приходим к противоречию с тем, что .G∉ F  
 Следовательно, N  является p -группой и 

.p q≠  Пусть M  – силовская q -подгруппа груп-
пы .G  Покажем, что .M q=  

 Предположим, что nM q=  и 1.n >  Пусть 
E  и L  – циклические группы соответственно 
порядков 1nq −  и .q  Обозначим через T  регуляр-
ное сплетение .EwrL  Если K  – база сплетения, 
то [ ] .T K L=  
 Пусть f  – максимальный внутренний ло-
кальный экран формации F. На основании тео-
ремы 4.7 из [5] формация ( )f p  является наслед-
ственной для любого простого .p  Так как 

,G∉F  то / / ( ) ( ).GM G N G C N f p≅ = ∉  Пред-
положим, что ( ).T f p∈  Так как ввиду утвер-
ждения А.18.9 из [6] подгруппа M  изоморфна 
некоторой подгруппе группы ,T  то из наследст-
венности формации ( )f p  имеем, что ( ).M f p∈  
Пришли к противоречию с тем, что ( ).M f p∉  
Значит, ( ).T f p∉  Отметим, что T  – q -группа и 

( ).q π∈ F  Поэтому из локальности формации F 
следует, что .T ∈ F  
 Пусть ,R PwrT=  где P  – циклическая 
группа порядка .p  Обозначим через C  базу спле-
тения .R  Тогда [ ] [ ]([ ] ).R C T C K L= =  Так как 

/ ,R C T≅ ∈ F  то .R C⊆F  Следовательно, под-
группы CK  и CL  F-субнормальны в .R  Кроме 
того, из локальности формации F  следует, что 

 Р
ЕП
ОЗ
ИТ
ОР
ИЙ

 ГГ
У И
МЕ
НИ

 Ф
. С
КО
РИ
НЫ



С.Ф. Каморников, В.Н. Тютянов 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 2 (15), 2013 68 

CK ∈F  и .CL∈ F  Поскольку формация F  явля-
ется сверхрадикальной, то .R∈ F  Отсюда и из 
равенства ( )pF R C=  имеем, что / ( ).T R C f p≅ ∈  
Получили противоречие. Значит, 1n = .  
 Теперь простая проверка показывает, что в 
группе G  все максимальные подгруппы нильпо-
тентны. Так как сама группа не является нильпо-
тентной, то G  – группа Шмидта. 
 Шаг 7. Если G  – неразрешимая группа с 
абелевым цоколем N  и ( ,  / ) 1,N G N ≠  то 

[ ] ,G N M=  где M  – нефакторизуемая простая 
неабелева группа, которая принадлежит фор-
мации F. 
 Из утверждения 5 следует, что 
( / ) / ( / )G N G NΦ  – нефакторизуемая простая 
неабелева группа, которая принадлежит форма-
ции F. Пусть M  – максимальная подгруппа 
группы ,G  не содержащая .N  Так как подгруп-
па N  абелева, то M  дополняет N  в группе .G  
Значит, / ,M G N≅  а потому / ( )M MΦ  – нефак-
торизуемая простая неабелева группа, которая 
принадлежит формации .F  Обозначим группу 

/ ( )M MΦ  через .A  
 Предположим, что ( ) 1.MΦ ≠  Обозначим 
через T  регулярное сплетение ( ) .M wrAΦ  Если 
K  – база сплетения, то [ ] .T K A=  
 Пусть .kN p=  Предположим, что ( ).T f p∈  
Так как ввиду А.18.9 из [6] подгруппа M  изо-
морфна некоторой подгруппе группы ,T  то из 
наследственности формации ( )f p  имеем, что 

( ).M f p∈  Но так как группа G  не входит в 
формацию F, то / / ( ) ( ).GM G N G C N f p≅ = ∉  
Пришли к противоречию. Значит, ( ).T f p∉  
 Рассмотрим группу ,R PwrT=  где P  – 
группа порядка .p  Обозначим через C  базу 
сплетения .R  Тогда [ ] [ ]([ ] ).R C T C K A= =  
 Так как ,A∈F  то из того, что A  – простая 
неабелева группа, следует ( )A f q∈  для любого 

( ).q Aπ∈  Кроме того, из свойств подгруппы 
Фраттини имеем, что ( ( )) ( )M Aπ πΦ ⊆  и K  – 
нильпотентная  группа.  Поэтому  для  любого 
T -главного фактора /L S  группы K  справед-
ливо включение ( / ).TK C L S⊆  Это означает, что 
группа / ( / )TT C L S  принадлежит формации ( )f q  
как гомоморфный образ группы / .T K A≅  Та-
ким образом, все главные факторы группы T  
являются f -центральными. Поэтому из опреде-
ления локальной формации следует, что .T ∈ F  
 Так как / ,R C T≅ ∈ F  то .R C⊆F  Следова-
тельно, подгруппы CK  и CA  F-субнормальны в R.  

 Так как ( )N MΦ  – собственная подгруппа 
группы ,G  то ( )N MΦ  принадлежит формации 

.F  Кроме того, из ( )GN C N=  имеем 
( ( )).pN F N M= Φ  Поэтому  

( ) / ( ( )) ( ) ( ).pN M F N M M f pΦ Φ ≅ Φ ∈  
Так как K  – прямое произведение нескольких 
изоморфных копий группы ( ),MΦ  то ( ).K f p∈  
Теперь из того, что C  является p -группой и 

( ),pC F CK⊆  имеем .CK ∈F   
 Так как ( ),p Aπ∈  то ( ).A f p∈  Значит, 

/ ( ) ( ).pCA F CA f p∈  Отсюда и из определения 
локальной формации следует, что .CA∈ F  
 Поскольку формация F является сверхради-
кальной, то .R∈ F  Так как ( ) ,pF R C=  то 

( ).T f p∈  Пришли к противоречию, которое и 
показывает, что ( ) 1.MΦ =  Но тогда M A≅  – 
нефакторизуемая простая неабелева группа, ко-
торая принадлежит формации F. 
 Шаг 8. Если G  – неразрешимая группа с 
абелевым цоколем ,N  то [ ] ,G N M=  где 
( ,  / ) 1N G N =  и / ( )M MΦ  – нефакторизуе-
мая простая неабелева группа, которая принад-
лежит формации F. 
 Пусть .kN p=  Предположим, что p  делит 

/ .G N  Тогда из утверждения шага 7 следует, 
что [ ] ,G N M=  где M  – нефакторизуемая про-
стая неабелева группа, которая принадлежит 
формации F.  
 Так как ,M ∈ F  то из того, что M  – простая 
неабелева группа, следует ( ).M f p∈  Поэтому 

/ ( ) ( ).GG C N M f p≅ ∈  Отсюда и из определения 
локальной формации следует, что .G∈ F  Полу-
чили противоречие с тем, что G  – минимальная 
не F-группа. Следовательно, p  не делит / .G N  
 Теорема доказана. 
 Следствие 2.1. Пусть F – наследственная 
локальная сверхрадикальная формация и G  – 
разрешимая минимальная не F-группа c единич-
ной подгруппой Фраттини. Тогда справедливо 
одно из следующих утверждений: 
 1) группа G  имеет простой порядок ,p  
причем ( );p π∉ F  
 2) группа G  является группой Шмидта. 
 Следствие 2.2. Пусть F – наследственная 
локальная сверхрадикальная формация и G  – ми-
нимальная не F-группа c единичной подгруппой 
Фраттини. Если F-корадикал группы G  разрешим, 
то справедливо одно из следующих утверждений: 
 1) группа G  имеет простой порядок ,p  
причем ( );p π∉ F  
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 2) группа G является группой Шмидта; 
 3) G – примитивная группа с абелевым цо-
колем N  и [ ] ,G N M=  где ( ,  ) 1N M =  и 

/ ( )M MΦ  – нефакторизуемая простая неабеле-
ва группа, которая принадлежит формации .F  
 
 3 Примеры сверхрадикальных формаций 
 Следующие примеры и предложения пока-
зывают, что в теореме 2.1 все классы 1)–6) кри-
тических групп являются непустыми. 
 Отметим, что максимальные факторизации 
почти простых групп получены в работе [9]. От-
сюда, в частности, получается перечень всех про-
стых неабелевых нефакторизуемых групп. Таким 
свойством обладают, в частности, группы 

(2 ),nSz  2 1( )nPSU q+  и ряд других простых неабе-
левых групп. 
 Пример 3.1. Формация F всех нильпотентных 
групп является сверхрадикальной, а минимальные 
не F-группы являются группами Шмидта.  
 Пример 3.2. Формация F всех нильпотент-
ных π -групп является сверхрадикальной, а ми-
нимальные не F-группы являются либо группами 
Шмидта, либо группами простого порядка 

( ).p π∉ F  
 Пример 3.3. Формация F всех разрешимых 
групп является сверхрадикальной, а все мини-
мальные не F-группы с единичной подгруппой 
Фраттини являются минимальными неразреши-
мыми простыми группами.   
 Предложение 3.1. Пусть 2 (7).G PSL≅  Если 

{2,3,7},π =  а F – класс всех групп, являющихся 
расширением разрешимых π -групп с помощью 
конечных прямых произведений групп, изоморф-
ных G, то: 
 1) F является наследственной локальной 
сверхрадикальной формацией; 
 2) если H – минимальная не F-группа c еди-
ничной подгруппой Фраттини, то справедливо 
одно из следующих утверждений: 
 а) группа H имеет простой порядок p, при-
чем ;p π∉  
 б) H  – простая неабелева группа, изо-
морфная 2 (8)PSL  либо 3(3);PSU  
 в) H – примитивная монолитическая группа 
с неабелевым цоколем N (N – прямое произведе-
ние групп, изоморфных G ) и /H N  – группа 
простого порядка .q π∈  
 Доказательство.  
 Простая проверка показывает, что класс F 
является локальной формацией, обладающей ло-
кальным экраном f таким, что ( )f p formGπ= S  
( πS  – формация всех разрешимых π -групп) для 
всех p π∈  и ( )f p  – пустая формация для всех 

.p π∉  

 Наследственность формации F следует из 
того, что в группе 2 (7)PSL  все подгруппы раз-
решимы. 
 Покажем, что формация F является сверх-
радикальной. Предположим противное. Пусть R  
– группа наименьшего порядка, обладающая та-
кими F-субнормальными F-подгруппами A  и ,B  
что ,R AB=  но .R∉ F  Не нарушая общности 
рассуждений, можно считать, что A  и B  – мак-
симальные подгруппы группы .R  Тогда из опре-
деления F-субнормальной подгруппы следует, 
что .R A B⊆ ∩F  Так как ,R∉F  то 1.R ≠F  
 Пусть L  – минимальная нормальная под-
группа группы ,R  содержащаяся в .RF  Ввиду 
выбора группы R  имеем, что / .R L∈ F  Так как F 
– формация, то L  – единственная минимальная 
нормальная подгруппа группы .R  Так как форма-
ция F локальна, то ( ) 1.RΦ =  Поэтому ( ) .RC L L⊆  
 Из определения формации F и условия 
L R A B⊆ ⊆ ∩ ∈F F  следует, что либо L – p -груп-
па, где ,p π∈  либо L  – прямое произведение 
групп, изоморфных 2 (7).PSL  
 Если L  – p -группа, где ,p π∈  то из опре-
деления формации F  и /R L∈ F  следует, что 

.R∈ F  Приходим к противоречию с выбором 
группы .R  
 Значит, L  – прямое произведение групп, 
изоморфных 2 (7).PSL  Так как ,A∈ F  B∈ F  и 

( ) 1,RC L =  то A formG∈  и ,B formG∈  т. е. под-
группы A  и B  являются прямыми произведе-
ниями групп, изоморфных 2 (7).PSL  Теперь из 

,L A⊆  L B⊆  и ( ) 1RC L =  имеем, что ,L A=  
,L B=  а значит, 2 (7) .R PSL≅ ∈F  Снова пришли 

к противоречию, которое и доказывает, что фор-
мация F сверхрадикальна. 
 Из теоремы 2.1 следует, что если H  – ми-
нимальная не F-группа c единичной подгруппой 
Фраттини, то справедливо одно из следующих 
утверждений: 
 1) группа H  имеет простой порядок ,p  
причем ( );p π∉ F  
 2) группа H  является группой Шмидта; 
 3) H  – простая неабелева группа; 
 4) H  – примитивная группа с абелевым 
цоколем N  и [ ] ,H N M=  где ( ,  ) 1N M =  и 

/ ( )M MΦ  – нефакторизуемая простая неабелева 
группа, которая принадлежит формации F; 
 5) H  – примитивная монолитическая груп-
па с неабелевым цоколем N  и /H N  – цикличе-
ская q -группа для некоторого ( );q π∈ F  
 6) H – примитивная монолитическая группа 
с неабелевым цоколем N  и ( / ) / ( / )H N H NΦ  – 
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нефакторизуемая простая неабелева группа, которая 
принадлежит формации F. 
 Из указанного перечня непустыми являются 
только классы минимальных не F-групп из пунк-
тов 1), 3) и 5).  
 Очевидно, что класс 1) не является пустым. 
 Простыми неабелевыми группами, у кото-
рых множество простых делителей совпадает с 
множеством π , являются группы 2 (7),PSL  

3
2 (2 )PSL  и 3 (3)PSU  [9, с. 20]. Поскольку в 

3
2 (2 )PSL  все собственные подгруппы разреши-

мы, а в 3 (3)PSU  все собственные подгруппы раз-
решимы или изоморфны 2 (7),PSL  то к классу 
пункта 3) относятся в точности группы 3

2 (2 )PSL  
и 3(3).PSU  
 К классу 5) относится, например, группа 

[ ]2 2(7) (7) ,H PGL PSL α≅ = < >  где α  – диаго-
нальный автоморфизм второго порядка.  
 Отметим, что для любой группы H  из 
класса 5) имеет место равенство / .H N q=  Это 
следует из определения формации F. 
 Очевидно, формация F не имеет критиче-
ских групп, являющихся группами Шмидта, по-
этому класс 2) будет пустым.  
 Формации F  принадлежат группы, у кото-
рых все простые неабелевы секции изоморфны 
факторизуемой группе 2 (7).PSL  Поэтому классы 
минимальных не F-групп из пунктов 4) и 6) пус-
ты. Предложение доказано. 
 Предложение 3.2. Пусть 3(2 )G Sz≅  и 

( ) {2,5,7,13}.Gπ π= =  Пусть F – формация, об-
ладающая таким локальным экраном ,f  что 

( )f q  – класс всех групп, являющихся расширени-
ем разрешимых групп с помощью конечных пря-
мых произведений групп, изоморфных ,G  если 

,q π∈  и ( )f q  – класс всех разрешимых групп, 
если .q π∉  
 Тогда: 
 1) F является наследственной локальной 
сверхрадикальной формацией; 
 2) если H  – минимальная не F-группа c 
единичной подгруппой Фраттини, то справедли-
во одно из следующих утверждений: 
 а) H  – простая неабелева группа из сле-
дующего списка: 2 (2 ),pPSL  p  – простое число; 

2 (3 ),pPSL  p  – нечетное простое число; 

2 ( ),PSL p  p  – простое число, большее 3, для 
которого 2 1 0 (mod5);+ ≡p  (2 ),pSz  p  – нечет-
ное простое число; 3 (3);PSL  9(2 );Sz  
 б) H  – примитивная монолитическая 
группа с неабелевым цоколем N  ( N  – прямое 

произведение групп, изоморфных G ) и /H N  – 
группа простого порядка ( );q Gπ∈  
 в) H  – примитивная группа с абелевым 
цоколем N  и [ ] ,H N M=  где ( ,  ) 1N M =  и 

/ ( ) .M M GΦ ≅  
 Доказательство. 
 Из определения локальной формации сле-
дует, что группа D  принадлежит классу F тогда 
и  только  тогда,  когда для каждого главного 
qd -фактора /A B  группы D  выполняются ус-
ловия: 
 1) / ( / )DD C A B ∈S  ( S  – формация всех 
разрешимых групп), если ;q π∉  
 2) / ( / ) ,DD C A B formG∈S  если .q π∈  
 Таким образом, группа D  принадлежит 
формации F тогда и только тогда, когда одно-
временно / ( )D O Dπ ∈S  и '/ ( ) .D O D formG

π
∈S  

Отсюда, в частности, следует, что .⊆S F  
 Предположим, что формация F не является 
наследственной. Пусть D  – группа наименьшего 
порядка, принадлежащая формации F и обла-
дающая подгруппами, не принадлежащими фор-
мации F. Пусть U  – одна из таких подгрупп. 
Если K  – минимальная нормальная подгруппа 
группы ,D  то ввиду выбора группы D  имеем, 
что / / .UK K U U K≅ ∩ ∈F  Если 1K  – мини-
мальная нормальная подгруппа группы ,D  от-
личная от ,K  то аналогично показывается, что 

1/ .U U K∩ ∈F  Тогда 

1/ ( ) ( ) .U U U K U K≅ ∩ ∩ ∩ ∈ F  
Получили противоречие с тем, что .U ∉F   
 Значит, K  – единственная минимальная 
нормальная подгруппа группы .D  Отсюда сле-
дует, что либо ( ) 1,O Dπ ′ =  либо ( ) 1.O Dπ =   
 Так как ,D∈ F  то при ( ) 1O Dπ ′ =  имеем 

/ ( )D O Dπ ∈S  и .D formG∈S  Отсюда по анало-
гии со следствием 3.1.24 из [7] показывается, что 

.U formG∈S  Значит, / ( ) .U O U formGπ ′ ∈S  Кро-
ме того, из / ( )D O Dπ ∈S  имеем, что 

( ) / ( ) / ( )UO D O D U U O Dπ π π≅ ∩ ∈S.  Значит, 
/ ( )U O Uπ ∈S.  Теперь из / ( )U O Uπ ∈S  и 
/ ( )U O U formGπ ′ ∈S  имеем .U ∈ F  Получили 

противоречие с тем, что .U ∉F  
 Если ( ) 1,O Dπ =  то из того, что ,D∈ F  име-
ем .D∈S  Тогда U  – разрешимая группа. Так 
как ,⊆S F  то .U ∈F  Снова пришли к противо-
речию. 
 Итак, формация F является наследственной. 
 Покажем, что формация F является сверх-
радикальной. Предположим противное. Пусть R  
– группа наименьшего порядка, обладающая такими 
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F-субнормальными F-подгруппами A  и ,B  что 
,R AB=  но .R∉ F  Не нарушая общности рассу-

ждений, можно считать, что A  и B  – макси-
мальные подгруппы группы .R  Тогда из опреде-
ления F-субнормальной подгруппы следует, что 

.R A B⊆ ∩F  Так как ,R∉ F  то 1.R ≠F  
 Пусть L  – минимальная нормальная под-
группа группы .R  Ввиду выбора группы R  име-
ем, что / .R L∈F  Так как F – формация, то L  – 
единственная минимальная нормальная под-
группа группы R  и .L R= F  Так как формация F 
локальна, то ( ) 1.RΦ =  Поэтому ( ) .RC L L⊆  
 Из определения формации F и условия 
L R A B⊆ ⊆ ∩ ∈F F  следует, что либо L – p -груп-
па для некоторого простого ,p  либо L  – прямое 
произведение групп, изоморфных 3(2 ).Sz   
 Рассмотрим три случая: 
 1. Пусть L  – p -группа и .p π∉   
 Тогда из L A B⊆ ∩  и ( )RC L L=  следует, 
что ( ) 1O Aπ =  и ( ) 1.O Bπ =  Значит, ввиду того, 
что A∈F  и ,B∈F  подгруппы A  и B  разреши-
мы.  
 Так как / ,R L∈ F  то 

( / ) / ( / ) / ( ) .R L O R L R O R formGπ π′ ′≅ ∈S  
Поэтому из разрешимости подгруппы ( )O Rπ ′  
следует, что / .R R formG∈S  Предположим, что 
подгруппа A  не содержит .RS  Тогда из макси-
мальности и разрешимости подгруппы A  имеем 

.R AR= ∈ ⊆S S F  Противоречие. Значит, .R A⊆S  
Аналогично показывается, что .R B⊆S  
 Так как / ,R R formG∈S  то 

1/ ( / ) ... ( / ),tR R R R R R= × ×S S S  
где /iR R G≅S  для всех 1, 2,..., .i t=  Так как A  – 
разрешимая максимальная подгруппа группы ,R  
то iR A R=  для всех 1, 2,..., .i t=  Следовательно, 

1t =  и / .R R G≅S  Теперь из ,R A⊆S  R B⊆S  и 
R AB=  имеем, что группа 3(2 )G Sz≅  фактори-
зуема. Пришли к противоречию. Следовательно, 
если L  – p -группа и ,p π∉  то .R∈ F  
 2. Пусть L  – p -группа и .p π∈   
 В этом случае разрешимый радикал RS  
группы R  отличен от единицы. Поэтому ввиду 
выбора группы R  имеем / .R R ∈S F  Отметим, 
что из /R L∈ F  следует, что композиционные 
факторы группы R  либо абелевы, либо изоморф-
ны группе 3(2 ).Sz  Поэтому в цоколе группы 

/R RS  все минимальные нормальные подгруппы 
группы /R RS  неабелевы и их композиционные 
факторы изоморфны 3(2 ).Sz  

 Пусть 1( / ) ( / ) ... ( / ).nSoc R R K R K R= × ×S S S  
Так как / ,R R ∈S F  то для всех 1, 2,...,i n=  вы-
полняется условие / ( / ) .R iR C K R formG∈S S  

Значит, 
1

/ ( / ) .n
R ii

R C K R formG
=

∈∩ S S  Так как 
все минимальные нормальные подгруппы груп-
пы /R RS  неабелевы, то 

1
( / ) ( ( / )) 1.n

R ii
Soc R R C K R

=
∩ =∩S S  

Отсюда и из определения цоколя следует, что 

1
( / ) .n

R ii
C K R R

=
=∩ S S  Значит, / .R R formG∈S S  

Теперь из определения разрешимого радикала 
получаем, что /R R formG∈S  и .R formG∈S  Но 
тогда / ( ) ,RR C L formG∈S  т. е. минимальная нор-
мальная подгруппа L  группы R  f -центральна в 

.R  Отсюда и из того, что /R L∈ F  следует 
.R∈ F  Получили противоречие с тем, что .R∉ F  

Следовательно, если L  – p -группа и ,p π∈  то 
.R∈F  

 3. Пусть L  – прямое произведение групп, 
изоморфных 3(2 ).Sz   
 Как отмечено выше, L A⊆  и ( ) 1.RC L =  
Так как ,A∈F  то / ( ) .A O A A formGπ ′ ≅ ∈S  От-
сюда и из ( ) 1RC L =  следует, что 1A =S  и 

.A formG∈  А так как L A⊆  и ( ) 1,RC L =  то 
.A L=  

 Аналогично показывается, что B formG∈  и 
.B L=   

 Отсюда имеем, что .R AB L= = ∈ F  При-
шли к противоречию. Значит, и в случае, когда 
L  – прямое произведение групп, изоморфных 

3(2 ),Sz  группа R  принадлежит формации F. 
 Итак, формация F является сверхрадикальной. 
 Из теоремы 2.1 следует, что если H  – ми-
нимальная не F-группа c единичной подгруппой 
Фраттини, то справедливо одно из следующих 
утверждений: 
 1) группа H  имеет простой порядок ,p  
причем ( );p π∉ F  
 2) группа H  является группой Шмидта; 
 3) H  – простая неабелева группа; 
 4) H  – примитивная группа с абелевым 
цоколем N  и [ ] ,H N M=  где ( ,  ) 1N M =  и 

/ ( )M MΦ  – нефакторизуемая простая неабелева 
группа, которая принадлежит формации F; 
 5) H  – примитивная монолитическая груп-
па с неабелевым цоколем N  и /H N  – цикличе-
ская q -группа для некоторого ( );q π∈ F  
 6) H  – примитивная монолитическая груп-
па с неабелевым цоколем N  и / / ( / )H N H NΦ  
– нефакторизуемая простая неабелева группа, 
которая принадлежит формации F. 
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 Так как ,⊆S F  то в указанном перечне 
классы минимальных не F-групп из пунктов 1) и 
2) являются пустыми.  
 Как отмечено выше, композиционные фак-
торы любой группы из F либо абелевы, либо 
изоморфны группе 3(2 ).Sz  Поэтому если класс 
минимальных не F-групп из пункта 6) не являет-
ся пустым и H  – минимальная не F-группа c 
единичной подгруппой Фраттини, то 

3( / ) / ( / ) (2 )H N H N SzΦ ≅  и все композицион-
ные факторы цоколя N  изоморфны 3(2 ).Sz  Но 
тогда из того, что H  – минимальная не F-груп-
па, формация F содержит группу из класса 

,formGS  имеющую неабелев цоколь и хотя бы 
один абелев композиционный фактор. Однако 
это не так. Следовательно, в указанном перечне 
класс минимальных не F-групп из пункта 6) так-
же является пустым. 
 Из указанного перечня непустыми являются 
только классы минимальных не F-групп из пунк-
тов 3), 4) и 5).  
 Приведем полное описание групп класса 3). 
 Пусть H  – простая неабелева группа, кото-
рая является минимальной не F-группой. В этом 
случае H  не принадлежит формации F и всякая 
собственная подгруппа группы H  имеет компо-
зиционные факторы, которые изоморфны либо 
циклической группе rZ  для некоторого простого 

,r  либо группе 3(2 ).Sz  Если 3(2 )Sz  не вплетена 
в ,H  то H  – простая неабелева группа, у кото-
рой все собственные подгруппы разрешимы. Из 
цикла работ Дж. Томпсона, приведенных, на-
пример, в [8], следует, что H  – группа из сле-
дующего списка: 2 (2 ),pPSL  p  – простое число; 

2 (3 ),pPSL  p  – нечетное простое число; 

2 ( ),PSL p  p  – простое число, большее 3, для 
которого 2 1 0 (mod 5);+ ≡p  (2 ),pSz  p  – нечет-
ное простое число; 3 (3).PSL  
 Далее будем считать, что 3(2 )Sz  вплетена в 

.H  Последовательно рассмотрим следующие 
возможные случаи. 
 (1) ,nH A≅  5.n ≥  При 5n =  группа 5 ,A  
изоморфная 2

2 (2 ),PSL  является минимальной 
неразрешимой группой. При 6n ≥  группа nA  
содержит простую неабелеву подгруппу 1nA −  и 

13 ( ),nAπ −∈  что невозможно. 
 (2) H  – простая спорадическая группа. Из 
[10] следует, что в H  вплетена простая неабеле-
ва группа, порядок которой делится на 3. По-
следнее невозможно. 
 (3) H  – простая группа лиевского типа над 
полем .nq p

F F=  Пусть сначала H  – группа Ли 

нормального типа. Если лиевский ранг H  равен 
1, то 2 ( )H PSL q≅  и 3(2 )Sz  не вплетена в H . 
Поэтому будем считать, что лиевский ранг H  не 
меньше 2. Пусть α  – положительный корень в 
соответствующей системе положительных корней 

.+Φ  Тогда корневые подгруппы Xα  и X α−  поро-
ждают собственную подгруппу , ,X Xα α−< >  ко-
торая является гомоморфным образом группы 

2 ( )SL q  с ядром гомоморфизма порядка 2 или 1. 
При 2q ≠  и 3q ≠  группа 2 ( )SL q  неразрешима и 

23 ( ( )),SL qπ∈  что невозможно. Пусть 2.q =  В 
этом случае либо H  имеет неразрешимую собст-
венную параболическую подгруппу ,P  для кото-
рой 3 ( ),Pπ∈  что невозможно, либо 3 (2)H PSL≅  
и 3(2 )Sz  не вплетена в ,H  что также невозмож-
но. Если 3,q =  то либо 3 (3)H PSL≅  и 3(2 )Sz  не 
вплетена в ,H  что невозможно, либо H  обладает 
неразрешимой параболической подгруппой P  и 
3 ( ),Pπ∈  что также невозможно. 
 Следовательно, H  – группа Ли скрученно-
го типа. 
 (а) 2 ( ),lH PSO q−≅  4.l ≥  В этом случае мак-
симальная параболическая подгруппа 1P  нераз-
решима и 13 ( ),Pπ∈  что невозможно.  
 (b) ( ),lH PSU q≅  3.l ≥  Если 3,l >  то мак-
симальная параболическая подгруппа 1P  нераз-
решима и 13 ( ),Pπ∈  что невозможно. Поэтому 

3.l =  Максимальные подгруппы 3 ( )PSU q  описа-
ны в [11]–[12]. Из данного описания следует, что 

3(2 )Sz  не вплетена в .H  Последнее невозможно. 
 (c) (2 ),nH Sz≅  где 3n ≥  – нечетное число. 
Максимальные подгруппы групп Судзуки описа-
ны в [13]. Из описания следует, что 9(2 )H Sz≅  и 
H  имеет максимальные подгруппы, которые 
либо разрешимы, либо изоморфны 3(2 ).Sz  По-
этому группа 9(2 )Sz  содержится в классе 3). 
 (d) 3

4 ( ).H D q≅  Группа 3
4 ( )D q  содержит 

собственную простую неабелеву подгруппу 2 ( )G q  
(таблица 1 [14]) и 23 ( ( )),G qπ∈  что невозможно. 
 (e) 2

4 ( ) .H F q ′≅  Из таблицы 1 [14] следует, 
что H  содержит простую подгруппу 2 (25)PSL  и 

23 ( (25)),PSLπ∈  что невозможно. 
 (f) 2

2 ( ).H G q≅  Максимальные подгруппы в 
2

2 ( )G q  описаны в [15]. Из описания следует, что 
3(2 )Sz  не вплетена в .H  

 (h) 2
6 ( ).H E q≅  В этом случае H  имеет 

максимальную неразрешимую параболическую 
подгруппу ,P  для которой 3 ( ).Pπ∈  
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 Таким образом, простыми минимальными 
не F-группами являются простые минимальные 
неразрешимые группы и 9(2 ).Sz   
 Пусть 3( (2 ))q Szπ∉  и V  – точный и непри-
водимый 3[ (2 )]qF Sz -модуль над полем из q  эле-

ментов. Тогда группа 3[ ] (2 )H V Sz=  является 
минимальной не F-группой, относящейся к клас-
су групп из пункта 4).  
 Группа 3(2 )Sz  имеет полевой автоморфизм 
α  порядка 3. Поэтому к классу 5) относится груп-
па ,H  являющаяся расширением группы 3(2 )Sz  
с помощью .α< >  Предложение доказано. 
 Предложение 3.3. Пусть 3(2 )G Sz≅  и 

( ).Gπ π=  Если ,formGπ π=F S S  то: 
 1) F является наследственной локальной 
сверхрадикальной формацией; 
 2) если H  – минимальная не F-группа c 
единичной подгруппой Фраттини, то справедли-
во одно из следующих утверждений: 
 а) группа H  имеет простой порядок ,q  
причем ( );q π∉ F  
 б) H  – примитивная монолитическая груп-
па с неабелевым цоколем N (N – прямое произве-
дение групп, изоморфных G) и ( / ) / ( / )H N H NΦ  
– группа, изоморфная .G  
 Доказательство. Простая проверка показы-
вает, что формация F обладает таким локальным 
экраном ,f  что ( )f q formGπ π= S S  ( πS – фор-
мация всех разрешимых π -групп) для всех 
q π∈  и ( )f q  – пустая формация для всех .q π∉  
 Предположим, что формация F не является 
наследственной. Пусть D  – группа наименьшего 
порядка, принадлежащая формации F и обладаю-
щая подгруппами, не принадлежащими формации 
F. Пусть U  – одна из таких подгрупп. Если K  – 
минимальная нормальная подгруппа группы ,D  то 
ввиду выбора группы D  имеем, что 

/ / .UK K U U K≅ ∩ ∈F  Если 1K  – минимальная 
нормальная подгруппа группы ,D  отличная от ,K  
то аналогично показывается, что 1/ .U U K∩ ∈F  
Тогда 1/ ( ) ( ) .U U U K U K≅ ∩ ∩ ∩ ∈ F  Получили 
противоречие с тем, что .U ∉ F  
 Значит, K  – единственная минимальная 
нормальная подгруппа группы .D  Возможны два 
случая: 
 1. Пусть K – разрешимая группа. Тогда из 
условия π =S F F  получаем U ∈ F , что противо-
речит предположению U ∉ F . 
 2. Пусть K  – неразрешимая группа. Тогда из 

∈D F  и ( ) 1DC K =  следует, что D formG π∈ S  и 
/ .D K π∈S  Значит, / .U U K π∩ ∈S  Так как 

K D<  и ,K ∈ F  то .U K∩ ∈ F  Теперь из 

π=F FS  снова получаем .U ∈F  
 Итак, формация F является наследственной. 
 Покажем, что формация F является сверх-
радикальной. Предположим противное. Пусть R  
– группа наименьшего порядка, обладающая та-
кими F-субнормальными F-подгруппами A  и ,B  
что ,R AB=  но .R∉ F  Не нарушая общности 
рассуждений, можно считать, что A  и B  – мак-
симальные подгруппы группы .R  Тогда из опре-
деления F-субнормальной подгруппы следует, 
что .R A B⊆ ∩F  Так как ,R∉ F  то 1.R ≠F  
 Пусть L  – минимальная нормальная под-
группа группы .R  Ввиду выбора группы имеем, 
что / .R L∈ F  Так как F – формация, то L  – 
единственная минимальная нормальная под-
группа группы R  и .L R= F  Так как формация F 
локальна, то ( ) 1.RΦ =  Поэтому ( ) .RC L L⊆  
 Из определения формации F и условия 
L R A B⊆ ⊆ ∩ ∈F F  следует, что либо L – q -груп-
па для некоторого простого ( ),q π∈ F  либо L  – 
прямое произведение групп, изоморфных 3(2 ).Sz   
 Рассмотрим два случая: 
 1. Пусть L  – q -группа для некоторого 

( ).q π∈ F  Тогда из условия π =S F F  получаем 
,R∈F  что противоречит предположению .R∉F  

 2. Пусть L  – прямое произведение групп, 
изоморфных 3(2 ).Sz  Так как ,A L⊇  B L⊇  и 

,A∈F  ,B∈F  то из ( ) 1RC L =  имеем 1A B= =S S  
и .A B L= =S S  Значит, / ( / )( / )R L A L B L=  и 

/ ,A L∈S  /B L∈S.  По теореме С.А. Сыскина 
из [16] группа /R L  разрешима и 

.R formG π∈ ⊆S F  Снова пришли к противоре-
чию, которое и доказывает, что формация F 
сверхрадикальна. 
 Из теоремы следует, что если H  – мини-
мальная не F-группа c единичной подгруппой 
Фраттини, то справедливо одно из следующих 
утверждений: 
 1) группа H  имеет простой порядок ,q  
причем ( );q π∉ F  
 2) группа H  является группой Шмидта; 
 3) H  – простая неабелева группа; 
 4) H  – примитивная группа с абелевым 
цоколем N  и [ ] ,H N M=  где ( ,  ) 1N M =  и 

/ ( )M MΦ  – нефакторизуемая простая неабелева 
группа, которая принадлежит формации F; 
 5) H  – примитивная монолитическая груп-
па с неабелевым цоколем N  и /H N  – цикличе-
ская q -группа для некоторого ( );q π∈ F  
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 6) H  – примитивная монолитическая груп-
па с неабелевым цоколем N  и / / ( / )H N H NΦ  
– нефакторизуемая простая неабелева группа, 
которая принадлежит формации F. 
 Так как ,π ⊆S F  то в указанном перечне 
класс минимальных не F-групп из пункта 2) явля-
ется пустым. Так как ,π ⊆S F F  то в указанном 
перечне класс минимальных не F-групп из пункта 
4) является пустым. Так как ,π ⊆FS F  то в ука-
занном перечне класс минимальных не F-групп из 
пункта 5) также является пустым. 
 Очевидно, в указанном списке класс мини-
мальных не F-групп из пункта 1)  не пустой. 
 Предположим, что класс минимальных не 
F-групп из пункта 3) не является пустым. Пусть 
H  – простая неабелева группа, которая является 
минимальной не F-группой. В этом случае H  не 
принадлежит формации F и всякая собственная 
подгруппа группы H  имеет композиционные 
факторы, которые изоморфны либо циклической 
группе rZ  для ,r π∈  либо группе 3(2 ).Sz  Сле-
довательно, H  – 3′ -группа и 2 1(2 ),mH Sz +≅  где 

1,m ≥  причем ( ) .Hπ π⊆  Если 1,m =  то 
3(2 )H Sz≅   и  H  не является минимальной не 

F-группой. Поэтому 2.m ≥  Порядок группы H  
делится на 2 12 1.m+ −  Поскольку 2 1m +  является 
нечетным числом, то из [17] следует, что найдет-
ся простое число ,r  которое делит 2 12 1m+ −  и не 
делит 2 1i −  для всех 1 2 1.i m≤ < +  При этом из 
малой теоремы Ферма следует, что 

(2 1) 1 2 2,r m m≥ + + = +  а значит, 2 3.r m≥ +  Не-
посредственный подсчет показывает, что ( )π H  
не содержится в π  для {2,3, 4,5}.m∈  При 6m ≥  
получаем, что 13r >  и ( )π H  не содержится в .π  
Полученное противоречие показывает, что в ука-
занном перечне класс минимальных не F-групп 
из пункта 3) является пустым. 
 Пусть A и B – группы, изоморфные 3(2 ).Sz  
Очевидно, регулярное сплетение V  групп A  и 
B  не принадлежит формации F. Тогда либо 
группа V  является минимальной не F-группой, 
либо содержит подгруппу W, являющуюся ми-
нимальной не F-группой.  
 Так как ( ) ,Wπ π⊆  то W  не может отно-
ситься к классам минимальных не F -групп из 
пункта 1). Следовательно, W является группой из 
класса 6). Предложение доказано. 
 Пример 3.4. Пусть 3(2 ).G Sz≅  Тогда муль-
типликатор Шура группы G имеет вид 

2 2( )M G Z Z≅ ×  [8, с. 316]. Так как всякая накры-
вающая группа простой неабелевой группы явля-
ется гомоморфным образом универсальной на-
крывающей этой группы, то имеется центральное 

фраттиниево расширение D  группы ,G  для ко-
торого ( ) ( ) ( )F D D Z D= Φ =  – единственная ми-
нимальная нормальная подгруппа группы ,D  
изоморфная циклической группе 2 ,Z  и 

/ ( ) .D D GΦ ≅  Пусть 3( (2 )).q Szπ∉  Тогда по 
следствию В.10.7 из [6] существует точный и 
неприводимый [ ]qF D -модуль V  над полем .qF  
Если F – формация из предложения 3.2, то груп-
па [ ]H V D=  является минимальной не F-груп-
пой, относящейся к классу критических групп из 
пункта 4) теоремы 2.1. 
 Пример 3.4 показывает, что в пункте 4) теоре-
мы 2.1 подгруппа ( )MΦ  может быть неединичной. 
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