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В формализме Даффина – Кеммера на основе принципа калибровочной инвариантности определены в ковариантной 
форме лагранжиан и уравнение движения пиона в электромагнитном поле с учётом его электрической и магнитной по-
ляризуемостей. На основе решения уравнения взаимодействия пиона с электромагнитным полем, полученного мето-
дом функции Грина, определена амплитуда комптоновского рассеяния с учётом отдачи и поляризуемостей пиона. 
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The Lagrangian in the covariant form and the equation of motion of the pion in the electromagnetic field, taking into account its 
electric and magnetic polarizabilities were defined in the formalism of Duffin – Kemmer on the basis of the principle of gauge 
invariance. The amplitude of Compton scattering was defined on the basis of the solution of the equation of the interaction of 
the pion with the electromagnetic field produced by the method of Green's function, taking into account the impact and 
polarizabilities of the pion. 
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Введение 
Низкоэнергетические теоремы в основе ко-

торых лежат общие принципы релятивистской 
квантовой теории и разложение амплитуды ком-
птоновского рассеяния по частоте фотонов иг-
рают важную роль в понимании структуры адро-
нов. Согласно низкоэнергетической теореме, 
амплитуда комптоновского рассеяния определя-
ется не только зарядом и магнитным моментом 
адронов, но и такими важными электромагнит-
ными характеристиками, как аномальные маг-
нитные моменты, электрическая и магнитная 
поляризуемости. 

В последнее время измерение поляризуемо-
стей реализуется не только в экспериментах по 
комптоновскому рассеянию, но и в других элек-
тродинамических процессах [1], [2]. Определе-
ние вклада поляризуемостей в амплитуды и се-
чения двухфотонных электродинамических про-
цессов можно осуществить в последовательном 
релятивистском теоретико-полевом подходе [3], 
[4]. В работах [4], [5], [6] были развиты ковари-
антные методы получения лагранжианов, урав-
нений и амплитуд двухфотонных электродина-
мических процессов с учетом поляризуемостей 
адронов. При развитии такого подхода возникает 
задача определения универсальных ковариант-
ных лагранжианов и адронных электродинами-
ческих амплитуд с учетом поляризуемостей для 
адронов разных спинов.  

В настоящей работе в рамках ковариантного 
теоретико-полевого подхода, используя метод из 
работы [4], получен лагранжиан, уравнения и 
амплитуды взаимодействия электромагнитного 
поля с адронами спина ноль в формализме Даф-
фина – Кеммера, что открывает возможности 
теоретико-полевого описания поляризуемостей 
адронов, например спина единица. 

  
1 Описание поляризуемости пиона в фор-

мализме Даффина – Кеммера 
Используя релятивистские теоретико-

полевые свойства полей в формализме Даффина 
– Кеммера возможно установить новые свойства 
поляризуемостей структурных частиц [7]. Урав-
нения Даффина – Кеммера для свободных ска-
лярных частиц имеют вид: 

( ) ( ) 0,m xμμβ ψ∂ + =                    (1.1) 

( )( ) 0,x mμ μψ β∂ − =                    (1.2) 

где ( )xψ  и ( )xψ  – пятимерные волновые функ-
ции скалярных частиц, а четырёхмерный импульс 
определяется компонентами { }4 0, .a a a iaμ =  

В уравнениях (1.1) и (1.2) пятимерные мат-
рицы μβ = (5)

μβ  являются матрицами Даффина – 
Кеммера и удовлетворяют перестановочным со-
отношениям: 
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μβ νβ ρβ + ρβ νβ μβ = μν μδ β + .ρν μδ β    (1.3) 
Из ковариантного формализма Лагранжа 

следует, что уравнения (1.1) и (1.2) следуют из 
лагранжиана 

( ) ( )1 1 .
2 2

L m mμ μμ μψ β ψ ψ β ψ= − ∂ + + ∂ −  (1.4) 

Чтобы получить уравнения взаимодействия 
электромагнитного поля с пионами в формализ-
ме Даффина – Кеммера с учетом их поляризуе-
мостей, воспользуемся принципом калибровоч-
ной инвариантности. Для этого согласно работе 
[8], в лагранжиан (1.4) необходимо ввести  

( ) 1
4

L F Fγ
μν μν= −  

и сделать замену производных μ∂  и μ∂  на удли-
нённые производные 

,D ie Aν σ σνβ η
∧ ∧

= ∂ +                  (1.5) 

,D ie Aσν σ νη β
∧ ∧

= ∂ −                  (1.6) 
2 .E MF F F F
mσν σν σμ μν σμ μν
πη δ α β⎡ ⎤= + +⎣ ⎦  (1.7) 

В соотношениях (1.5)–(1.7) F A Aμν μ ν ν μ= ∂ − ∂  

– тензор, а 
2
iF Fμν μνρσ ρσε=  – дуальный тензор 

электромагнитного поля. Если в соотношении 
(1.4) учесть (1.5)–(1.7), то получим 

1 1
4 2

.

L F F

m ie A K

μν μν μ μ

σν σν

ψ β ψ

ψψ ψ ψ θ
∧

= − − ∂ −

− + +

          (1.8) 

В выражении (1.8) введены следующие обо-
значения: 

2 ,E MK F F F F
mσν σμ μν σμ μν
π α β⎡ ⎤= +⎣ ⎦  

1 ,
2σν σ νθ ψβ ψ= ∂  

стрелки над производными указывают их дейст-
вие на волновые функции пиона в пятимерном 
пространстве, а Eα  и Mβ  – электрическая и маг-
нитная поляризуемости пиона. 

Выделим в уравнении (1.8) часть лагран-
жиана, связанную с поляризуемостями пиона: 

( , ) .E ML Kα β
σν σνθ=                     (1.9) 

В системе покоя пиона лагранжиан (1.9) 
принимает вид: 

( , ) ( , ) 2 22 ( ),E M E M
E ML H E Hα β α β π α β= − = +  

где ( , )E MH α β  – гамильтониан взаимодействия 
электромагнитного поля с пионом с учетом на-
веденных дипольных моментов в статическом 
пределе. 

Убедимся теперь, что в амплитуду компто-
новского рассеяния поляризуемости входят в 
соответствии с низкоэнергетической теоремой. 
Для этого получим уравнение взаимодействия 

пиона с электромагнитным полем с учетом поля-
ризуемостей, используя лагранжиан (1.8) 

( )
1 ( ) .
2

m

ie A K Kμ σμ σ σμ σ μ

ψ

ψ β ψ β ψ

∧

∧

∂+ =

⎡ ⎤= − ∂ + ∂⎣ ⎦
  (1.10) 

Представим дифференциальное уравнение 
(1.10), в котором будем учитывать только вклад 
поляризуемостей, в интегральной форме: 

( , )0( ) ( ) ( ) ( ) ,E Mx x S x x V x dxα βψ ψ ′ ′ ′= + −∫  
где потенциал имеет вид:  

( , ) 1( ) ( )
2

E MV x K Kα β
μ σμ σ σμ σ μβ ψ β ψ′ ⎡ ⎤= − ∂ + ∂⎣ ⎦  

а функция Грина ( )S x x′−  удовлетворяет урав-
нению  

( ) ( ) ( ).m S x x x xδ
∧

′ ′∂+ − = −  
Определим матричный элемент fiS  рассея-

ния фотонов на пионе, следуя работам [9], [10], 
[11]. Для этого воспользуемся соотношением: 

2 2

3( ) ( ) ( ) ( ),p pt
x S x x d x i xψ ψ

→+∞
′ ′− = −∫  

где 2

2 23
2 2

1( ) ( ) .
(2 )

ip x
p

mx p e
E

ψ ϕ
π

−=  

Функция 2( )pϕ  – импульсное представление 

волновой функции 
2
( ),p xψ  которая в формализ-

ме Даффина – Кеммера определяется следую-
щим образом: 

10 1
2 2( ) ,

2
i ip p

m
μ

μϕ ε ε⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

где ABε  – элементы полной матричной алгебры, 
которые удовлетворяют соотношениям: 

( ) ,AB
DC AD BCε δ δ=  

ABε ,CD AD
BCε δ ε=  

индексы , , ,A B C D  пробегают значения от 0 до 4. 
В результате получим  

2

( , ) 4( ) ( ) ( ) .E M
pfiS i x V x d xα βψ ′ ′ ′= − ∫    (1.11) 

Используя граничные условия [9], [10], [11] 
и перекрёстную симметрию, выражение (1.11) 
можно представить в виде: 

1 1 2 2
2

1 2 1 2

( )
.

(2 ) 4fi
im k p k p

S M
E E

δ
π ω ω

+ − −
=        (1.12) 

В выражении (1.12) амплитуда комптонов-
ского рассеяния  представляется выражением: 

2
2

1 1

( )
( )

22 2

( ) ( )
11

2 ( )

( ) ( )

M p k e k e
m

k e P k P e

λ
λ
μ μ

λ λ
μ μ

π ϕ
∧ ∧⎧⎡ ⎤⎪= − ×⎨⎢ ⎥

⎪⎣ ⎦⎩
⎡ ⎤× − +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2 2( ) ( )
22 ( ) ( )k e P k P eλ λ

μ μ
⎡ ⎤+ − ×⎢ ⎥⎣ ⎦
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1
1

( )
( )

1 1 1( ) ( )E Mk e k e p
λ

λ
μ μ α β ϕ

∧ ∧ ⎫⎡ ⎤⎪× − + +⎬⎢ ⎥
⎪⎣ ⎦⎭

 

2 2

1

( ) ( )
2 2 2

( ) ( 1)
1 1 1

2 ( )

( ).

M p k e k e

k e k e p

λ λ
μ ν ν μ

λ λ
μ ν ν μ

πβ ϕ

ϕ

⎡ ⎤+ − ×⎣ ⎦
⎡ ⎤× −⎣ ⎦

 

В этом выражении 1( )e λ
μ  и 2( )e λ

μ  – векторы поляри-
зации начального и конечного фотонов, 

1 2
1 ( ),
2

P p p= +  1 1,k p  и 2 2,k p  – импульсы на-

чальных, конечных фотонов и пионов соответст-
венно. 

В системе покоя начального пиона ампли-
туда M  с учётом электрического заряда и поля-
ризуемостей с точностью до второго порядка по 
частоте фотонов принимает вид [12]: 

( )

2 1

2 1

2
( ) ( )2

( ) ( )2
2 1

4 ( )

4 ,

E

M

eM e e
m

n e n e

λ λ

λ λ

πω α

πω β

⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

где 1n  и 2n  – единичные вектора, направленные 

по 1k  и 2 ,k  что согласуется с низкоэнергетиче-
ской теоремой комптоновского рассеяния на 
пионе. 
 

2 Выводы 
В формализме Даффина – Кеммера на осно-

ве принципа калибровочной инвариантности 
определены в ковариантной форме лагранжиан и 
уравнение движения пиона в электромагнитном 
поле с учётом его электрической и магнитной 
поляризуемостей.  

На основе решения уравнения взаимодейст-
вия пиона с электромагнитным полем, получен-
ного методом функции Грина, определена ам-
плитуда комптоновского рассеяния с учётом от-
дачи и поляризуемостей пиона. 

Показано, что разработанный ковариантный 
формализм Лагранжа для взаимодействия низко-
энергетических фотонов с пионом согласуется с 
низкоэнергетической теоремой комптоновского 
рассеяния. 
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