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Введение 
Важнейшей задачей теории конечных групп 

является задача изучения строения конечных 
групп, которые не принадлежат некоторому 
классу групп ,F  а все собственные подгруппы 
которых принадлежат .F  В настоящее время та-
кие группы называются минимальными не F-груп-
пами (критическими группами). 

Начало исследований критических групп 
восходит к работе Миллера и Морено [1], в кото-
рой были изучены минимальные неабелевы 
группы (группы Миллера-Морено). Следующий 
важный шаг в данном направлении сделал в 1924 
году О.Ю. Шмидт в работе [2], в которой были 
изучены минимальные ненильпотентные группы 
(группы Шмидта). Хупперт в [3], а затем Дерк в 
[4] изучили минимальные несверхразрешимые 
группы. В работе [5] В.Н. Семенчуком были изу-
чены разрешимые минимальные не F-группы для 
произвольных насыщенных наследственных фор-
маций .F  

Важность изучения критических групп сле-
дует из того факта, что любая конечная группа, не 
принадлежащая некоторому классу групп ,F  со-
держит минимальную не F-группу. Как показали 
исследования многих ведущих математиков мира, 
минимальные не F-группы играют важную роль 
при изучении строения конечных групп. 

В частности, в работе [6] В.Н. Семенчуком 
было начато исследование строения конечных 
групп, у которых группы Шмидта субнормаль-
ны. Следующий важный шаг в данном направле-
нии был сделан В.С. Монаховым и В.Н. Княги-
ной в работе [7]. Полное описание таких групп 
было получено В.А. Ведерниковым в работе [8]. 

В теории конечных групп естественным 
обобщением понятия субнормальности является 
понятие F-достижимости (обобщенной субнор-
мальности), предложенное Кегелем в работе [9]. 
Настоящая  работа посвящена изучению строе-
ния конечных групп, у которых минимальные не 
H -группы ( H  – насыщенная наследственная 
формация) обобщенно субнормальны. В частно-
сти, было получено детальное описание строения 
конечных групп, у которых группы Шмидта F-до-
стижимы ( F  – насыщенная наследственная фор-
мация с решеточным свойством). 

 
1 Предварительные сведения 
Все группы в работе конечны. Необходи-

мые обозначения и определения можно найти в 
монографии [10] Л.А. Шеметкова. Напомним 
лишь некоторые из них. 

Если F  – класс групп и G  – группа, то ко-
радикал GF  – пересечение всех нормальных 
подгрупп N  из G  таких, что / .G N ∈F  

Классом Фиттинга называется класс ,X  
замкнутый относительно нормальных подгрупп 
и произведений нормальных X -подгрупп. 

Гомоморф – класс групп, замкнутый отно-
сительно фактор-групп. 

Формация – класс групп, замкнутый относи-
тельно фактор-групп и подпрямых произведений.  

Формация F  называется насыщенной, если 
/ ( ) ,G Ф G ∈F  то .G∈F  
Формация F  называется наследственной, 

если G∈ F  и ,H G≤  то .H ∈ F  
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Обозначим через π(F) множество всех про-
стых чисел ,p  для которых в F  имеется нееди-
ничная p -группа. 

В теории классов конечных групп естест-
венным обобщением понятия субнормальности 
является понятие F -достижимости. 

Пусть F  – непустая формация. Подгруппу 
H  называют F-субнормальной в смысле Кегеля 
или F-достижимой, если существует цепь под-
групп 

0 1 1n nG H H H H H−= ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ =…  
такая, что для любого 1, 2,...,i n=  либо подгруп-
па iH  нормальна в 1,iH −  либо 1( ) .i iH H− ⊆F  

Очевидно, что любая N -достижимая (N  – 
класс всех нильпотентных групп) группа являет-
ся субнормальной и наоборот. 

Напомним, что некоторое множество под-
групп M  конечных групп G  образует решетку, 
если ,A B∩ ∈M  A,B< >∈M  для любых двух 
подгрупп A  и B  из .M  

Классический результат Виландта говорит о 
том, что множество всех субнормальных под-
групп в любой конечной группе образует решет-
ку. О. Кегель [9] и Л.А. Шеметков [10] поставили 
задачу отыскания новых классов групп ,F  обла-
дающих тем свойством, что множество всех F-до-
стижимых подгрупп в любой конечной группе 
образует решетку. В настоящее время такие 
формации называются формациями с решеточным 
свойством. Полное решение данной задачи о на-
хождении насыщенных наследственных форма-
ций с решеточным свойством было получено 
А.Ф. Васильевым, С.Ф. Каморниковым, В.Н. Се-
менчуком в работе [11]. В частности, из полу-
ченных результатов следует, что формации всех 
нильпотентных групп ,N  всех p-разложимых 
групп обладают решеточным свойством. 

GX  – X  -радикал группы ,G  т. е. произве-
дение всех нормальных X -подгрупп ( X  – неко-
торый класс групп) группы .G  

Пусть F  и X  – непустые формации конеч-
ных групп. Напомним, что произведением фор-
маций называется {G | G }.= ∈XFX F  

Если F  – класс групп, то группа G  называ-
ется минимальной не F-группой (критической 
группой), если она не принадлежит ,F  а любая 
её собственная подгруппа принадлежит .F  
Множество всех таких минимальных не F-групп 
обозначается .M (F)  

Минимальная ненильпотентная группа на-
зывается группой Шмидта. 

Напомним, что группа G  называется p-зам-
кнутой (p-нильпотентной),  если  её  силовская  
p-подгруппа (силовское p-дополнение) нормаль-
на в .G  Группа G  называется p-разложимой, 

если она одновременно p-замкнута и p-нильпо-
тентна. 

Если фактор-группа / ( )G F G  нильпотент-
на, то группа G  называется метанильпотентной. 

В следующих леммах приводятся известные 
свойства обобщенных субнормальных подгрупп, 
которые сыграли важную роль при доказательст-
ве основных результатов. 

Лемма 1.1. Пусть F – непустая формация, 
H  и N  – подгруппы группы ,G  причем N  нор-
мальна в .G  Тогда: 

1) если H  F-достижима в ,G  то HN  F-до-
стижима в G  и /HN N  F-достижима в / ;G N  

2) если ,N H⊆  то H  F-достижима в G  
тогда и только тогда, когда /H N  F-дости-
жима в /G N . 

Лемма 1.2. Пусть F – непустая наследст-
венная формация. Тогда справедливы следующие 
утверждения: 

1) если H  – подгруппа группы G  и 
,G H⊆F  то H  – F-достижимая подгруппа 

группы ;G  
2) если H  – F-достижимая подгруппа груп-

пы ,G  то H K∩  – F-достижимая подгруппа 
K  для любой подгруппы K  группы ;G  

3) если H  – F-достижимая подгруппа груп-
пы K  и K  – F-достижимая подгруппа группы 

,G  то H  – F-достижимая подгруппа группы G;  
4) если H  – F-достижимая подгруппа груп-

пы ,G  то H F  – субнормальная подгруппа груп-
пы .G  

При доказательстве основных теорем важ-
ную роль сыграли следующие леммы. 

Лемма 1.3. Пусть F  – насыщенная наслед-
ственная формация с решеточным свойством, 
π (F)  – множество всех простых чисел и любая 
минимальная не F-группа разрешима. Тогда в 
любой группе G  произвольная минимальная нор-
мальная подгруппа принадлежит .F  

Лемма 1.4. Пусть F – гомоморф, содержа-
щий все нильпотентные группы, R  – подгруппа 
группы ,G  порожденная всеми минимальными 
не F-подгруппами группы .G  Тогда / .G R∈ F  

Напомним также некоторые свойства клас-
сов групп с решеточным свойством, которые 
были получены А.Ф. Васильевым, С.Ф. Камор-
никовым, В.Н. Семенчуком в работе [11]. Дан-
ные свойства сыграли ключевую роль при дока-
зательстве основных результатов. 

Лемма 1.5. Пусть F – наследственная фор-
мация. Тогда следующие утверждения эквива-
лентны: 

1) F обладает решеточным свойством для  
F-субнормальных подгрупп; 
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2) группа 1 2,G A A=< >  принадлежит F, ес-
ли 1,A  2A  – F-субнормальные F-подгруппы груп-
пы ;G  

3) F – формация Фиттинга и всякая F-суб-
нормальная F-подгруппа группы G  содержится 
в F-радикале этой группы. 

Лемма 1.6. Пусть F – насыщенная наслед-
ственная формация с решеточным свойством. 
Тогда любая минимальная не F-группа G  явля-
ется группой одного из следующих типов: 

1) | |G p=  – простое число, ( );p π∉ F  
2) G  – группа Шмидта; 
3) / ( )G Ф G  – такая монолитическая груп-

па с неабелевым монолитом / ( ),N Ф G  что 
/G N  – циклическая примарная группа и 
/ ( ) ( / ( )) .N Ф G G Ф G= F  
Далее приведем ряд вспомогательных ре-

зультатов, полученных авторами при доказатель-
стве основных теорем. 

Лемма 1.7. Пусть F – насыщенная наслед-
ственная формация с решеточным свойством и 
π (F)  – множество всех простых чисел, и любая 
минимальная не F-группа разрешима. Если в 
группе G  все подгруппы Шмидта F-достижимы, 
то /G GF  нильпотентна. 

Лемма 1.8. Пусть F – насыщенная наслед-
ственная формация с решеточным свойством. 
Если в группе G  выполняется ,G G⊆F

F  то для 
любых подгрупп ,H  содержащих ,GF  следует 

.H G=F F  
Лемма 1.9. Пусть F – наследственная фор-

мация с решеточным свойством, X  – насыщен-
ная наследственная формация такая, что 

,⊆N X  а также в группе G  все минимальные не 
X -подгруппы F-достижимы. Если N  – нор-
мальная подгруппа группы ,G  то в фактор-
группе /G N  все минимальные не X -подгруппы 
F-достижимы. 

 
2 Основные результаты 
В ходе исследования строения конечных 

групп с обобщенно субнормальными критиче-
скими подгруппами были получены следующие 
результаты. 

Теорема 2.1. Пусть H  – наследственная 
насыщенная формация, F – наследственная на-
сыщенная формация с решеточным свойством, 
причем .⊆F H  Если все минимальные не H -под-
группы группы G  разрешимы и F-достижимы в 

,G  то / ( ) .G F G ∈H  
Следствие 2.1.1. Пусть F – насыщенная на-

следственная формация с решеточным свойст-
вом и π (F)  – множество всех простых чисел. 

Если в группе G  все подгруппы Шмидта F-до-
стижимы, то / ( ) .G F G ∈ F  

Следствие 2.1.2. Если в группе G  все ми-
нимальные  не   F-подгруппы   F-достижимы  
(F – класс всех p-разложимых групп), то / ( )G F G  
– p-разложима.  

Следствие 2.1.3. Пусть F – насыщенная на-
следственная формация с решеточным свойст-
вом. Если все минимальные не F-подгруппы груп-
пы G  разрешимы и F-достижимы в ,G  то 

.G∈NF  
Из этой теоремы также следуют известные 

результаты В.Н. Семенчука, полученные в рабо-
те [6]. 

Следствие 2.1.4. Если в группе G  все ми-
нимальные несверхразрешимые группы субнор-
мальны, то / ( )G F G  сверхразрешима. 

Следствие 2.1.5. Если в группе G  все под-
группы Шмидта субнормальны, то G  – мета-
нильпотентна. 

Теорема 2.2. Пусть F – насыщенная наслед-
ственная формация с решеточным свойством и 
π (F)  – множество всех простых чисел. Если в 
группе G  все подгруппы Шмидта F-достижи-
мы, то /G GF  абелева. 

Следствие 2.2.1. Пусть F – формация 
всех p-разложимых групп. Если в группе G  все 
подгруппы Шмидта F-достижимы, то /G GF  
абелева. 

Из данной теоремы следует известный ре-
зультат В.С. Монахова и В.Н. Княгиной из ра-
боты [7]. 

Следствие 2.2.2. Если в группе G  все под-
группы Шмидта субнормальны, то факторгруп-
па / ( )G F G  абелева. 
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