
 

Министерство образования Республики Беларусь 
 

Учреждение образования 
«Гомельский государственный университет 

имени Франциска Скорины» 
 
 
 
 
 
 

А. А. АТВИНОВСКИЙ, И. В. ПАРУКЕВИЧ 
 
 
 

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
ОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

 
Практическое пособие 

 
 по выполнению лабораторных работ 

для студентов математического факультета 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Гомель  
ГГУ им. Ф. Скорины 

2016 



 

2 

УДК 517.3(076) 
ББК  22.16я73 

А92 
 
 

Рецензенты: 
 

кандидат физико-математических наук Л. Л. Великович, 
доктор физико-математических наук В. Н. Семенчук 

 
Рекомендовано к изданию научно-методическим советом 
учреждения образования «Гомельский государственный 

университет имени Франциска Скорины» 
 

 
А92 

Атвиновский, А. А.  
Математический анализ. Определённый интеграл : 

практическое пособие / А. А. Атвиновский, И. В. Парукевич  ;            
М-во образования Республики Беларусь, Гомельский гос. ун-т 
им. Ф. Скорины. – Гомель: ГГУ им. Ф. Скорины, 2016. – 42 с. 

ISBN 978-985-577-199-0 
 
Предлагаемое практическое пособие предназначено для проведения 

лабораторных занятий по математическому анализу. Оно включает ла-
бораторные работы по темам: «Определенный интеграл», «Приложения 
определённого интеграла», «Несобственные интегралы». Содержит 
справочный материал по теме, наборы заданий.  

Адресовано студентам математического факультета. 
 

УДК 517.3(076) 
ББК  22.16я73 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
ISBN 978-985-577-199-0 © Атвиновский А. А., Парукевич И. В., 2016 

© Учреждение образования «Гомельский  
государственный университет 
имени Франциска Скорины», 2016 

  



 

3 

Оглавление 

Предисловие………………………………………………………… 4 
Лабораторная работа1 
Определённый интеграл………………………………….…………. 5 
Лабораторная работа2 
Приложения определённого интеграла……………………………. 17 
Лабораторная работа3 
Несобственные интегралы…………………..……………………… 30 
Приложение А. Таблица неопределённых интегралов…………... 41 
Литература………………………………………………………….. 42 

 
 
 
 

  



 

4 

Предисловие 
 
 
Практическое пособие «Определённый интеграл» по математиче-

скому анализу составлено в соответствии с действующей программой 
по данной дисциплине для математических специальностей универ-
ситетов. Пособие содержит три лабораторные работы по следующим 
темам: «Определённый интеграл», «Приложения определенного инте-
грала», «Несобственные интегралы», которые излагаются на первом 
году обучения. 

В начале каждой лабораторной работы содержится справочный  
материал по теме. Во всех лабораторных работах задания разделены           
на десять вариантов. Все задачи в каждом варианте имеют похожие 
формулировки. Наличие заданий разного уровня сложности позволя-
ет преподавателю варьировать объёмом каждой лабораторной рабо-
ты. Нумерация заданий своя в каждой лабораторной работе. При со-
ставлении пособия авторы использовали литературу, список которой 
приводится в конце. 

Практическое пособие по математическому анализу предназна-
чено, с одной стороны, для организации учебного процесса дневно-
го отделения математического факультета по специальностям             
1-31 03 01 02 «Математика», 1-31 03 03-01 «Прикладная математика 
(научно-производственная деятельность)», 1-31 03 03-02 «Прикладная 
математика (научно-педагогическая деятельность)», 1-31 03 06 01 
«Экономическая кибернетика (математические методы в экономике)». 
С другой стороны, оно может быть использовано при проведении 
практических занятий и для формирования индивидуальных заданий 
студентам разных форм обучения. 

Структура заданий и сами задания лабораторных работ адаптиро-
ваны к современным требованиям изложения курса математического 
анализа в связи с переходом на 4-летнее обучение. 
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Лабораторная работа 1 
Определенный интеграл 
 
 
Пусть функция ( )y f x=  определена и ограничена на отрезке 

[ ; ]a b , a b< . И пусть nτ  – разбиение отрезка [ ; ]a b  на n  частичных 
отрезков 1[ ; ]k kx x− , 1,k n= , точками 0 1, ,..., nx x x  (рисунок 1.1): 

0 1 1... .n na x x x x b−= < < =  Тогда 1k k kx x x −∆ = −  – длина частичного от-
резка 1[ ; ]k kx x− , 1,k n= .  

 

 
 

Рисунок 1.1 – Определение интеграла Римана 
 

На каждом частичном отрезке произвольным образом выберем 
точку kξ  и составим сумму: 

1 1
1

( ) ( ) ... ( ) ( ) ,
n

n n n k k
k

f x f x f x f x
=

σ = ξ ∆ + + ξ ∆ = ξ ∆∑  

которая называется интегральной суммой Римана для функции ( )f x            
на отрезке [ ; ]a b , соответствующей данному разбиению nτ  отрезка 
[ ; ]a b  и выбору промежуточных точек kξ , 1,k n= . 

Пусть λ  – длина наибольшего частичного отрезка разбиения nτ , 
называемая диаметром разбиения: 

1
max kk n

x
≤ ≤

λ = ∆ . 

Функция ( )f x  называется интегрируемой на отрезке [ ; ]a b  (или 
интегрируемой по Риману), если существует конечный предел при 

0λ→  интегральной суммы: 

λ 0 1
lim ( ) .

n

k k
k

f x I
→

=

ξ ∆ =∑  
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Число I называется определенным интегралом (или интегралом 

Римана) от функции ( )f x  на отрезке [ ; ]a b  и обозначается ( )
b

a

f x dx∫ : 

0
1

( ) lim ( ) .
b n

k k
ka

f x dx f x
λ→

=

= ξ ∆∑∫  

Выражение ( )f x dx  называется подынтегральным выражением, 
( )f x  – подынтегральной функцией, x  – переменной интегрирования,                

a  и b  – соответственно нижним и верхним пределами интегрирования. 
Класс всех функций ( )f x , интегрируемых по Риману на отрезке

[ ; ]a b , обозначается [ ; ]a bR . 
Определение интеграла Римана на языке –ε δ  формулируется 

следующим образом: число I  называется определенным интегралом 
(или интегралом Римана) от функции ( )f x  на отрезке [ ; ]a b , если для 
любого 0ε >  существует такое 0δ > , что каково бы ни было разбие-
ние nτ  отрезка [ ; ]a b  на частичные отрезки 1[ ; ]k kx x− , 1,k n= , диаметр 
которого λ<δ , и каковы бы ни были точки kξ , 1,k n= , выполняется 
неравенство ( ; ) –n kf Iσ ξ < ε . 

Интегральная сумма не зависит от того, какой буквой обозна-
чен аргумент данной функции. Следовательно, и ее предел, то есть 
определенный интеграл, не зависит от обозначения переменной ин-
тегрирования: 

( ) ( ) ( ) .
b b b

a a a

f x dx f t dt f y dy= =∫ ∫ ∫  

Обозначение определенного интеграла ( )
b

a

f x dx∫  похоже на обо-

значение неопределенного интеграла от той же функции ( )f x dx∫ . 

Вычисление определенного интеграла сводится к вычислению не-
определенного интеграла от той же подынтегральной функции. Од-
нако между определенным и неопределенным интегралом имеется 
существенное различие: определенный интеграл от функции ( )f x  
на отрезке [ ; ]a b  есть некоторое число, в то время как неопределен-
ный интеграл представляет собой множество всех первообразных 
функций ( )  F x C+  данной функции ( )f x  на отрезке [ ; ]a b . 
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Теорема 1 (необходимое условие интегрируемости). Если инте-

грал ( )
b

a

f x dx∫  существует, то функция ( )f x  ограничена на отрезке 

[ ; ]a b . 
Определенный интеграл обладает следующими свойствами: 
– если нижний и верхний пределы интегрирования равны ( )a b= ,             

то интеграл равен нулю, то есть ( ) 0
b

a

f x dx =∫ ; 

– если ( ) 1f x = , то
b

a

dx b a= −∫ ; 

– при перестановке пределов интегрирования определенный ин-
теграл меняет знак на противоположный, то есть 

( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx= −∫ ∫ ; 

– постоянный множитель можно выносить за знак определенного 
интеграла, то есть 

( ) ( )
b b

a a

cf x dx c f x dx=∫ ∫ c∀ ∈ ; 

– определенный интеграл от суммы (разности) конечного числа,  
интегрируемых на [ ; ]a b  функций 1 2( ), ( ),..., ( )nf x f x f x , равен сумме  
(разности) определенных интегралов от слагаемых, то есть 

1 2 1( ( ) ( ) ... ( )) ( ) ... ( )
b b b

n n

a a a

f x f x f x dx f x dx f x dx± ± ± = ± ±∫ ∫ ∫ ; 

– аддитивностью – если существуют интегралы ( )
c

a

f x dx∫
 
и ( ) ,

b

c

f x dx∫  

то существует также интеграл ( )
b

a

f x dx∫  и справедливо равенство: 

( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫ , a c b≤ ≤ . 

Геометрический смысл этого свойства состоит в том, что            
площадь криволинейной трапеции с основанием [ ; ]a b  равна сумме 
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площадей криволинейных трапеций с основаниями [ ;c]a  и [c; ]b               
(рисунок 1.2); 

 

  
 

Рисунок 1.2 – Геометрический 
смысл свойства аддитивности 

 
Рисунок 1.3 – Геометрический 
смысл свойства монотонности 

 

– если ( ) 0f x ≥ [ ; ]x a b∀ ∈ , то ( ) 0
b

a

f x dx ≥∫ , a b< ; 

– монотонностью – если интегрируемые функции ( )f x  и ( )xϕ  
удовлетворяют неравенству ( ) ( )f x x≥ ϕ [ ; ]x a b∀ ∈ , то 

( ) ( )
b b

a a

f x dx x dx≥ ϕ∫ ∫ , a b< . 

Геометрическая интерпретация данного свойства: площадь кри-
волинейной трапеции 2 2aA B b  не меньше площади криволинейной 
трапеции 1 1aA B b  (рисунок 1.3); 

– если функция ( )f x  интегрируема на отрезке[ ; ]a b , то и функция 
( )f x также интегрируема на этом отрезке и 

( ) ( )
b b

a a

f x dx f x dx≤∫ ∫ ; 

– если m  и M  соответственно наименьшее и наибольшее значе-
ния функции ( )f x , непрерывной на отрезке [ ; ]a b , то [ ; ]x a b∀ ∈  спра-
ведливо неравенство 

( – ) ( ) ( – );
b

a

m b a f x dx M b a≤ ≤∫  
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Геометрический смысл заключается в том, что площадь прямо-
угольника 1 1aA B b  равна ( – )m b a , площадь прямоугольника 2 2aA B b  
равна ( – )M b a , а площадь криволинейной трапеции aABb  не меньше 
площади первого прямоугольника и не больше площади второго           
(рисунок 1.4). 

 

  
 

Рисунок 1.4 – Геометрический 
смысл неравенства (3) 

 
Рисунок 1.5 – Геометрический 

смысл неравенства (4) 
 

– если функция ( )f x  непрерывна на отрезке [ ; ]a b , то существует 
такая точка [ ; ]a bξ∈ , что 

( ) ( ) ( ).
b

a

f x dx f dx a b= ξ −∫  

Число ( )f ξ  называется интегральным средним значением функ-
ции ( )f x  на отрезке[ ; ]a b . 

Геометрически данное свойство означает, что существует такая 
точка [ ; ]a bξ∈ , для которой площадь прямоугольника 1 1aA B b  равна 
площади криволинейной трапеции aABb  (рисунок 1.5). 

Пусть в определенном интеграле нижний предел интегрирования            
( )a  остается постоянным, а верхний ( x ) изменяется так, что [ ; ]x a b∈ . 
Интеграл вида 

(t) ( )
x

a

f dt F x=∫ , [ ; ]x a b∈ , 

называется определенным интегралом с переменным верхним преде-
лом и является функцией верхнего предела x . 

С геометрической точки зрения, функция ( )F x  представляет со-
бой площадь криволинейной трапеции aACx  (рисунок 1.6). 
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Рисунок 1.6 – Геометрический смысл интеграла  
с переменным верхним пределом 

 

Интеграл вида 

( ) ( )
b

x

f t dt G x=∫ , [ ; ]x a b∈ , 

называется определенным интегралом с переменным нижним преде-
лом и является функцией нижнего предела x . 

Теорема 2. Если функция ( )f x  интегрируема на отрезке [ ; ]a b ,                
то функции ( )F x  и ( )G x  непрерывны на [ ; ]a b . 

Теорема 3. Если функция ( )f x интегрируема на отрезке [ ; ]a b  и 
непрерывна в точке [ ; ]x a b∈ , то функции ( )F x  и ( )G x  дифференци-
руемы в этой точке и  

( ) ( ) ( ),
x

a x

F x f t dt f x
′ 

 ′ = =
 
 
∫  ( ) ( ) ( ).

b

x x

G x f t dt f x
′ 

 ′ = = −
 
 
∫  

Пусть функция ( )f x  непрерывна во всех точках отрезка [ ; ]a b .             
Тогда на этом отрезке у нее существует первообразная. При этом               

для любой точки [ ; ]x a b∈  функция ( ) ( )
x

a

F x f t dt= ∫  является одной                   

из первообразных функций ( )f x  на отрезке [ ; ]a b . Совокупность всех 
первообразных непрерывной на некотором отрезке [ ; ]a b  функции 

( )f x  представляет собой неопределенный интеграл: 

( ) ( )
x

a

f t dt f x dx C= +∫ ∫ . 

Теорема 4. Если функция ( )f x  непрерывна на отрезке [ ; ]a b  и 
( )F x  – какая-нибудь первообразная на этом отрезке, то справедлива 

формула Ньютона – Лейбница: 
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( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F b F a= −∫ . 

Она также записывается в виде: 

( ) ( )
b

b

a
a

f x dx F x=∫ . 

Формула Ньютона – Лейбница позволяет избавиться от вычисле-
ния определенных интегралов как пределов интегральных сумм, что 
дает возможность вычисление определенного интеграла свести к вы-
числению неопределенного интеграла. 

Теорема 5. Если функция ( )f x  непрерывна на отрезке [ ; ]a b ,                 
а функция ( )x t= ϕ  непрерывно дифференцируема на отрезке 1 2[ ; ]t t , 
причем ( )1 2[ ; ] [ ; ]t t a bϕ =  и ( )1t aϕ = , ( )2t bϕ = , то справедлива формула 
замены переменной 

( ) ( ( )) ( ) .
b b

a a

f x dx f x t dt′= ϕ ϕ∫ ∫  

При вычислении интеграла методом замены переменной одно-
временно с преобразованием подынтегрального выражения изменя-
ются соответственно и пределы интегрирования.  

Теорема 6. Пусть функции ( )u x  и ( )v x  непрерывны вместе со 
своими производными ( )u x′ , ( )v x′  на отрезке [ ; ]a b . Тогда справедли-
ва формула интегрирования по частям в определенном интеграле 

| .
b b

b
a

a a

uv dx uv vu dx′ ′= −∫ ∫  

1 Вычислить интеграл как предел интегральных сумм. Составить 
нижнюю s  и верхнюю S суммы Дарбу. Для произвольного 0ε >  указать 
такое разбиение отрезка [ ];a b , при котором S s− < ε  (таблица 1.1). 

 

Таблица 1.1 
 

Вариант ( )f x  [ ];a b  Вариант ( )f x  [ ];a b  

1.1 3x  [ ]0;2  1.6 1 x+  [ ]1;4−  
1.2 cos x  [ ]0; 2π  1.7 2 x+  [ ]1;4  
1.3 2x  [ ]1;2  1.8 1x −  [ ]1;3  
1.4 2x  [ ]0;2  1.9 cos x  [ ]0; 4π  
1.5 2 1x −  [ ]2;3  1.10 sin x  [ ]0; 2π  
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2 Доказать следующие утверждения. 
 

2.1 Функция Дирихле 
0,  

( )
1,  

x I
D x

x
∈

=  ∈ 
 не интегрируема. 

2.2 Неограниченная функция не интегрируема. 

2.3 Функция 
1 1 ,   0 

( )
0            ,  0

x
f x x x

x

  − ≠  =  
 =

čí ňĺ ăđčđóĺ ě ŕ  í ŕ  [0, 1]. 

2.4 Функция ( )( ) sgn sin ( )f x x= π  интегрируема на [0; 1]. 
2.5 Функция ( ) tg ctgf x x x= ⋅  интегрируема на [–π/6; π/6]. 
2.6 Функция ( ) tg ctgf x x x= ⋅  не интегрируема на [–1; 1]. 
2.7 Одна из первообразных чётной функции есть функция       

нечётная. 
2.8 Всякая первообразная нечётной функции есть функция  

чётная. 
2.9 Для чётной непрерывной функции ( )f x  на [ ];l l−  справедливо 

равенство 
0

( ) 2 ( )
l l

l

f x dx f x dx
−

=∫ ∫ . 

2.10 Для нечётной непрерывной функции ( )f x  на [ ];l l−  справед-

ливо равенство ( ) 0
l

l

f x dx
−

=∫ . 

3 Пусть функции ( )f x  и ( )g x  определены на отрезке [ ];a b .  
Ответить на вопросы, помещенные ниже. 
3.1 Интегрируема ли функция ( ) ( )f x g x+ , если функция ( )f x  

интегрируема, а функция ( )g x  не интегрируема на отрезке [ ];a b ? 
3.2 Интегрируема ли функция ( ) ( )f x g x⋅ , если функция ( )f x  ин-

тегрируема, а функция ( )g x  не интегрируема на отрезке [ ];a b ? 
3.3 Интегрируема ли функция ( 0)f g g ≠ , если функция ( )f x  

интегрируема, а функция ( )g x  не интегрируема на отрезке [ ];a b ? 
3.4 Интегрируема ли функция ( ( ))f g x , если функции ( )f x  и 

( )g x  интегрируемы на отрезке [ ];a b ? 
3.5 Интегрируема ли функция ( ) ( )f x g x+ , если функции ( )f x  и 

( )g x  не интегрируемы на отрезке [ ];a b ? 
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3.6 Интегрируема ли функция ( ) ( )f x g x⋅ , если функции ( )f x  и 
( )g x  не интегрируемы на отрезке [ ];a b ? 

3.7 Интегрируема ли функция ( 0)f g g ≠ , если функции ( )f x  и 
( )g x  не интегрируемы на отрезке [ ];a b ? 

3.8 Интегрируема ли функция ( )f x  на отрезке [ ];a b , если функ-
ция ( )f x  интегрируема на отрезке [ ];a b ? 

3.9 Интегрируема ли функция ( )f x  на отрезке [ ];a b , если функ-
ция 2 ( )f x  интегрируема на отрезке [ ];a b ? 

3.10 Интегрируема ли функция ( ( ))f g x , если функция ( )f x  инте-
грируема, а функция ( )g x  не интегрируема на отрезке [ ];a b ? 

 

4 Найти производные. 
 

4.1 

2

2

0

1 ;
x

d t dt
dx

+∫  4.7 

4

2
4

;
1

x

x

d dt
dx t+∫  

4.2 ( )
2

2

0

ln 1 ;
x

d t dt
dx

+∫  4.8 

3

2
2 4

;
x

x

d dt
dx a t−∫  

4.3 

3

2

2 ;
1

x

x

d dt
dx t+∫  4.9 

4
;

1

b

a

d dt
dx t+∫  

4.4 

3

2

;
1

x

x

d dt
dx t+∫  4.10 

sin
2

cos

cos( ) ;
x

x

d t dt
dx

π∫  

4.5 

3

2
2

;
1

x

a

d dt
dx t+∫  4.11 21 ;

b

a

d t dt
dx

+∫  

4.6 

3

2
4

;
1

a

x

d dt
dx t+∫  4.12 

sin
2 2

0

.
x

d a t dt
dx

+∫  

 
5 Вычислить пределы. 
 

5.1 
2

0

0

cos
;lim

x

x

t dt

x→+

∫
 5.2 

2

0

0
;lim

x
t

x

e dt

x→−

∫
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5.3 
2

0

0

sin
;lim

x

x

t dt

x→+

∫
 

5.7 
2

0

0

tg
;lim

x

x

t dt

x→+

∫
 

5.4 
2

0
2

arctg
;

1
lim

x

x

tdt

x→+∞ +

∫
 5.8 

2

0
2

(arcsin )
;

1
lim

x

x

t dt

x→+∞ +

∫
 

5.5 

sin

0
tg

0

0

tg
;

sin
lim

x

x
x

tdt

xdx→+

∫

∫
 5.9 

2

0

0

sin
;lim

x

x

t dt

x→+

∫
 

5.6 
2

2

0

0
;lim

x
t

x

e dt

x

−

→+

∫
 

5.10 

2

2

2

0

2

0

.lim

x
t

x
x t

e dt

e dt→+∞

 
 
 
∫

∫
 

 
6 Не вычисляя интегралов, выяснить, какой из них больше                     

по величине. 
 

6.1 
/2

0

sin   x dx
x

π

∫ и 
0

sin ;x dx
x

π

∫  6.6 
1

0

2   x dx∫ и
2

0

 2  ;x dx∫  

6.2 
1

0,5

   dx
x∫ и

1

3
0,5

  ;dx
x∫  6.7 

2
1 1

0 0

sin    č    sin  ;x xe xdx e xdx− −∫ ∫  

6.3 
3

2
2

   
4
dx

x+∫ и
3

2

   ;dx
x∫  6.8 

/2

0

  tgx dx
x

π

∫ и
0

  tgx dx
x

π

∫ ; 

6.4 
2

2
1

   
1
dx

x+∫ и
2

1

   ;dx
x∫  6.9 

2
1 1

0 0

cos    č    cos  ;x xe xdx e xdx− −∫ ∫  

6.5 
/2 /2

3 6

0 0

sin        sin ;xdx č xdx
π π

∫ ∫  6.10 
2

1

   dx
x∫ и

2

3
1

   .dx
x∫  

 
7 Доказать равенства. 

7.1 sin sin 0,  ,  ,  ;mx kxdx k m k m
π

−π

= ≠ ∀ ∈∫   
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7.2 
0,5 0,5

2 2

0 0

sin 4 cos 4 cos 4 sin 4 ;x xdx x xdx
π π

=∫ ∫  

7.3  cos cos 0,  ,  ,  ;mx kxdx k m k m
π

−π

= ≠ ∀ ∈∫ 

 

7.4 
0,5

0,5

1cos ln 0;
1

xx dx
x

−

+
=

−∫
 

7.5  
1 7 5 3

2

1

3 7 0;
cos

x x x x dx
x

−

− + −
=∫

 

7.6 
/8

10 9

/8

sin 0;x xdx
π

−π

=∫
 

7.7
 

1 1
cos cos

1 0

2 ;x xe dx e dx
−

=∫ ∫
 

7.8
 

3 3

0 0

;
t t

dx dx
x x x x

−

=
+ +∫ ∫

 

7.9
 

0,5 0,5

0 0

sin 4 cos 4 ;xdx xdx
π π

=∫ ∫
 

7.10
 

sin cos 0.mx kxdx
π

−π

=∫  

 

8 Найти 
2

2

( )f x dx
−
∫ . 

 

8.1 
2 ,  2 1

( ) ;
2 ,  1 2
x x

f x
x x

 − ≤ ≤
= 

− < ≤
 8.4 

0,  1 1
( ) ;

1,  1 1

x
f x

x

 − >= 
− ≤

 

8.2 
0,  2 1

( ) ;
1 ,  1 2

x
f x

x x
− ≤ ≤

=  − ≤ ≤
 8.5 

,  2 0
( ) ;

1,  0 2
x x

f x
x

− − ≤ ≤
=  ≤ ≤

 

8.3 
0,  2

( ) ;
1,  2

x
f x

x

 <= 
≥

 8.6 
2 ,  2 0

( ) ;
3,  0 2

x x
f x

x
− ≤ ≤

=  ≤ ≤
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8.7 
0,  1

( ) ;
1,  1

x
f x

x

 <= 
≥

 8.9 
0,  2 0

( ) ;
1 ,  0 2

x
f x

x x
− ≤ ≤

=  − ≤ ≤
 

8.8 
0,  2 1

( ) ;
1,  2 1

x
f x

x

 − >= 
− ≤

 8.10 
3 ,  2 1

( ) .
4 ,  1 2
x x

f x
x x

 − ≤ ≤
= 

− < ≤
 

 
9 Вычислить определённый интеграл методом замены переменных. 

 

9.1 
9

4

;
1

x dx
x −∫  9.6 2

0

sin ;
1 cos

x dx
x

π

+∫  

9.2 
1

0

;
1

x dx
x+∫  9.7 6

0

sin (0,5 ) ;x dx
π

π∫  

9.3 
1

0

;
1

x dx
x+∫  9.8 

1
2 2

0

1 ;x x dx−∫  

9.4 
2

5 2
2

;
1

dx
x x −∫  9.9 

/4
7

0

cos 2 ;xdx
π

∫  

9.5 
2

5 2
3

;
1

dx
x x

−

− −∫  9.10 
1 2

2

0

2 .
1

x x

x
e e dx

e
+
+∫  

 
10 Вычислить интегралы методом интегрирования по частям. 

 

10.1 
1

0

arcsin ;xdx∫  10.6 
1

ln
e

x xdx∫  

10.2 
1

0

arctg ;x xdx∫  10.7 2

1

ln ;
e

xdx∫  

10.3 
1

0

arccos ;xdx∫  10.8 
4

0

cos3 ;x xdx∫  

10.4 
0,5

1

arcctg ;xdx
π

∫  10.9 
1

2

0

(arcsin ) ;x dx∫  

10.5 
0,5

1

arcctg ;x xdx
π

∫  10.10 
4

2 2

0

.xx e dx∫  
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Лабораторная работа 2 
Приложения определенного интеграла 

 
 

Вычисление площади криволинейной трапеции. Если функция 
( )y f x=  неотрицательна и непрерывна на отрезке [ ];a b , то площадь 

криволинейной трапеции (рисунок 2.1), определяемой множеством
( ) ( ){ }; ; 0x y a x b y f x≤ ≤ ≤ ≤ , вычисляется по формуле 

( )
b

a

S f x dx= ∫ . 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Криволинейная трапеция aABb 
 

Если ( ) 0f x <  [ ];x a b∀ ∈ , то и ( ) 0
b

a

f x dx ≤∫ , a b< . Следовательно, 

площадь вычисляется по формуле ( )
b

a

S f x dx= −∫ . 

Если же криволинейная трапеция ограничена кривой ( )x y= ϕ , 
осью ординат Oy  и прямыми y c= , y d=  (рисунок 2.2), то ее пло-
щадь определяется формулами: 

( )
d

c

S y dy= ϕ∫ , если ( ) 0yϕ ≥  [ ];y c d∀ ∈ , 

( )
d

c

S y dy= − ϕ∫ , если ( ) 0yϕ ≤ [ ];y c d∀ ∈ . 

 



 

18 

 

 

 
 

Рисунок 2.2 – Криволинейная 
трапеция для функции 

( )x y= ϕ  

 
Рисунок 2.3 – Криволинейная  

трапеция, ограниченная ( )y f x= ,
( )y g x= , x a= , x b=  

 
Если надо вычислить площадь фигуры, ограниченной кривыми 

( )y f x= , ( )y g x= , x a= , x b= , то эту площадь рассматривают как 
разность площадей двух криволинейных трапеций 2 2aA B b  и 1 1aA B b  
(рисунок 2.3). В этом случае можно воспользоваться формулой 

( )( ) ( )
b

a

S f x g x dx= −∫ , если ( ) ( )f x g x≥ [ ];x a b∀ ∈ . 

Если криволинейная трапеция ограничена кривой, заданной 
уравнениями в параметрической форме ( )x x t= , ( )y y t= , где 

1 2t t t≤ ≤ , осью Ox  и прямыми x a= , x b= , причем ( )1x t a= , ( )2x t b=
, то ее площадь S при ( ) 0y t ≥  вычисляется по формуле 

( ) ( )
2

1

t

t

S y t x t dt′= ∫ . 

Пусть фигура ограничена кривой l , заданной в полярной системе 
координат { }, ,O r ϕ  уравнением ( )r r= ϕ , α ≤ ϕ ≤ β . 

Криволинейным сектором называется фигура, ограниченная ли-
нией ( )r r= ϕ  и радиус-векторами ϕ = α , ϕ = β  (рисунок 2.4). При 
этом криволинейный сектор является правильной фигурой, если лю-
бой луч *ϕ = ϕ , *α ≤ ϕ ≤ β , исходящий из полюса O , пересекает кри-
вую ( )r r= ϕ  не более чем в одной точке. И пусть функция ( )r r= ϕ  
непрерывна на отрезке [ ];α β . 
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Рисунок 2.4 – Криволинейный сектор 
 

Площадь криволинейного сектора вычисляется по формуле:

( )21
2

S r d
β

α

= ϕ ϕ∫ . 

 
1 Вычислить площадь фигуры, ограниченной данной кривой. 

 
1.1 2а) , 3 ;y x y x= = −  б) 9cos , 6sin ;x t y t= =  â) 3 cos .r = ϕ  
1.2 а) 6, 7 0;xy y x= + − =  3 3б) 7cos , 7sin ;x t y t= =  â) 2(1 cos ).r = − ϕ  
1.3 3а) , ;y x y x= =  3 3б) 2cos , 2sin ;x t y t= =  â) 4cos3 .r = ϕ  

1.4 
2 1а) (1 ) ,y x −= +

20,5 ;y x=  
( )б) 2 sin ,x t t= −

( )2 1 cos ;y t= −  
â) 3cos 2 .r = ϕ  

1.5 2а) 9 , 3 ;y x y x= =  3 3б) 5cos , 5sin ;x t y t= =  2â) 4sin .r = ϕ  
1.6 2а) 2 , 5 2 ;xy y x x= = + −  б) 12cos , 8sin ;x t y t= =  â) 5sin 3 .r = ϕ  

1.7 а) ,y x= 3;y x=  
( )б) 6 sin ,x t t= −

( )6 1 cos ;y t= −  
â) 3cos5 .r = ϕ  

1.8 2 2ŕ ) 1 , 9 ;y x y x= + = −  
( )б) 4 sin ,x t t= −

( )4 1 cos ;y t= −  
â) 3 cos 2 .r = ϕ  

1.9 2а) ln , ( 2) ;y x y x= = −
 

б) 3cos ,x t= 2sin ;y t=  â) 2 cos .r = + ϕ  

1.10 2 3а) 5 , 0, 4;y x x y= = =
 

б) 6cos , 4sin ;x t y t= =  ( )â) 2 1 cos .r = + ϕ  

 
Вычисление длины дуги плоской кривой. Пусть функция 
( )y f x=  определена и непрерывна на отрезке [ ];a b  и дуга AB  –           

график этой функции, заключенный между вертикальными прямыми 
x a=  и x b=  (рисунок 2.5).  
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Рисунок 2.5 – Дуга AB  
 

Если функция ( )f x  на отрезке [ ];a b  имеет непрерывную произ-

водную ( )f x′ , то длина l  дуги AB , вычисляется по формуле: 

( )( )2
1

b

a

l f x dx′= +∫ . 

Пусть уравнение кривой задано параметрическими уравнениями: 
( )x x t= , ( )y y t= , 

где [ ]1 2;t t t∈ , ( )x t , ( )y t  – непрерывно дифференцируемые функ-
ции, причем ( ) 0x t′ ≠ [ ]1 2;t t t∀ ∈ , тогда 

( ) ( )
2

1

2 2
t

t t

t

l x y dt′ ′= +∫ . 

Пусть кривая задана в полярной системе координат уравнением 
( )r r= ϕ  [ ];∀ϕ∈ α β . Предположим, что ( )r ϕ  и ( )r′ ϕ  непрерывные 

функции на отрезке [ ];α β , тогда 

( )22l r r d
β

α

′= + ϕ∫ . 

 
2 Найти длину дуги кривой. 

 
2.1 ŕ ) ln sin ,y x= [ ]3,2 3 ;x∈ π π  3á) sin ( 3).r = ϕ  
2.2 2 3а) ( 1) , 4 ;y x x= + =  4б) siny t= , 2 cosy t= , 

[ ]0; 2t∈ π  
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2.3 а) ln cosy x= , [ ]0, 4 ;x∈ π  3á) 6cos ( 3).r = ϕ  
2.4 а) 1 ln cos ,y x= −

[ ]0, 4 ;x∈ π  

4 4б) cos ,  siny t y t= = , 
[ ]0, 2 .t∈ π  

2.5 2ŕ ) 0,5 0,25ln ,y x x= − [ ]1,3x∈  á) 3cos .r = ϕ  
2.6 2 5а) , 5 ;y x x= =  3 3б) cos ,  siny t y t= = , 

[ ]0, 4 .t∈ π  
2.7 а) ln 1y x= + , 3, 8 ;x  ∈   á) 3(1 cos ).r = − ϕ  

2.8 0,5 0,5а) ,x xy e e−= + 0 2;x≤ ≤  
2 3б) 3 , .x t y t t= = −  

2.9 а) 2y x= + , [ ]2,7 ;x∈  á) 4cos .r = ϕ  
2.10 2 3ŕ ) ( 1) , 2 5 ;y x x= − ≤ ≤  б) 2(cos sin ),  

2(sin cos ).
x t t t

y t t t
= +

= −  
 

Вычисление площади поверхности вращения. Пусть функция 
( )f x  не отрицательна и непрерывна вместе со своей первой произ-

водной ( )f x′  на отрезке [ ];a b . Тогда поверхность, образованная вра-
щением графика этой функции вокруг оси Ox , имеет площадь S , ко-
торая может быть вычислена по формуле 

( ) ( )'22 1 .
b

x

a

S f x f x dx= π +∫ . 

Пусть поверхность получается вращением вокруг оси Ox  кри-
вой AB , заданной параметрическими уравнениями 

( )x x t= , ( )y y t= , 
где [ ];t∈ α β , ( )x t , ( )y t  – непрерывно дифференцируемые функции, 

причем ( ) 0y t ≥ , ( )a x t b≤ ≤  при tα ≤ ≤ β , ( )x aα = , ( )x bβ = . Тогда 

( ) ( ) ( )'2 '22
b

x

a

S y t x t y t dt= π +∫ . 

Пусть кривая задана уравнением в полярных координатах урав-
нением ( )r r= ϕ , α ≤ ϕ ≤ β , где ( )r ϕ  имеет непрерывную производ-
ную на отрезке [ ];α β . Тогда: 

( ) ( ) ( )2 '22S r r r d
β

α

= π ϕ ϕ + ϕ ϕ∫ . 
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Вычисление объема пространственного тела. Пусть дано    
тело T , ограниченное замкнутой поверхностью. И пусть известна 
площадь любого его сечения плоскостью, перпендикулярной к оси 
абсцисс (рисунок 2.6). Эти сечения называются поперечными. По-
ложение поперечного сечения определяется абсциссой точки его 
пересечения с осью Ox . С изменением x  площадь S  поперечного 
сечения изменяется, то есть является некоторой функцией от x . 
Обозначим её ( )S x .  

 

 
 

Рисунок 2.6 – Пространственное тело  
с поперечным сечением ( )S x  

 

Пусть функция ( )S x  непрерывна на отрезке [ ];a b , где a  и b  – 
абсциссы крайних сечений тела T . Объем тела, заключенного между 
двумя плоскостями x a=  и x b= , с площадью ( )S S x=  поперечного 
сечения вычисляется по формуле: 

( )
b

a

V S x dx= ∫ . 

Рассмотрим тело, образованное вращением вокруг оси Ox  криво-
линейной трапеции aABb , ограниченной кривой ( )y f x= , осью Ox  и 
прямыми x a= , x b=  (рисунок 2.7). 

 

  
 

Рисунок 2.7 – Тело, образованное 
вращением aABb  вокруг оси Ox  

 

Рисунок 2.8 – Тело, образованное 
вращением cCDd  вокруг оси Oy  
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Если пересечь это тело плоскостями, перпендикулярными                      
к оси Ox , получим круги, радиусы которых равны модулю ординат 

( )y f x=  точек данной кривой. Следовательно, площадь сечения рас-
сматриваемого тела равна ( ) ( )2S x f x= π . Получаем формулу для вы-
числения объема тела вращения 

( )2
b

a

V f x dx= π∫ . 

Если тело образовано вращением вокруг оси Oy  криволинейной 
трапеции cCDd  (рисунок 2.8), то его объем вычисляется по формуле  

( )2
d

c

V y dy= π ϕ∫ , 

где ( )x y= ϕ , c y d≤ ≤  – уравнение кривой CD . 
Если криволинейный сектор, ограниченный кривой ( )r r= ϕ  и 

лучами ϕ = α , ϕ = β , вращается вокруг полярной оси, то объем тела 
вращения вычисляется по формуле 

32 sin
3

V r d
β

α

= π ϕ ϕ∫ . 

 
3 Вычислить объемы тел, ограниченных данными поверхностями. 

 

3.1 
2

2 1
9
x y+ = , 3z = , 3.z = −  3.6 

2 2
2 1

9 4
x y z+ − = , 0.z =  

3.2 
2 2 2

1
9 4 25
x y z

+ + = , 0.z ≥  3.7 
2 2 2

1
25 9 4
x y z

+ + = , 0.z ≤  

3.3 2 29z x y= + , 4.z =  3.8 
2 2

1
25 4
x y

+ = , 5z = , 0.z =  

3.4 
2 2

21
9 25
x y z− − = , 0.z ≥  3.9 

2 2
2 1

4 9
y zx + + = , 0.x ≤  

3.5 2 22z x y= − − , 0z = . 3.10 2 22z x y= + + , 6z = . 
 

4 Вычислить площадь и объем тела, образованного вращением 
вокруг оси Ox  фигуры, ограниченной графиками данных функций. 

 
4.1 2y x= , 2x = , 0.y =  4.3 0 3siny x≤ ≤ , 2 0.x−π ≤ ≤  
4.2 xy e= , ln 2x = , 0.y =  4.4 cosy x= , 0 4x≤ ≤ π , 0.y =  
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4.5 ( )21y x= − , 2x = , 0.y =  4.8 3y x= , 2x = , 0.y =  

4.6 y x= , 4x = , 9x = , 
0.y =  

4.9 2xy = , 0x = , 4.y =  

4.7 
0 2siny x≤ ≤ , 
0 6.x≤ ≤ π  4.10 ( )31y x= − , 2x = , 0.y =  

 
Вычисление работы переменной силы. Пусть материальная 

точка движется по прямой линии под действием некоторой перемен-
ной силы F


. За ось Ox  примем прямую, вдоль которой движется ма-

териальная точка. Пусть начальная и конечная точки пути имеют абс-
циссы a  и b  ( a b< ) соответственно. В каждой точке отрезка [ ];a b  
модуль силы принимает определенное значение и является некоторой 
функцией абсциссы, т. е. ( )F F x=


. Будем считать функцию ( )F x  

непрерывной. Тогда работа A  переменной силы на прямолинейном 
пути от точки a  до точкиb задается формулой: 

( )
b

a

A F x dx= ∫ . 

Вычисление силы давления жидкости. Пусть пластинка, 
имеющая вид криволинейной трапеции, погружена вертикально              
в жидкость таким образом, что ее боковые стороны параллельны 
поверхности жидкости и находятся ниже ее уровня на расстояниях 
a  и b  соответственно (рисунок 2.9).  

Если пластинка погружена в жидкость вертикально, то давле-
ние жидкости P  – сила давления на единицу площади – изменяется 
с глубиной погружения h . По закону Паскаля давление в жидкости 
передается одинаково по всем направлениям, в том числе и на вер-
тикальную пластинку.  

Выберем систему координат так, как показано на рисунке 2.9. 
Пусть уравнение кривой AB  имеет вид ( )y f x= , где функция ( )f x  
непрерывна на отрезке [ ];a b . Сила давления жидкости на всю пла-
стинку определяется интегралом: 

( )
b

a

P g x f x dx= ρ∫ ,  

где 9,8g =  м/с2,  
ρ  – плотность жидкости. 
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Рисунок 2.9 – Пластинка aABb , 
погруженная вертикально  

в жидкость 

 
Рисунок 2.10 – Пластинка 

1 1 2 2 ,A B B A  погруженная  
вертикально в жидкость 

 
Если в жидкость вертикально погружена пластинка 1 1 2 2A B B A  (ри-

сунок 2.10), ограниченная прямыми x a= , x b=  и кривыми ( )1y y x= , 
( )2y y x= , то сила давления на эту пластинку вычисляется по формуле: 

( )2 1 .
b

a

P g x y y dx= ρ −∫  

Статические моменты, моменты инерции и координаты 
центра масс. Пусть на спрямляемой кривой AB , заданной уравнением 

( )y f x= , распределена масса с плотностью ( )xρ = ρ  (рисунок 2.11).            
По следующим формулам вычисляются: 

– масса кривой:  

( )21
b

a

M y dx′= ρ +∫ ; 

– статические моменты кривой относительно осей Ox ,Oy : 

( )21
b

x

a

M y y dx′= ρ +∫ , ( )21
b

y

a

M x y dx′= ρ +∫ ; 

– координаты центра масс: 
y

C

M
x

M
= , x

C
My
M

= ; 

– моменты инерции относительно осей Ox ,Oy  и начала координат: 

( )22 1
b

x

a

I y y dx′= ρ +∫ , ( )22 1
b

y

a

I x y dx′= ρ +∫ , 0 x yI I I= + . 
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Рисунок 2.11 – Кривая AB  
 

Рисунок 2.12 – Криволинейная  
трапеция aABb  

 
Для параметрического и полярного задания плоской линии AB            

соответствующие формулы приводятся в таблице 2.1. 
 
Таблица 2.1 – Формулы для вычисления массы, статических 

моментов, координат центра масс и моментов инерции плоской линии 
 
Параметрическое задание 

( )x x t= , ( )y y t= , [ ];t∈ α β  
Полярное задание 

( )r r= ϕ , [ ];ϕ∈ α β  
Масса 

( )( ) 2 2' 'M x t x y dt
β

α

= ρ +∫  ( )( ) 2 2cos 'M r r r d
β

α

= ρ ϕ ϕ + ϕ∫  

Статические моменты 

( )( ) ( ) 2 2' 'xM x t y t x y dt
β

α

= ρ +∫ , 

( )( ) ( ) 2 2' 'yM x t x t x y dt
β

α

= ρ +∫  

( ) 2 2sin 'xM r r r d
β

α

= ρ ϕ ϕ + ϕ∫ , 

( ) 2 2cos 'yM r r r d
β

α

= ρ ϕ ϕ + ϕ∫ , 

( )( )cosrρ = ρ ϕ ϕ  

Моменты инерции 

( )( ) ( )2 2 2' 'xI x t y t x y dt
β

α

= ρ +∫ , 

( )( ) ( )2 2 2' 'yI x t x t x y dt
β

α

= ρ +∫ , 

0 x yI I I= +  

( )2 2 2 2sin 'xI r r r d
β

α

= ρ ϕ ϕ + ϕ∫ , 

( )2 2 2 2cos 'yI r r r d
β

α

= ρ ϕ ϕ + ϕ∫ , 

( )( )cosrρ = ρ ϕ ϕ  
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Пусть дана материальная криволинейная трапеция aABb , ограни-
ченная графиком функции ( ) 0y f x= ≥ , [ ];x a b∈ , осью Ox  и прямы-
ми x a= , x b=  (рисунок 2.12). И пусть на фигуре распределена масса                   
с плотностью ( )xρ = ρ . По следующим формулам вычисляются: 

– масса фигуры: ( )
b

a

M x ydx= ρ∫ ; 

– статические моменты относительно осей координат: 

( ) 21
2

b

x

a

M x y dx= ρ∫ , ( )
b

y

a

M x x ydx= ρ∫ ; 

– моменты инерции относительно осей Ox , Oy : 

( ) 31
2

b

x

a

I x y dx= ρ∫ , ( ) 2
b

y

a

I x x ydx= ρ∫ ; 

– координаты центра масс: 
y

C

M
x

M
= , x

C
My
M

= . 

Для параметрического и полярного задания плоской фигуры со-
ответствующие формулы приводятся в таблице 2.2. 

 
Таблица 2.2 – Формулы для вычисления массы, статических 

моментов, координат центра масс и моментов инерции плоской фигуры 
 

Параметрическое задание 
( )x x t= , ( )y y t= , [ ];t∈ α β  

Полярное задание 
( )r r= ϕ , [ ];ϕ∈ α β  

1 2 
Масса 

( )( ) ( ) ( )'M x t y t x t dt
β

α

= ρ∫  ( )( ) ( )21 cos
2

M r r d
β

α

= ρ ϕ ϕ ϕ ϕ∫  

Статические моменты 

( )( ) ( ) ( )21 '
2xM x t y t x t dt

β

α

= ρ∫ , 

( )( ) ( ) ( )'yM x t x t x t dt
β

α

= ρ∫  

( )31 sin
3xM r d

β

α

= ρ ϕ ϕ ϕ∫ , 

( )31 cos
3yM r d

β

α

= ρ ϕ ϕ ϕ∫ , 

( )( )cosrρ = ρ ϕ ϕ  
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Окончание таблицы 2.2 
 

1 2 
Моменты инерции 

( )( ) ( ) ( )31 '
3xI x t y t x t dt

β

α

= ρ∫ , 

( )( ) ( ) ( ) ( )2 'yI x t x t y t x t dt
β

α

= ρ∫ . 

( )4 21 sin
4xI r d

β

α

= ρ ϕ ϕ ϕ∫ , 

( )4 21 cos
4yI r d

β

α

= ρ ϕ ϕ ϕ∫ , 

( )( )cosrρ = ρ ϕ ϕ  
 

5 Вычислить силу, с которой вода давит на плотину, сечение ко-
торой имеет форму равнобочной трапеции (рисунок 2.13). Плотность 
воды ρ  = 1000 кг/м3, ускорение свободного падения g  = 9,8 м/с2. 

 
Вариант a  b  h  Вариант a  b  h  
5.1 4,5 м 5,5 м 3 м 5.6 4,5 м 6,5 м 6 м 
5.2 5,5 м 4,5 м 2 м 5.7 4,2 м 5,8 м 3 м 
5.3 2,5 м 7,5 м 4 м 5.8 4,3 м 5,7 м 1 м 
5.4 1,5 м 8,5 м 2 м 5.9 2,5 м 7,5 м 5 м 
5.5 7,3 м  2,7 м 3 м 5.10 7,5 м 2,5 м 1 м 

 

 
 

Рисунок 2.13 – К задаче 5 
 

6 Определить работу (в джоулях), совершаемую при подъеме 
спутника с поверхности Земли на высоту H  км. Масса спутника рав-
на m  т, радиус Земли R = 6 380 км. Ускорение свободного падения у 
поверхности Земли положить равным 9,8 м/с2. 

 
Вариант m  H  Вариант m  H  
6.1 5  т 200  км 6.6 6  т 300  км 
6.2 3  т 500  км 6.7 7  т 500  км 
6.3 4  т 400  км 6.8 8  т 400  км 
6.4 5  т 700  км 6.9 9  т 600  км 
6.5 6  т 800  км 6.10 8  т 900  км 
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7 Цилиндр наполнен газом под атмосферным давлением (103, кПа). 
Считая газ идеальным, определить работу (в джоулях) при изотерми-
ческом сжатии газа поршнем, переместившимся внутрь цилиндра             
на h  м вниз (рисунок 2.14). Указание: уравнение состояния газа:

constpV = , где p  – давление, V  – объем. 

 
 

Рисунок 2.14 – К задаче 7 
 

Вариант H  h  R  Вариант H  h  R  
7.1 1,4 м 0,3 м 0,1 м 7.6 1,5 м 0,7 м 0,3 м 
7.2 1,8 м 0,6 м 0,2 м 7.7 1,3 м 0,4 м 0,3 м 
7.3 1,5 м 0,7 м 0,1 м 7.8 1,9 м 0,9 м 0,4 м 
7.4 1,3 м 0,5 м 0,2 м 7.9 1,6 м 0,6 м 0,4 м 
7.5 1,2 м 0,5 м 0,2 м 7.10 1,2  м 0,5 м 0,1 м 

 
8 Найти координаты центра масс и моменты инерции фигуры, 

ограниченной кривыми: 
 

8.1 2 2 4x y+ = , 0x ≥ , 0.y ≥  
8.2 3y x= , 2x y+ = , 0x = . 
8.3 ( )2 sinx t t= − , ( )2 1 cosy t= − , [ ]0;2 .t∈ π  
8.4 2 3y x= , 0, 1x y= = . 
8.5 2 2 16x y+ = , 0x ≥ , 0.y ≥  
8.6 2sin 2r = ϕ , [ ]0; 2 .ϕ∈ π  
8.7 ( )5 sinx t t= − , ( )5 1 cosy t= − , [ ]0;2 .t∈ π  
8.8 2y x= π , sin , 0y x y= = . 
8.9 3y x= , 1x y+ = , 0.x =  
8.10 2 2 9x y+ = , 0x ≥ , 0y ≥ . 
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Лабораторнаяработа 3 
Несобственные интегралы 
 
 
Пусть функция ( )f x  непрерывна на промежутке [ ; )a ∞ . Тогда она 

будет непрерывной на любом конечном отрезке [ ; ]a b , a b< . Для 
функции ( )f x , непрерывной на [ ; ]a b , существует определенный           

интеграл ( )
b

a

f x dx∫ , зависящий от верхнего предела b . 

Несобственным интегралом с бесконечным верхнимпределом  
интегрирования от непрерывной на промежутке [ ; )a ∞  функции ( )f x  
называется предел b →+∞ : 

( ) lim ( )
b

b
a a

f x dx f x dx
∞

→+∞
=∫ ∫ . 

Если существует конечный предел lim ( )
b

b
a

f x dx
→+∞ ∫ , то несобствен-

ный интеграл ( )
a

f x dx
∞

∫  называется сходящимся, если этот предел не 

существует или равен ∞ , то расходящимся. 
Аналогично определяется несобственный интеграл с бесконеч-

ным нижним пределоминтегрирования от непрерывной функции ( )f x  
на промежутке ( ; ]b−∞ . 

Несобственный интеграл с двумя бесконечными пределами ин-
тегрированияот непрерывной функции ( )f x  на промежутке ( ; )−∞ ∞  

называется интеграл ( )f x dx
∞

−∞
∫ . 

Поскольку  

( )f x dx
∞

−∞
∫ = ( ) ( )

c

c

f x dx f x dx
∞

−∞

+∫ ∫ , ( ; )c∈ −∞ ∞ , 

то по определению 

( ) lim ( ) lim ( ) .
c b

a b
a c

f x dx f x dx f x dx
∞

→∞ →∞
−∞

= +∫ ∫ ∫  
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Этот несобственный интеграл называется сходящимся, если оба 
предела существуют. Если хотя бы один из пределов не существует 

или бесконечен, то несобственный интеграл ( )f x dx
∞

−∞
∫  называется 

расходящимся. 

Интегралы ( )
a

f x dx
∞

∫ , ( )
b

f x dx
−∞
∫ , ( )f x dx

∞

−∞
∫  называются также не-

собственными интегралами первого рода. 
С геометрической точки зрения сходящийся несобственный инте-

грал ( )
a

f x dx
∞

∫  означает, что фигура, ограниченная кривой ( ) 0,y f x= ≥  

прямыми x a= , 0y =  и бесконечно вытянутая в направлении оси Ox , 
имеет конечную площадь S  (рисунок 3.1).  

 

 
 

Рисунок 3.1 – Геометрический смысл  
несобственного интеграла 1-го рода 

 
Интегралом в смысле главного значения называется интеграл: 

v.p. ( ) lim ( ) ,
b

b
b

f x dx f x dx
∞

→∞
−∞ −

=∫ ∫ 0b > . 

Очевидно, что, если существует интеграл ( )f x dx
∞

−∞
∫ , то и существу-

ет интеграл в смысле главного значения. Обратное верно не всегда: ин-
теграл в смысле главного значения может существовать, а соответ-
ствующий ему несобственный интеграл – нет. 

Пусть функция ( )f x  определена на промежутке [ ; )a b и неограни-
чена в левосторонней окрестности точки b  (b  – точка бесконечного 
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разрыва), то есть 
ε

lim ( )
x b

f x
→ −

= ∞ . Будем считать, что функция ( )f x  ин-
тегрируема на [ ; ]a b − ε  для любого 0ε > . 

Несобственным интегралом от функции ( )f x  непрерывной на 

промежутке x b=  и имеющей бесконечный разрыв в точке ( )f x dx
∞

−∞
∫  

называется при 0ε→  предел: 

0
( ) lim ( ) ,

b b

a a

f x dx f x dx
−ε

ε→
=∫ ∫

 
0ε > . 

Аналогично определяется несобственный интеграл от функции 
( )f x  на промежутке ( ; ]a b : 

0
( ) lim ( ) ,

b b

a a

f x dx f x dx
ε→

+ε

=∫ ∫
 

0ε > . 

Если же функция ( )f x  имеет разрыв второго рода в некоторой 
внутренней точке c  отрезка [ ; ]a b , то интеграл необходимо предста-
вить               в виде суммы двух интегралов: 

1

1 2

2

0 0
( ) ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) .

cb c b b

a a c a c

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
−ε

ε → ε →
+ε

= + = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Если пределы в правых частях формул существуют и конечны,                

то интеграл ( )
b

a

f x dx∫  является сходящимся, в противном случае – 

расходящимся. 
Несобственные интегралы от неограниченных функций называ-

ются несобственными интегралами второго рода. 

 
 

Рисунок 3.2 – Геометрический смысл несобственного интеграла  
от неограниченных функций 

 
С геометрической точки зрения сходящийся несобственный инте-

грал второго рода означает, что фигура, ограниченная кривой
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( ),y f x=  прямыми x a= x b=  и бесконечно вытянутая в направлении 
оси Oy  при  0x b→ −  (рисунок 3.2а), 0x a→ +  (рисунок 3.2б); 

0x c→ ±  (рисунок 3.2в), имеет конечную площадь S . 
В силу свойств предела функции и определения несобственного 

интеграла как предела функции, являющейся интегралом Римана               
с переменным пределом интегрирования, многие свойства опреде-
ленного интеграла предельным переходом переносятся на несоб-
ственные интегралы. 

Не ограничивая общности, ниже приводятся свойства несоб-
ственного интеграла от функции, определенной на полуинтервале 
[ ; )a b  и интегрируемой по Риману на любом отрезке [ ; ),a η  :a b≤ η ≤  

– формула Ньютона – Лейбница – если функция ( )f x  непрерыв-
на на промежутке [ ; )a b  и ( )F x  какая-либо ее первообразная, то  

( ) ( 0) ( );
b

a

f x dx F b F a= − −∫  

– линейностью – если несобственные интегралы ( )
b

a

f x dx∫  и 

( )
b

a

g x dx∫  сходятся, то для любых чисел α  и β  несобственный интеграл 

[ ( ) ( )]
b

a

f x g x dxα ⋅ +β⋅∫
 
также сходится и  

[ ( ) ( )] ( ) ( )
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dxα ⋅ +β⋅ = α +β∫ ∫ ∫ ; 

– монотонностью – если несобственные интегралы ( )
b

a

f x dx∫  и 

( )
b

a

g x dx∫  сходятся и для всех [ ; )x a b∈  выполняется неравенство

( ) ( )f x g x≤ , то ( ) ( )
b b

a a

f x dx g x dx≤∫ ∫ ; 

– замена переменной – если функция ( )f x  непрерывна                       
на промежутке [ ; )a b , функция ( )tϕ  непрерывно дифференцируема 
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на промежутке [ ; )α β , ,−∞ < α < β ≤ +∞  и выполняются условия 
([ ; )) [ ; ),a bϕ α β = ( ) ,aϕ α = , lim ( ) ,

t
t b

→β
ϕ =  то  

( ) ( ( ) ( )) ;
b

a

f x dx f t t dt
β

α

′= ϕ ϕ∫ ∫  

– интегрирование по частям – пусть ( )u x  и ( )v x  непрерывны  на 
промежутке [ ; )a b , а их производные ' ( )u x  и ' ( )v x  кусочно-
непрерывны на любом отрезке [ ; ]a η , a b≤ η < . Тогда  

|
b b

b

a
a a

udv uv vdu= −∫ ∫ . 

Будем рассматривать случай несобственного интеграла от функ-
ций, определенных на полуинтервале [ ; )a b  и интегрируемых по Риману 
на любом отрезке [ ; )a η , a b≤ η <  (несобственный интеграл 1-го или            
2-го рода). 

Теорема 3.1 (признак сравнения). Пусть на промежутке [ ; )a b  
определены две неотрицательные функции ( )f x  и ( )g x , интегрируе-
мые на каждом конечном отрезке [ ; )a η , a b≤ η < , причем [ ; )x a b∀ ∈
справедливо 0 ( ) ( )f x g x≤ ≤ . Тогда  

1) из сходимости интеграла ( )
b

a

g x dx∫
 
следует сходимость инте-

грала ( )
b

a

f x dx∫ ;  

2) из расходимости интеграла ( )
b

a

f x dx∫  следует расходимость ин-

теграла ( )
b

a

g x dx∫ . 

Следствие (предельный признак сравнения). Пусть на проме-
жутке [ ; )a b  определены две неотрицательные функции ( )f x  и ( )g x , 
интегрируемые на каждом конечном отрезке [ ; )a η , a b≤ η < , причем 

[ ; )x a b∀ ∈  и ( ) 0g x ≠ , и существует конечный предел  
( )lim 0.
( )x b

f x A
g x→

= >  
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Тогда:  

1) если интеграл ( )
b

a

g x dx∫  сходится и 0 A≤ < +∞ , то интеграл 

( )
b

a

f x dx∫  сходится; 

2) если интеграл ( )
b

a

g x dx∫  расходится и 0 A≤ < +∞ , то интеграл 

( )
b

a

f x dx∫
 
расходится; 

3) если ( )lim 1
( )x b

f x
g x→

= , то интегралы ( )
b

a

g x dx∫  и ( )
b

a

f x dx∫ сходятся 

или расходятся одновременно. 

Несобственный интеграл ( )
b

a

f x dx∫  называется абсолютно сходя-

щимся, если сходится интеграл ( )
b

a

f x dx∫ . 

Теорема 3.2 (критерий Коши абсолютной сходимости 

интеграла). Несобственный интеграл ( )
b

a

f x dx∫  абсолютно сходится 

тогда и только тогда, когда для любого 0ε >  существует такое η , что 
для всех 1η  и 2η , удовлетворяющих условию 1 bη< η < , 2 bη< η < , 

выполняется неравенство 
2

1

( ) .f x dx
η

η

< ε∫  

Теорема 3.3. Если несобственный интеграл ( )
b

a

f x dx∫  абсолютно 

сходится, то он сходится. 
Обратное верно не всегда. 
Теорема 3.4 (признак Дирихле). Пусть на промежутке [ ; )a b  

функция ( )f x  непрерывна и имеет ограниченную первообразную и 
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функция ( )g x  непрерывно дифференцируема и lim ( ) 0
x

g x
→∞

= . Тогда 

интеграл ( ) ( )
a

f x g x dx
+∞

∫  сходится. 

Теорема 3.5 (признак Абеля). Пусть на промежутке [ ; )a b  функ-

ция ( )f x  непрерывна и интеграл ( )
a

f x dx
+∞

∫
 
сходится и функция ( )g x  

непрерывно дифференцируема, ограничена и монотонна. Тогда инте-

грал ( ) ( )
a

f x g x dx
+∞

∫  сходится. 

 
1 Вычислить интегралы или установить их расходимость. 

 

1.1 2

2

ŕ ) ;dx
x

+∞

∫  
( )3

0

á) ;
1

xdx
x

+∞

+∫  
1

2
0

â) .
1
dx

x−∫  

1.2 
0

а) cos ;xe xdx
+∞

∫  2

1

arctgá) ;x dx
x

+∞

∫  
2

2

0

â) .
4 3
dx

x x− +∫  

1.3 
0

а) sin 3 ;xdx
+∞

∫  
0

2
1á) ;
1

x dx
x

−∞

+
+∫  

2

1

â) .
1

xdx
x −∫  

1.4 
2

lnŕ ) ;x dx
x

+∞

∫  
2

2
á) ;

1
a

dx
x x

+∞

+∫  
1

0

в) ln .x xdx∫  

1.5 
0

а) 2 ;xx dx
+∞

−∫  
( )2

1

ln
á) ;

x x
dx

x

+∞ +
∫  

2

1

в) .
ln
dx

x x∫  

1.6 
1

ŕ ) ;dx
x

+∞

∫  
0

б) ;xe dx
+∞

−∫  
1

2

0

) .
ln

e
dxâ

x x∫  

1.7 
0

а) sin ;x xdx
+∞

∫  
0

б) cos ;xe xdx
+∞

−∫  
1

â) .
ln

e
dx

x x∫  

1.8 

0

а) ;
1

dx
x

−∞
+∫  

23

0

б) ;xx e dx
+∞

−∫  
5 2

3

â) .
( 3)(5 )

x dx
x x− −∫  
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1.9 
0

а) sin ;xe xdx
+∞

∫  
0

á) ;dx
x x

+∞

∫  
1

2
1

â) .
(2 ) 1

dx
x x− − −∫  

1.10 2

3

2 5ŕ ) ;
3 10
x dx

x x

+∞
+

+ −∫  
0

б) sin ;xe xdx
+∞

−∫  
1

53
1

( 1)â) .x dx
x−

−∫  

 
2 Вычислить интегралы. 

 

2.1 
( )22

0

lnŕ ) ;
1

x xdx

x

+∞

+∫  
1 33

35
0

2á) .x x dx
x

− −∫  

2.2 
2

3 2
1

2ŕ ) ;
1

x dx
x x

+∞
−

−∫  
0,25

0,5

á) .
2 1
dx

x x

−

−
+∫  

2.3 
( )43

0

arctg(1 )ŕ ) ;
1

x dx
x

+∞
−

−∫  
2

2
2

á) .
( 1) 2

dx
x x− −∫  

2.4 
( )2 2

1

ŕ ) ;
4 1 1

dx
x x

+∞

− −∫  
1

2
1

á) .
(4 ) 1

dx
x x− − −∫  

2.5 
( )

arctg

2 2
1

ŕ ) ;
1 1

xxe dx
x x

+∞

+ +∫  
2

0

á) tg .xdx
π

∫  

2.6 2

0

lnŕ ) ;
1

xdx
x

+∞

+∫  
1 4

2 2
1

á) .
(1 ) 1

x dx
x x− + −∫  

2.7 
( )3

0

ŕ ) ;
1

x dx
x

+∞

+∫  
4

0

á) ctg .xdx
π

∫  

2.8 
0

ŕ ) ;
x x

dx
e e

+∞

+∫  
1 3

2
0

arcsiná) .
1

x xdx
x−∫  

2.9 
0

shŕ ) ;
sh2

xdx
x

+∞

∫  
1

2
1

á) .
(1 )arccos

dx
x x− −∫  

2.10 
( )

2

22
0

12ŕ ) ;
1

x dx
x

+∞
+

+∫  
2

0

á) ln(cos ) .x dx
π

∫  
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3 Доказать неравенства. 
 

3.1 
2

4

10

0 0,1.
1

x dx
x x

+∞

< <
+ +∫  3.6 2

0

cos 4 .
4 4
x dx

x

+∞
π

<
+∫  

3.2 
0

0 0,01.
100

xe dx
x

+∞ −

< <
+∫  3.7 

2

24
1,9

0,03.
2

xe dx
x x

−

<
+ −∫  

3.3 4

2

10 .
4

xe dx
e

+∞

−< <∫  3.8 
1

2
0

sin(0,25 ) 0.
1

x dx
x
π−

>
−∫  

3.4 
6

11

1

10,25 0,35.
1

x dx
x

+∞
+

< <
+∫

 

3.9 
2

2
0

.
10 8(4 sin ) 4

dx
x x

π π
< <

+ −∫  

3.5 
2

102

10

10 .
5 2

xe dx
+∞

−< <
⋅∫  3.10 

2

2
1

ln(2 3)
11 (10 sin ) 1

ln(2 3) .
10

dx
x x

+
< <

+ −

+
<

∫
 

4 Исследовать на сходимость интегралы. 
 

4.1 3

0

ŕ ) ;
1

xdx
x

+∞

+∫  
1

4
0

á) ;
1

xdx
x−∫  

0

â) .xe dxα

−∞
∫  

4.2 
2

0

sinŕ ) ;x dx
x

+∞

∫  
1 2

2 53
0

á) ;
(1 )
x dx

x−∫  â) .
ln

e

dx
x x

+∞

α∫  

4.3 
2

2ŕ ) cos 1 ;dx
x

+∞
 − 
 ∫  

1

0

á) ;
1x

dx
e −∫  

1

lnâ) .xdx
x

+∞

α∫  

4.4 
2

41

0

ŕ ) ;x xe e dx
+∞

−− 
− 

 ∫  
1

sin

0

á) ;
1x

xdx
e −∫  

0

arctg2â) .x dx
x

+∞

α∫  

4.5 
2

1

lnŕ ) ;
1

xdx
x x

+∞

−∫  
1

0

á) ;
cosx

dx
e x−∫  

( )2

â) .
1 ln

xe dx
x x

+∞ α

α−∫  

4.6 
( )3 2ŕ ) ;
ln

e

dx
x x

+∞

∫  
2

0

ln(sin )á) ;x dx
x

π

∫  
4
3

0

â) arctg .
1

xx dx
x

+∞
α

α+∫  
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4.7 
0

1 1ŕ ) ;
sh

dx
x x x

+∞
 − 
 ∫  ( )1

0

ln 1
á) ;

1
x dx
x+∫  

0

â) .
sin

dx
x

π

α∫  

4.8 
( )( )2

0

sin(1 )ŕ ) ;
cos

x dx
x x

+∞

− π∫  
( )1

0

ln 1
á) ;

1
x x dx

x+∫
 

2

0

(1 cos )â) .x dx
x

π

α

−∫  

4.9 
43

0

arctgŕ ) ;
1

x x dx
x

+∞

+∫  ( )
1

2

0

б) ln 1 ;x dx∫  
1

â) .
xe dx
x

+∞

α∫  

4.10 2 2

0

ŕ ) ;
1 sin

xdx
x x

+∞

+∫  
1

2

0

á) ;
ln(1 )
dx

x x∫  
2

â) .
ln

dx
x

+∞

α∫  

 
5 Исследовать интегралы на абсолютную и условную сходимость 

при всех значениях параметра α . 
 

5.1 2

0

cos7ŕ ) ;
2 2

x x dx
x x

+∞

+ +∫  
1

0

á) (1 ) sin .
1

x dx
x

α π
−

−∫  

5.2 3

1

sinŕ ) ;
1

x xdx
x

+∞ α

+∫  
1 α

2

0

1á) sin .
1

x dx
x x+∫  

5.3 4

0

ŕ ) cos ;x x dx
+∞

∫  
1 α

2

0

siná) .x dx
x∫  

5.4 
0

sin lnŕ ) ;x dx
x

+∞

∫  ( )1 α

0

1 1á) sin .
x

dx
x x
−

∫  

5.5 
3

2

0

cosŕ ) sin ;
1
xx dx

x

+∞
 
 + ∫  

4

0

á) tg cos(ctg ) .x x dx
π

α∫  

5.6 2

0

а) sin ;x dx
+∞

∫  
0,5

2

0

1á) cos .
1

x dx
x x

α
 
 − ∫  

5.7 α

2

cosŕ ) ;
ln
xdx

x x

+∞

+∫  
1

0

1á) cos 1 .dx
xx α

 − 
 ∫  
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5.8 
( )1

cosŕ ) ;
2 cos ln

xdx
x x

+∞

α−∫  
( )

( )
1

0

sin 1
á) .

x
dx

x x
α

−∫  

5.9 3
α

1

1ŕ ) sin ;x x dx
x

+∞
+∫  ( )

1

0

á) arctg cos 1 .x x x dxα∫  

5.10 
2

cosŕ ) ;
ln

x dx
x x

+∞

α∫  
4

0

1á) sin .
sin sin

dx
x x

π

α
 
 
 ∫  

 
6 Найти интегралы в смысле главного значения. 

 

6.1 V.P. sin xdx
+∞

−∞
∫ . 6.6 V.P. dx

x

+∞

−∞
∫ . 

6.2 V.P. arctgxdx
+∞

−∞
∫ . 6.7 V.P.

10

1

.
7
dx

x−∫  

6.3 V.P. 2 .
1

dx
x

+∞

−∞
−∫  6.8 V.P.

7

3

1

.
( 1)

dx
x

−
−∫  

6.4 V.P. 2
13 .
17

x dx
x

+∞

−∞

+
+∫  6.9 V.P.

4

0,5

.
ln
dx

x x∫  

6.5 V.P. cos .xdx
+∞

−∞
∫  6.10 V.P.

0

tgx xdx
π

∫ . 
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Приложение А  
(справочное) 

 

Таблица неопределенных интегралов 
 

1) 
1

=
1

n
n xx dx C

n

+

+
+∫ ( )1−≠n ; 

2) =
ln

x
x aa dx C

a
+∫ ( )> 0, 1a a ≠ ; 

3) =x xe dx e C+∫ ; 

4) = lndx x C
x

+∫ ; 

5) sin = cosxdx x C− +∫ ; 

6) cos = sinxdx x C+∫ ; 

7) 2 = tg
cos

dx x C
x

+∫ , 
2

x nπ
≠ + π , ∈n Z; 

8) 2 = ctg
sin

dx x C
x

− +∫ , x n≠ π , ∈n Z; 

9) sh = chxdx x C+∫ ; 

10) ch = shxdx x C+∫ ; 

11) 2 = th
ch
dx x C

x
+∫ ; 

12) 2 = cth
sh
dx x C

x
− +∫ ; 

13) 2 2
1= arctgdx x C
a ax a

+
+∫ , 0≠a ; 

14) 2 2
1= ln

2
dx a x C

a a xx a
−

+
+−∫ , 0≠a ; 

15) 2 2
2 2

= lndx x x a C
x a

+ ± +
±∫ , >x a , 0≠a ; 

16) 
2 2

= arcsindx x C
aa x
+

−∫ , <x a , 0≠a .  
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