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Рассмотрена задача о симметричном изгибе несимметричной по толщине упругой круговой трехслойной пластины со 
сжимаемым заполнителем. Для тонких несущих слоев приняты гипотезы Кирхгофа. В относительно толстом заполни-
теле учтены поперечный сдвиг, радиальные перемещения и прогиб, который изменяется линейно по толщине. Диффе-
ренциальные уравнения равновесия в усилиях получены с помощью вариационного метода Лагранжа. Постановка 
краевой задачи в перемещениях приведена в цилиндрической системе координат r, φ, z.  
 
Ключевые слова: круговая трехслойная пластина, упругость, сжимаемый заполнитель. 
 
The problem of symmetric bending of a three-layer elastic plate with a compressible filler asymmetrical in thickness is 
сonsidered. Kirchhoff's hypotheses are accepted for thin bearing layers. In a relatively thick aggregate, the transverse shear, ra-
dial displacements and deflection, which vary linearly in thickness are taken into account. The differential equations of equilib-
rium in the effort are obtained using the Lagrange variational method. The setting of the boundary value problem in the dis-
placements is given in the cylindrical coordinate system.  
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Введение  
В последнее время значительное возрос 

спрос на использование слоистых тонкостенных 
элементов конструкций в авиа-, ракето-, машино-, 
приборо- и судостроении, добыче и транспорти-
ровке энергоносителей. Это обуславливает необ-
ходимость разработки математических моделей 
и методов их расчета на различные виды и типы 
нагрузок. Стержни, пластины и оболочки, 
имеющие слоистую структуру, обычно набраны 
из материалов с существенно различными физи-
ко-механическими свойствами. Несущие слои из 
материалов высокой прочности и жесткости 
предназначены для восприятия основной части 
механической нагрузки. Связующие слои, слу-
жащие для образования монолитной конструк-
ции, обеспечивают перераспределение усилий 
между несущими слоями. Еще одна группа слоев 
предназначена для защиты от тепловых, химиче-
ских, радиационных и других нежелательных 
воздействий. Такое сочетание слоев позволяет 
обеспечить надежную работу систем в неблаго-
приятных условиях окружающей среды, созда-
вать конструкции, сочетающие высокую проч-
ность и жесткость с относительно малой массой.  

Деформированию и колебаниям слоистых, в 
том числе трехслойных элементов конструкций, 
посвящены многочисленные исследования. Поста-
новки и методы решения соответствующих крае-
вых и начально-краевых задач приведены в моно-
графиях [1]–[4]. Исследования деформирования 

слоистых упругопластических систем при цик-
лических нагружениях проведены в публикациях 
[5]–[8]. Результаты, связанные с колебаниями 
круговых трехслойных элементов конструкций, в 
том числе с учетом упругого основания, опубли-
кованы в статьях [9]–[15]. Квазистатическое изо-
термическое и термопластическое деформирование 
трехслойных круговых пластин с несжимаемым 
заполнителем рассмотрено в работах [16]–[19].  

Следует отметить, что и деформирование и 
колебания трехслойных круговых пластин ис-
следовались только в случае несжимаемого за-
полнителя. Это вызвано определенными матема-
тическими трудностями при постановке и реше-
нии соответствующих краевых задач. Однако, 
учет сжимаемости заполнителя в большей степе-
ни адекватно описывает деформирование трех-
слойных элементов конструкций. Поэтому здесь 
приведена постановка краевой задачи, вклю-
чающая систему дифференциальных уравнений  
равновесия и граничные условия, о деформиро-
вании круговой трехслойной пластины со сжи-
маемым заполнителем. 

 
1 Перемещения и деформации 
Рассмотрим упругую круговую трехслой-

ную пластину со сжимаемым-растягиваемым 
заполнителем (рисунок 1.1). Постановку задачи и 
ее решение проведем в цилиндрической системе 
координат r, φ, z. Систему координат свяжем со 
срединной плоскостью заполнителя. В тонких 
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несущих слоях с толщинами h1  h2 справедливы 
гипотезы Кирхгофа: нормаль остается несжи-
маемой, прямолинейной и перпендикулярной к 
деформированной срединной поверхности. В 
заполнителе, воспринимающем нагрузку в тан-
генциальном и вертикальном направлениях, нор-
маль остается прямолинейной, поворачивается 
на некоторый дополнительный угол (r), обжа-
тие по толщине принимается линейным. 

На внешний слой стержня действует сим-
метричная распределенная нагрузка с вертикаль-
ной q = q(r) и горизонтальной p = p(r) состав-
ляющими. На контуре пластинки предполагается 
наличие жесткой диафрагмы,  препятствующей  
относительному сдвигу слоев и обжатию запол-
нителя (ψ = 0, v = 0 при r = r0). Через w(r) и u(r) 
обозначены прогиб и продольное перемещение 
срединной плоскости заполнителя, v(r) – функ-
ция, характеризующая сжимаемость заполните-
ля. Обозначим через hk толщину k-го слоя (k = 1, 
2, 3 – номер слоя), при этом h3 = 2с. 

Продольные и поперечные перемещения в 
слоях u(k)(r, z) и w(k)(r, z) можно выразить через 
четыре искомые функции w(r), u(r), ψ(r) и v(r) 
следующими соотношениями: 

– в несущих слоях 1, 2 

 (1) ψ , , ,r r ru u c z w v c        (1) ,w w r v r c   

 1 ,c z c h    

 (2) ψ , , ,r r ru u c z w v c        (2) ,w w r v r c   

 2 ;c h z c      

– в заполнителе 3 

 (3) ψ , , ,r r ru u z z w v z     

     (3) , ,w r z w r v r z     ,c z c       (1.1) 

где z – расстояние от рассматриваемого волокна 
до срединной поверхности заполнителя; запятая 
в нижнем индексе обозначает операцию диффе-
ренцирования по следующей за ней координате. 

Компоненты тензора деформаций в слоях 
получим из перемещений (1.1), используя соот-
ношения Коши: 

 (1) , ψ , , , ,r r r rr rru c z w v c      

  (1) 1
ψ , , ,r ru c z w v c

r      (1) 0,rz   

 1 ,c z c h    

 (2) , ψ , , , ,r r r rr rru c z w v c      

  (2) 1
ψ , , ,r ru c z w v c

r      (2) 0,rz   

 2 ,c h z c      

 (3) , ψ , , , ,r r r rr rru z z w v z      

  (3) 1
ψ , , ,r ru z z w v z

r      

 (3) 1
ψ , ,

2rz rv z    

(3) ,z v    .c z c                    (1.2) 

Таким образом, через введенные четыре ис-
комые функции w(r), u(r), ψ(r) и v(r) выражены 
перемещения (1.1) и деформации (1.2) в круго-
вой пластине со сжимаемым заполнителем. 
 

2 Внутренние усилия и уравнения равно-
весия 

Используя компоненты тензора напряжений 
( )k
  (α = r, φ), введем обобщенные внутренние 

усилия и моменты в пластине: 
3 3

( ) ( )

1 1
,

k

k k

k k h

T T dz  
 

      

3 3
( ) ( )

1 1
,

k

k k

k k h

M M zdz  
 

      

(3) (3) 2
α α ,

c

-c

S z dz   (3) (3) ,
c

rz
-c

Q dz   (3) (3) ,
c

rz rz
-c

M zdz   

(3) (3) ,
c

z z
-c

T dz    (3) (1) (2) ,H M c T T       

 (3) (1) (2) ,D S c M M                  (2.1) 

где интегралы берутся по толщине k-го слоя. 
Уравнения равновесия рассматриваемой 

трехслойной пластины со сжимаемым заполни-
телем получим, используя вариационный прин-
цип Лагранжа: 

А = W, 
где А = δA1 + δA2 – суммарная вариация работы 
внешних сил δA1 и контурных усилий δA2; W – 
вариация работы внутренних сил упругости. 

 

 
Рисунок 1.1 – Схема деформирования круговой трехслойной пластины 
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Вариация работы внешней поверхностной 
нагрузки будет: 

1
S

( ) .A q w p u rdrd                  (2.2) 

Вариация работы контурных усилий 0 ,rT  
0 ,rH  0 ,rM  0 ,Q  0 ,rD  0 :rzM  

2
0 0 0

2
0

0 0 0

( ψ ,

, ) .

r r r r

r r rz

A T u H M w

Q w D v M v d



       

      
     (2.3) 

Вариация работы сил упругости: 
3

( ) ( ) ( ) ( )

1

(3) (3) (3) (3)

( )

2 ,

k

k k k k
r r

kS h

c c

rz rz z z
-c -c

W dz

dz dz rdrd

 



        


        

   (2.4) 

где двойной интеграл распространен по средин-
ной поверхности заполнителя S. 

Вариации перемещений в слоях следуют из 
(1.1), деформаций – из (1.2). Рассмотрим сум-
марный интеграл по толщине слоев, входящий в 
виртуальную работу сил упругости (2.4). Для 
радиальных составляющих будет: 

 
1

1

(1) (1)

(1) , ψ , , ,

r r
h

r r r rr rr
h

dz

u c z w v c dz

  

             
(1) (1) (1) (1), ψ , , , ,r r r r r rr r rrT u cT M w сM v         

 
2

2

(2) (2)

(2) , ψ , , ,

r r
h

r r r rr rr
h

dz

u c z w v c dz

  

           
 

(2) (2) (2) (2), ψ , , , ,r r r r r rr r rrT u cT M w сM v         

 
3

3

(3) (3)

(3) , ψ , , ,

r r
h

r r r rr rr
h

dz

u z z w v z dz

  

           
 

(3) (3) (3) (3), ψ , , , .r r r r r rr r rrT u M M w S v         

Аналогично получаем интегралы для танген-
циальных составляющих. Просуммировав, имеем: 

(3) (3) (3)

, ψ , ,

, ψ ,

r r r r r rr
S

r rr rz r z

W T u H M w

D v Q M v T v

        
        

 

 1
ψ , , ,r rT u H M w D v rdrd

r    
        

 (2.5) 

где внутренние усилия Tα, Mα, Hα, Dα, 
(3) ,Q  (3)

rzM  

и (3)
zT  (α = r, φ) введены соотношениями (2.1). 

Вариацию потенциальной энергии проин-
тегрируем в полярной системе координат. По-
дынтегральное выражение в (2.5) можно разбить 
на два интеграла, вынося в первом из них опера-
цию дифференцирования за общую скобку, а во 
втором – группируя слагаемые при одинаковых 
виртуальных перемещениях:  

2

0

ψ ,r r r rW rT u rH rM w


         

  , ,r r r rrM M w rD v       




(3)

(3)

( ), D

( ), ( ), ψ

r r rz

r r r r
r

rD rM v d

rT T u rH H rQ



 


      

               
 

  (3) (3)

( ), ,

( ), , , .

r rr r

r rr z r rz r

rM M w

rD rT D rM v d dr





     

       
 

Приравняем полученное выражение к рабо-
те внешних и контурных усилий (2.2), (2.3) и 
потребуем выполнение этого равенства при лю-
бых значениях варьируемых перемещений. Это 
возможно при равенстве нулю коэффициентов 
при независимых вариациях искомых функций. 
Отсюда следует система дифференциальных 
уравнений равновесия в усилиях, описывающая 
деформирование круглой трехслойной пластин-
ки со сжимаемым заполнителем: 

 

(3)

(3) (3) (3)

1
, ( ) ,

1
, ( ) 0,

1
, (2 , , ) ,

1
, 2 , , , 0.

r r r

r r r

r rr r r r

r rr r r r rz z rz r

T T T p
r

H H H Q
r

M M M q
r

D D D M T M
r









    

    

    


      


(2.6) 

На границе r = r0 должны выполняться си-
ловые условия: 

0 ,r rT T  0 ,r rH H  0 ,r rM M  

01
, ( ) ,r r rM M M Q

r     

 0 (3) 01
; , D .r r r r r rz rzD D D D M M

r       

 
3 Постановка краевой задачи в переме-

щениях 
Выразим внутренние обобщенные усилия 

(2.1) через перемещения. Для этого напряжения в 
слоях рассматриваемой пластины представим 
через деформации с помощью закона Гука в де-
виаторно-шаровой форме: 

( ) ( ) ( ) ,k k k
ij ij ijs                        (3.1) 

где 
( ) ( )2 ,k k
ij k ijs G э  ( ) ( ) ( ) ,k k k

ij ij ijэ       

( ) ( ) ( )3 ,k k k
k kK K      ( ) ( ) ( ) ( )1

( ),
3

k k k k
r z        

( = , , ;   = 1, 2, 3).i, j r z k  

Шаровая и девиаторная части тензора де-
формаций в (3.1) будут  

( ) ( ) ( )1
3 ( ),k k k

r       
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1

3 3 3( ) ,k k k k k k
r r r rэ             

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1
3 3 3( ) ,k k k k k k

r rэ              (  = 1, 2),k  
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(3) (3) (3) (3)1
3 ( ),r z        

(3) (3) (3) (3) (3) (3) (3) (3)1 2 1 1
3 3 3 3( ) ,r r r z r zэ                 

(3) (3) (3) (3) (3) (3) (3) (3)1 2 1 1
3 3 3 3( ) ,r z r zэ                  

(3) (3) (3) (3) (3) (3) (3) (3)1 2 1 1
3 3 3 3( ) ,z z r z z rэ                 

 (3) (3) .rz rzэ                             (3.2) 

Компоненты тензора напряжений связаны с 
деформациями (3.2) законом Гука: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )2 1 1
3 3 3

2 3

2 3 ( )

k k k
r k r k ij

k k k k
k r k r

G э K

G K 

     

        
 

   ( ) ( )4 2
3 3

( ) ( )

  

, (  = 1, 2),

k k
k k r k k

k k
k r k

K G K G

K K k



 


      

   
 

 (3) (3) (3) (3)2 1 1
3 3 3 3

(3) (3) (3)1
3 3

2

3 ( )

r r z

r z

G

K





       

      
 

     
 

( ) (3) (3)4 2
3 3 3 33 3

(3) (3) (3)
3 3

  

,

k
r z

r z

K G K G

K K



 


        

     
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1
3 3 32 3 ( )k k k k k

k r k rG K             

   ( ) ( )4 2
3 3

( ) ( )

  

, (  = 1, 2),

k k
k k k k r

k k
k k r

K G K G

K K k



 


      

   
 

 (3) (3) (3) (3)2 1 1
3 3 3 3

(3) (3) (3)1
3 3

2

3 ( )

r z

r z

G

K

 



       

      
 

     
 

(3) (3) (3)4 2
3 3 3 33 3

(3) (3) (3)
3 3

  

,

r z

r z

K G K G

K K



 


        

     
 

 (3) (3) (3) (3)2 1 1
3 3 3 3

(3) (3) (3)1
3 3

2

3 ( )

z z r

r z

G

K





       

      
 

     
 

(3) (3) (3)4 2
3 3 3 33 3

(3) (3) (3)
3 3

  

,

z r

z r

K G K G

K K



 


        

     
(3.3) 

(3) (3)
32 ,rz rzG    

где введены обозначения 
4
3 ,k k kK K G    
2
3 .k k kK K G    

Используя соотношения (3.1), (3.2), (3.3), 
выразим обобщенные внутренние усилия и мо-
менты через искомые функции w(r), u(r), ψ(r) и 
v(r). Подставив их в систему дифференциальных 
уравнений равновесия в усилиях (2.6), получим в 
итоге систему обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, описывающую перемещения в 
круглой трехслойной пластине со сжимаемым 
заполнителем: 

2 1 2 3 5 3L ( ψ , , ) 2 , ,r r ra u a a w a v cK v p       

2 2 4 5 7 3L ( ψ , , ) 2 ψ 0,r ra u a a w a v cG      

3 3 5 6 8L ( ψ , , ) ,r ra u a a w a v q      

3 5 7 8 9L ( ψ , , )r ra u a a w a v     

3
3 3

,2 1
, 2

3 3
r

rr

v
c v K G

r
         

 

3 32 2 , 0.r

u
cK v cK u

r
       

 
          (3.4) 

Здесь коэффициенты ai и дифференциаль-
ные операторы L2 (оператор Бесселя), L3 опре-
деляются соотношениями: 

3

1
1

,k k
k

a h K 


   2 1 1 2 2( ),a c h K h K    

   1 1
3 1 1 1 2 2 22 2 ,a h c h K h c h K      

 2 2
4 1 1 2 2 33 ,a c h K h K cK      

    21 1 2
5 1 1 1 2 2 2 32 2 3 ,a c h c h K h c h K c K          

 
 

2 21
6 1 1 1 13

2 2 31 2
2 2 2 2 33 3 ,

a h c ch h K

h c ch h K c K



 

   

   
 

   2 1 1
7 1 1 1 2 2 22 2 ,a c h c h K h c h K        

 
 

2 21
8 1 1 1 13

2 21
2 2 2 23 ,

a c h c ch h K

h c ch h K





   
   

 

2
2 2 1

9 1 1 1

2
2 32

2 2 2 3

3

2
,

3 5

h
a c h c ch K

h
h c ch K c K



 

  
       

 
        

 

2 2

,1
L ( ) ( ), , , ,r

r r rr

g g
g rg g

r r r
     
 

 

 3 2 2 3

2 , ,1
L ( ) ( ) , , .rr r

r rrr

g g g
g rL g g

r r r r
      

Краевая задача замыкается добавлением к 
(3.4) кинематических граничных условий. При 
жесткой заделке контура пластины должны вы-
полняться условия  

ψ , 0ru w v w      при 0.r r  

При шарнирном опирании контура пластины 
ψ 0ru w v M      при 0.r r  

В случае свободного контура 
ψ 0,v   , 0.r r r rT M M    

Следует отметить, что если в системе (3.4) 
положить ( ) 0,v r   то первые три уравнения в 

ней совпадут с известной системой уравнений 
равновесия для круговой пластины с несжимае-
мым заполнителем [1]–[7]. 

Решение полученной системы уравнений в 
дальнейшем предполагается проводить с помо-
щью программного комплекса Maple либо при-
ближенным методом. 

 
Заключение 
В данной работе показано, что деформиро-

вание круговой трехслойной пластины со сжи-
маемым заполнителем может быть описано с по-
мощью четырех искомых функций перемещений. 
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Для нахождения этих функций получена система 
дифференциальных уравнений и выписаны гра-
ничные условия.  
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