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 Введение 
Понятие F -корадикала, характеризующее 

степень вхождения группы в формацию F , при-
вело к проблеме существования в группе соот-
ветственных дополнений. Центральное место в 
ее решении занимает следующий результат 
Л.А. Шеметкова из [1], [2]: 

Пусть F  – локальная формация, G – конеч-
ная группа. Если для любого простого числа p, 

делящего :G GF , силовская p-подгруппа из GF  

абелева, то подгруппа GF  дополняема в G. 
Эта теорема универсальна: она справедлива 

для любой конечной группы и каждой локальной 
формации и, кроме того, включает многие из-
вестные результаты о дополняемости нормаль-
ных подгрупп (в том числе теорему Шура –
Цассенхауза о дополняемости нормальной хол-
ловой подгруппы; теорему Гашюца о дополняе-
мости абелевого F -корадикала [3]; теорему Ф. Хол-
ла о дополняемости коммутанта разрешимой груп-
пы с абелевыми силовскими подгруппами [4]; тео-
рему Хупперта [5] о дополняемости pN -корадика-

ла, обладающего абелевой силовской p-подгруппой).  
Как показывают примеры, условие абелево-

сти соответствующих силовских подгрупп F -ко-
радикала в приведенной теореме Л.А. Шеметко-
ва существенно. Поэтому одним из подходов, 
направленых на ослабление абелевости, может 
быть введение дополнительных ограничений 
либо на группу G, либо на формацию F . Такой 
подход, инициированный работой [6], в послед-
нее время получил развитие в работах [7]–[9]. В 
рамках этого подхода выполнена и данная рабо-
та. В ней для произвольной GWP-формации F  

исследуется существование дополнений к F -ко-

радикалу группы, факторизуемой F -субнор-
мальными подгруппами. Главная цель работы – 
доказательство следующих двух теорем. 

Теорема 0.1. Пусть F  – GWP-формация и G – 
группа, обладающая следующими свойствами: 

1) ,G AB  где A  и B  – F -субнормальные 
подгруппы группы G; 

2) для некоторого простого числа p силов-
ские p-подгруппы из AF  и BF  абелевы. 

Тогда F -корадикал GF  группы G не содер-
жит G-главных F -центральных pd-факторов.  

Теорема 0.2. Пусть F  – некоторая GWP-фор-
мация и G – группа, представимая в виде произ-
ведения F -субнормальных подгрупп A и B. Если 

подгруппы AF  и BF  ( ) F -разрешимы и для лю-

бого простого числа ( )p F  силовские p-под-

группы из AF  и BF  являются абелевыми, то 
каждый F -нормализатор группы G  является 

дополнением F -корадикала GF  в группе G. 
 

1 Предварительные результаты 
В работе рассматриваются только конечные 

группы. Используются определения и обозначе-
ния, принятые в [10], [11]. 

Напомним, что формация – это класс групп, 
замкнутый относительно взятия гомоморфных 
образов и конечных подпрямых произведений. 

Если F  – непустая формация, то через GF  обо-
значается пересечение всех тех нормальных под-
групп N группы G, для которых /G N  F  (под-

группа GF  называется F -корадикалом группы G). 
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Лемма 1.1 [10, лемма 1.2]. Пусть F  – не-
пустая формация, N – нормальная подгруппа 
группы G. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения: 

1) ( / ) / ;G N G N NF F  

2) если ,G HN  то .H N G NF F  
Подгруппа H группы G называется F-суб-

нормальной, если либо ,H G  либо существует 
максимальная цепь подгрупп  

0 1 ... nG H H H H      

такая, что 
11 / ( )

ii H iH Core H
 F  для всех i = 1,2,…, n. 

Следующие три леммы содержат информа-
цию об общих свойствах F -субнормальных под-
групп. Доказательство этих лемм можно найти в 
[12], [13]. 

Лемма 1.2. Пусть F  – непустая формация. 
Пусть H и N – подгруппы группы G, причем под-
группа N нормальна в G. Тогда:  

1) если подгруппа H F -субнормальна в 

группе G, то подгруппа HN N  F -субнормальна 

в ,G N  а подгруппа HN  F -субнормальна в G;   

2) если ,N H  то подгруппа H F -субнор-
мальна в G тогда и только тогда, когда под-
группа H N  F -субнормальна в .G N   

Лемма 1.3. Пусть F  – непустая наследст-
венная формация. Тогда справедливы следующие 
утверждения:  

1) если F -корадикал группы G содержится 

в подгруппе H, то H – F -субнормальная под-
группа группы G;  

2) если H и K – подгруппы группы G, причем 
подгруппа H  F -субнормальна в G, то подгруп-

па H K  F -субнормальна в K;  

3) если подгруппа H F -субнормальна в K и 

подгруппа K  F -субнормальна в G, то подгруппа 

H  F -субнормальна в G;   
4) если подгруппы H и K F -субнормальны в 

G, то подгруппа H K  F -субнормальна в G.  
Лемма 1.4. Пусть F  – непустая наследст-

венная формация. Если подгруппа H F -субнор-

мальна в G, то подгруппа H F  субнормальна в G.  
Говорят [12], что формация F  индуцирует 

функтор Виландта на F -субнормальных под-

группах, если , ,A B A B   F F F  для любых 
двух F -субнормальных подгрупп A  и B  каждой 
группы G. В книге [13] такая формация называ-
ется формацией, обладающей обобщенным свой-
ством Виландта для корадикалов, или сокра-
щенно GWP-формацией (the formation with gen-
eralized Wielandt property). 

Каждая GWP-формация F  является наслед-
ственной формацией Фиттинга [12], т. е. она 
замкнута относительно взятия подгрупп и, кроме 

того, из ,G AB  где ,A G  ,B G  ,AF  

,B F  всегда следует .G F   
Из определения класса Фиттинга следует, 

что в любой группе G существует F -радикал 

,GF  т. е. наибольшая нормальная подгруппа из 

G, принадлежащая F  (она совпадает с произве-
дением всех нормальных F -подгрупп из G). В 
дальнейшем мы будем опираться на следующий 
результат, устанавливающий связь F -субнор-
мальных F -подгрупп группы с ее F -радикалом. 

Лемма 1.5 [12, лемма 3.3.5]. Пусть F  – 

GWP-формация. Тогда любая F -субнормальная 

F -подгруппа группы G содержится в ее F -ра-

дикале .GF  

В [14] описаны все разрешимые GWP-
формации. Достаточно широкие классы нераз-
решимых GWP-формаций представлены в рабо-
тах [14], [15]. В общем случае проблема перечис-
ления всех GWP-формаций остается открытой.  

В то же время, как следует из [15], любая 
GWP-формация F  является локальной. Кроме 
того, она решеточная [14], т. е. обладает тем 
свойством, что множество всех F -субнормаль-
ных подгрупп в любой группе образует подре-
шетку решетки всех подгрупп этой группы. Та-
ким образом, все GWP-формации лежат в классе 
всех наследственных локальных решеточных 
формаций, которые описаны в работах [16], [17]. 

Лемма 1.6 [16]. Пусть F  – наследственная 

локальная формация. Тогда и только тогда F  

является решеточной, когда формация F  удов-
летворяет следующим условиям: 

1) 0 ( ,D F M H)  ( ( ;  M) H)=  

2) существует такое разбиение { | }i i I   

множества ( H)  на попарно непересекающиеся 

подмножества, что 0 ( ;
ii ID   H S )  

3) ( ) MM=S M  – наследственная локальная 

формация, являющаяся классом Фиттинга, нор-
мальным в 2 ;M  

4) всякая нециклическая критическая груп-
па G формации ,M  имеющая единичную под-
группу Фраттини, является примитивной с не-
абелевым цоколем ,N G M  причем /G N  – 
циклическая примарная группа. 

Напомним, что критической группой фор-
мации F  называется группа, не принадлежащая 

,F  все собственные подгруппы которой принад-

лежат .F  Если X  – некоторый класс групп, то 

через 0D X  обозначается класс всех групп, пред-

ставимых в виде 1 ... ,tH H   где iH X  для всех 

1, 2,..., .i t  Если   – некоторое множество про-

стых чисел, то X  – это класс всех  -групп из .X  
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В частности, S  – формация всех разрешимых 

 -групп. 
Пусть   – множество всех простых чисел. 

Тогда функция  
: {формации конечных групп}f   

называется формационной функцией. 
Для формационной функции f главный фак-

тор /A B  группы G называется f-центральным 
(f-эксцентральным), если  

/ ( / ) Aut( / ) ( )GG C A B A B f p   

для всех простых ( / )p A B  (соответственно 

/ ( / )GG C A B  не принадлежит ( )f p  хотя бы для 

одного простого числа ( / )p A B ). Класс 

групп ( )LF fF  называется локальной форма-

цией, если он состоит из всех групп G таких, что 
либо 1G  , либо 1G   и любой главный фактор 

/A B  группы G  является f-центральным. При 
этом говорят, что локальная формация F  опре-
деляется с помощью формационной функции f, а 
f – локальное определение формации .F  

Пусть pG  – класс всех p-групп, f – форма-

ционная функция и ( )LF fF . Тогда f называ-

ется: 
(а) внутренней, если ( )f p  F  для всех P;p  

(в) полной, если ( ) ( )pf p f pG  для всех 

Pp ; 

(с) канонической, если она является полной 
и внутренней. 

Как показано в [11, теорема IV.3.7], для лю-
бой локальной формации F  существует единст-
венная каноническая формационная функция f 
такая, что ( ).LF fF  Эта функция называется ка-

ноническим локальным определением формации .F  
Следуя определению 5.5 из [10], главный 

фактор /H K  будем называть F -центральным 

( F -эксцентральным), если /H K  f-централен (со-
ответственно f-эксцентрален) для некоторого внут-
реннего локального определения f формации .F  

Нам понадобится следующая информация о 
главных факторах F -корадикала. При этом под 
главным pd-фактором группы понимается глав-
ный фактор, порядок которого делится на про-
стое число p. 

Лемма 1.7 [10, теорема 11.6]. Пусть F  – 
локальная формация. Если для некоторого про-
стого числа p силовская p-подгруппа из GF  абе-

лева, то F -корадикал GF  группы G не содер-

жит G-главных F -центральных pd-факторов. 
Далее N  – формация всех нильпотентных 

групп. 
Лемма 1.8. Если группа G представима в 

виде , ,G A B   где A и B – субнормальные под-
группы группы G, и для некоторого простого 

числа p подгруппа AN  не содержит A-главных 
центральных pd-факторов, а подгруппа BN  не 
содержит B-главных центральных pd-факторов, 
то N -корадикал GN  группы G  не содержит  
G-главных центральных pd-факторов. 

Доказательство. Предположим, что лемма 
не верна. Пусть G – группа, которая удовлетворя-
ет условию леммы, но не удовлетворяет ее заклю-
чению, причем для группы G с такими свойствами 
число : :t G G A G B    является минималь-

ным. Понятно, что 3t   и 1.G N  
Если либо ,G A  либо ,G B  то по усло-

вию леммы N -корадикал GN  группы G не со-
держит G-главных центральных pd-факторов, 
противоречие. Поэтому полагаем далее, что 
G A  и .G B  

Пусть N – минимальная нормальная под-
группа группы G. Если N не содержится в ,GN  

то ввиду леммы 1.1 имеем, что ( / )G N N  

/ .G N N G N N  Отсюда на основании выбора 

группы G заключаем, что N -корадикал GN  
группы G не содержит G-главных центральных 
pd-факторов. Противоречие. Значит, любая ми-
нимальная нормальная подгруппа группы G со-
держится в подгруппе .GN  

Ввиду леммы 1.1 справедливы равенства 
( / ) /AN N A N NN N  и ( / ) / .BN N B N NN N  

Кроме того, группа /G N  представима в виде 
/ / , / ,G N AN N BN N   

где /AN N  и /BN N  – субнормальные под-
группы группы / .G N  Значит, ввиду выбора 

группы G N -корадикал /G NN  группы /G N  не 
содержит G-главных центральных pd-факторов. 

Если L – минимальная нормальная подгруп-
па группы G, отличная от N, то аналогично пока-
зывается, что N -корадикал /G LN  группы /G L  
не содержит G-главных центральных pd-фак-
торов. Но тогда из изоморфизма /G G N L N N  

следует, что N -корадикал GN  группы G не со-
держит G-главных центральных pd-факторов. 
Получили противоречие с выбором группы G. 

Итак, N – единственная минимальная нор-
мальная подгруппа группы G. При этом каждый 
главный pd-фактор группы G на участке от N до 
GN  является эксцентральным. А так как для 
группы G лемма не верна, то минимальная нор-
мальная подгруппа N группы G является pd-под-
группой, которая центральна в G. Отсюда следу-
ет, в частности, что N – абелева p-группа. 

Предположим, что 1.A N  Тогда ( )A F G  

и , ( ) .G A B F G B   Отсюда ввиду леммы 2.3.2 

из [12] ( ( )) ,G F G B B N N N N  а значит, ввиду 

леммы 1.7 подгруппа GN  не содержит G-главных 
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центральных pd-факторов, противоречие. Поэто-
му полагаем далее, что 1A N  и 1.B N  

Обозначим .D A N N  Предположим, что 
1.D   Тогда так как ( ),N Z G  то ( ).D Z A  

Следовательно, все A-главные факторы подгруп-
пы AN  на отрезке [1, ]D  являются центральными 

в A. Пришли к противоречию с леммой 1.7. Та-
ким образом, 1.A N N  Аналогично показыва-

ется, что 1.B N N  
Предположим, что подгруппа A нормальна в 

G. Тогда из характеристичности AN  в A следует, 
что .A GN  Так как N – единственная минималь-

ная нормальная подгруппа группы G и 1,A N  то 

.N A N  Пришли к противоречию с тем, что 

1.A N N  Таким образом полагаем далее, что 
подгруппа A не нормальна в G. Аналогично сле-
дует, что подгруппа B не нормальна в G. 
 Пусть .B A  Ввиду теоремы 7.1 из [10] в 

группе G существует такой элемент x, что 
,xA A  ( )x

GA N A  и ( ).x
GA N A  Отсюда 

, ( ) .x
GA A N A G    

 Обозначим подгруппу , xA A   через T. 

Так как AN  не содержит A-главных центральных 
pd-факторов, то подгруппа ( )xA N  также не со-

держит xA -главных центральных pd-факторов. 
Кроме того, подгруппы A  и xA  субнормальны в 
группе , .xA A   Так как  

: : ,xT T A G A t    

то ввиду выбора группы G подгруппа T N  не со-
держит T-главных центральных pd-факторов. 

Ввиду теоремы Виландта о порождении 
субнормальных подгрупп T субнормальна в G. 
Так как ,G T B   и  

: : ,G G T G B t    

то ввиду выбора группы G подгруппа GN  не 
содержит G-главных центральных pd-факторов. 
Снова пришли к противоречию.                            

В дальнейшем нам понадобятся некоторые 
свойства факторизуемых групп. Напомним, что 
для некоторого множества   простых чисел 
группа  называется  -замкнутой, если она обла-
дает нормальной холловой  -подгруппой. 

Лемма 1.9 [18]. Пусть группа G AB  удов-
летворяет свойству .D  Если A и B –  -замкну-

тые подгруппы, то 
( ) ( ( ) )( ( ) ).O G O G A O G B      

Конечная группа называется p-нильпотент-
ной, если она обладает нормальной холловой  
p -подгруппой. Проверка показывает, что мно-

жество всех p-нильпотентных групп образует 
формацию. 

Лемма 1.10 [19]. Пусть F  – формация всех 

p-нильпотентных групп. Если A и B – F -субнор-
мальные подгруппы группы G и ,G AB  то 

.G A BF F F  
Следуя [10], приведем определение F -нор-

мализатора произвольной конечной группы для 
случая, когда F  – локальная формация.  
 Нормальная подгруппа R группы G называ-
ется F -предельной нормальной подгруппой, если 

/ ( )R R G  является F -эксцентральным глав-

ным фактором группы G. Максимальная под-
группа M группы G называется F -критической в 
G, если в G найдется такая F -предельная нор-
мальная подгруппа R, что MR G . Подгруппа H 
называется F -нормализатором группы G, если 

H  F  и существует максимальная цепь 

0 1 ... nH H H H G      ( 0),n   

в которой подгруппа 1iH   F -критична в iH  для 

всех 1, 2,...,i n . По определению, каждая груп-

па G обладает по крайней мере одним F -норма-
лизатором. 

Для доказательства основных результатов 
нам понадобится также следующая информация 
о свойствах F -нормализаторов. Пусть H  – под-
группа, а /A B  – нормальный фактор группы G . 
Говорят, что: 

1) H покрывает фактор / ,A B  если ;HB A  
3) H изолирует фактор / ,A B  если .H A B   
Лемма 1.11 [10]. Пусть F  – локальная фор-

мация, G – группа с ( ) F -разрешимым F -кора-

дикалом. Если F – F -нормализатор группы G, 
то F покрывает каждый F -центральный и изо-
лирует каждый F -эксцентральный главный 
фактор группы G. 

 
2 Доказательство теоремы 0.1 
Если p не принадлежит   , F  то утвержде-

ние теоремы очевидно. Поэтому полагаем далее, 
что  .p F  Предположим, что теорема не 

верна. Пусть G – группа, которая удовлетворяет 
условию теоремы, но не удовлетворяет ее заклю-
чению, причем для группы G с такими свойства-
ми число : :t G G A G B    является мини-

мальным. Понятно, что 1.G F  
Если ,G A  то по условию теоремы силов-

ские p-подгруппы из G AF F  абелевы, а значит, 
ввиду леммы 1.7 F -корадикал GF  группы G не 
содержит G-главных F -центральных pd-факто-
ров, противоречие. Поэтому полагаем далее, что 
G A  и .G B  

Пусть N – минимальная нормальная под-
группа группы G. Если N  не содержится в ,GF  
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то ввиду леммы 1.1 имеем, что ( / )G N F  

/ .G N N G F F  Отсюда на основании выбора груп-

пы G следует, что F -корадикал GF  группы G не 

содержит G-главных F -центральных pd-факто-
ров. Противоречие. Значит, любая минимальная 
нормальная подгруппа группы G содержится в 
подгруппе .GF  

Ввиду леммы 1.1 справедливы равенства 
( / ) /AN N A N NF F  и ( / ) / .BN N B N NF F  

Поэтому силовские p-подгруппы из ( / )AN N F  и 

( / )BN N F  абелевы. Кроме того, группа /G N  

представима в виде  
/ ( / ) ( / ),G N AN N BN N  

где /AN N  и /BN N  – F -субнормальные под-

группы группы /G N  ввиду леммы 1.2. Значит, 

ввиду выбора группы G F -корадикал /G NF  

группы /G N  не содержит G-главных F -цент-
ральных pd-факторов. 

Если L – минимальная нормальная под-
группа группы G, отличная от N, то аналогично 
показывается, что F -корадикал /G LF  группы 

/G L  не содержит G-главных F -центральных 
pd-факторов. Но тогда ввиду изоморфизма 

/G G N LF F  следует, что F -корадикал GF  

группы G не содержит G-главных F -централь-
ных pd-факторов. Получили противоречие с вы-
бором группы G. 

Итак, N – единственная минимальная нор-
мальная подгруппа группы G, содержащаяся в 

.GF  При этом каждый главный pd-фактор груп-

пы G на участке от N до GF  является F -экс-
центральным. А так как для группы G теорема 
не верна, то минимальная нормальная подгруп-
па N группы G является pd-подгруппой, которая 
F -центральна в G. Если f – каноническое ло-

кальное определение формации ,F  то 

/ ( ) ( ) .GG C N f p  F  

Значит, ( ),GG С NF  а поэтому ( ).N Z G F  От-

сюда  следует,   в  частности,  что  N – абелева  
p-группа. 

Предположим, что 1.A F  Так как F  – 

GWP-формация, то ввиду F -субнормальности 

подгруппы A в G и того, что ,AF  имеем на 

основании леммы 1.5 A G F  и .G AB G B  F  

Отсюда ,G G B B F F F F
F  а значит, ввиду лем-

мы 1.7 подгруппа GF  не содержит G -главных 
F -центральных pd-факторов, противоречие. По-

этому полагаем далее, что 1A F  и 1.B F  

Обозначим .D A N F  Предположим, что 
1.D   Ввиду [10, теорема 4.7], ( )f p  являет-

ся  наследственной  формацией.  Поэтому  из 

/ ( ) ( )GG C N f p  следует, что  

( ) / ( ) ( ).G GAC N C N f p  

Значит, ввиду изоморфизма  
( ) / ( ) / ( ) / ( )G G G AAC N C N A A C N A C N    

имеем, что / ( ) ( ).AA C N f p  Так как ( ) ( ),A AC N C D  

то / ( ) ( ).AA C D f p  Следовательно, все A -глав-

ные факторы подгруппы AF  на отрезке [1, ]D  

являются F -центральными в A. Пришли к проти-

воречию с леммой 1.7. Таким образом, 1.A N F  

Аналогично показывается, что 1.B N F  

 Так как F  – GWP-формация, то G F  

, .A B F F  Ввиду леммы 1.4 подгруппы AF  и 

BF  субнормальны в группе G. Кроме того, си-
ловские p-подгруппы из ( )AF N  и ( )BF N  абелевы, 

а значит, ввиду леммы 1.7 подгруппа ( )AF N  не 

содержит AF -главных центральных pd-факто-
ров, а подгруппа ( )BF N  не содержит BF -главных 

центральных pd-факторов. Поэтому по лемме 1.8 
N -корадикал ( )GF N  группы GF  не содержит 

GF -главных центральных pd-факторов. Следова-

тельно, ( ) 1.G N F N  Если ( ) 1,G F N  то груп-

па GF  содержит минимальную нормальную под-
группу, отличную от N, противоречие. Поэтому 
( ) 1,G F N  т. е. GF  – нильпотентная подгруппа 

группы G. А так как N – единственная мини-
мальная нормальная подгруппа группы G, то, в 
частности, GF  – p-группа. 

Так как формация F  является решеточ-
ной, то на основании леммы 1.6 она обладает 
следующими свойствами: 1) 0 ( ,D F M H)  

( ( ;  M) H)=  2) существует такое разбиение 

{ | }i i I   множества ( H)  на попарно непересе-

кающиеся подмножества, что 0 ( ;
ii ID   H S )  

3) ( ) MM=S M  – наследственная насыщенная 

формация, являющаяся классом Фиттинга, нор-
мальным в 2 ;M  4) всякая нециклическая крити-

ческая группа H формации ,M  имеющая еди-
ничную подгруппу Фраттини, является моноли-
тической с неабелевым монолитом ,L H M  

причем /H L  – циклическая примарная группа. 

Так как   ,p F  то либо   ,p M  либо 

ip  для некоторого .i I  Рассмотрим оба 

случая. 
1) Пусть  p M . Тогда из строения фор-

мации F  следует, что / ( / ) ( / ),G G S G F G F F F  

где /S GF  – холлова ( M) -подгруппа группы 

/ ,G GF  принадлежащая формации ,M  и /F GF  

– холлова  ( H) -подгруппа  группы  / ,G GF  
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принадлежащая формации .H  Так как 

( ) MM=S M  и GF  – p-группа, где   ,p M  то 

.S  M F  

Рассмотрим подгруппы AGF  и BGF . Ввиду 
леммы 1.2 они F -субнормальны в группе G. 

Кроме того, ( )( )G AG BG F F . Так как формация 

F  является  GWP-формацией, то 

( ) , , ( )AG A G A G A   F F F F F F F F  

и ( ) ,BG BF F F  т. е. F -корадикалы подгрупп AGF  

и BGF  являются абелевыми. Если либо ,A AG F  

либо ,B BG F  то : :G G AG G BG t  F F  и 

ввиду выбора группы G и ее подгрупп A и B име-
ем, что F -корадикал GF  группы G  не содержит 

G-главных F -центральных pd-факторов. Проти-

воречие. Следовательно, G AF  и .G BF  

Предположим, что .G SF  Рассмотрим груп-
пу F и ее подгруппы 1A A F   и 1 .B B F   

Ввиду леммы 1.3 подгруппы 1A  и 1B  F -суб-

нормальны в F. Подгруппы S  и  F,  очевидно,  
F -субнормальны в группе G. Так как формация 

F  является  GWP-формацией и ,S  M F  то 

, , .G S F S F F   F F F F F  Так как G AF  

и ,G BF  а /S GF  и /F GF  – нормальные хол-

ловы подгруппы группы / ,G GF  то 1( )A A S A   

и 1( ) .B B S B   При этом подгруппы A S  и 

1A  F -субнормальны в A, а .A S  M F  По-

этому 1 1, ( ) .A A S A A   F F F  Аналогично 

1( ) .B BF F  Отметим еще, что из G AF  и 

G BF  ввиду леммы 1.9 справедливо равенство 

1 1.F A B  Так как ,G SF  то 

1 1: : ,F F A F B t    

а значит, ввиду выбора группы G подгруппа 
F GF F  не содержит F-главных F -центральных 

pd-факторов. Но тогда подгруппа GF  не содер-
жит G-главных F -центральных pd-факторов. 
Пришли к противоречию с выбором группы G. 

Итак, ,S G F  т. е. G – p-замкнутая группа. 

Пусть L  – формация всех p-нильпотентных 
групп. Тогда из p-замкнутости группы G следует, 
что подгруппы A и B L -субнормальны в группе 

G. Очевидно, .G GL F  Предположим, что 

.G GL F  Тогда 1/ ( / ) ( / ),G G G G F G G L F L L L  

где 1F  – холлова ( H) -подгруппа группы G, при-

надлежащая .H  Так как   ,p F  то / .G G F L F  

Кроме того, из изоморфизма 1 1/F G G FL L  

имеем 1 / .F G G  L L H F  Так как F  – форма-

ция, то / ,G G L F  а значит, .G GF H  Пришли 

к противоречию. Следовательно, G GH F . Ана-
логично показывается, что A AH F  и B BH F . 
Отсюда ввиду леммы 1.10 имеем, что 

G G A B A B  F H H H F F . 

Так как ,G A B F  то A GF F  и .B GF F  
Теперь ввиду изоморфизма 

/ / /G A A B A B A B F F F F F F F F  
и абелевости подгруппы BF  получаем, что ком-
мутант [ , ]G GF F  группы GF  содержится в .AF  

Очевидно, [ , ]G GF F  – нормальная подгруппа 

группы G. Если [ , ] 1,G G F F  то из единственно-

сти в G минимальной нормальной подгруппы N 
имеем, что [ , ] .N G G A F F F  Пришли к проти-

воречию с тем, что 1.A N F  Следовательно, 

[ , ] 1,G G F F  т. е. подгруппа GF  является абеле-

вой. Но тогда по лемме 1.7 F -корадикал GF  

группы G не содержит G-главных F -централь-
ных pd-факторов. Снова пришли к противоречию 
с выбором группы G. 

2) Пусть ip  для некоторого .i I  Тогда 

из строения формации F  следует, что /G G F  

( / ) ( / ),S G F G F F  где /S GF  – разрешимая 

холлова i -подгруппа группы /G GF  и /F GF  – 

холлова '
i -подгруппа группы / ,G GF  принад-

лежащая формации .F  Так как формация 
i

S  

замкнута относительно расширений и GF  – p-груп-
па, где ,ip  то .

i
S  S F  Рассуждая далее 

по схеме случая 1), снова приходим к противо-
речию.                                                                       

Следствие 2.1. Пусть F  – GWP-формация и 
G – группа, обладающая следующими свойствами: 

1) 1 2... ,nG A A A  где 1A , 2A , …, nA  – по-

парно перестановочные F -субнормальные под-
группы группы G; 

2) для некоторого простого числа p и каж-
дого 1, 2,...,i n  силовские p-подгруппы подгруп-

пы iAF  абелевы. 

Тогда F -корадикал GF  группы G не содер-

жит G-главных F -центральных pd-факторов.  

Следствие 2.2. Пусть F  – GWP-формация и 
G – группа, обладающая следующими свойствами: 

1) 1 2... nG A A A , где 1A , 2A , …, nA  – попар-

но перестановочные F -субнормальные подгруп-
пы группы G; 

2) для каждого 1, 2,...,i n  подгруппа iAF  

абелева. 
Тогда F -корадикал GF  группы G не содер-

жит G-главных F -центральных факторов.  
 



С.Ф. Каморников, О.Л. Шеметкова 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 4 (33), 2017 64 

3 Доказательство теоремы 0.2 
Очевидно, множество H  всех ( ) F -разре-

шимых групп является формацией Фиттинга. Так 
как F  – GWP-формация, то , .G A B F F F  Вви-

ду леммы 1.4 подгруппы AF  и BF  субнормаль-
ны в группе G. Поэтому , ,G A B G F F F

H  

т. е. подгруппа GF  является ( ) F -разрешимой.  

Пусть F – некоторый F -нормализатор груп-
пы G. На основании теоремы 0.1 все G-главные 
факторы группы GF  являются F -эксцентраль-
ными в G.  
 Пусть  

0 11 ... nH H H G     F            (3.1) 

– некоторый G-главный ряд подгруппы .GF  
Ввиду леммы 1.11 F -нормализатор F изолирует 

все факторы ряда (3.1), т. е. 1i iF H H    для 

всех 1,2,..., .i n  Отсюда следует, что  

1 0... 1,n nF G F H F H H       F  

т. е. 1.F G F  Кроме того,  из  определения  
F -нормализатора следует, что справедливо ра-

венство FG GF . Значит, F -нормализатор F 

является дополнением к GF  в группе G.              

Следствие 3.1. Пусть F  – GWP-формация и 
G – группа, обладающая следующими свойствами: 

1) 1 2... ,nG A A A  где 1,A 2 ,A …, nA  – попарно 

перестановочные F -субнормальные подгруппы 
группы G; 

2) для любого простого числа ( )p F  и 

каждого 1, 2,...,i n  силовские p-подгруппы под-

группы iAF  абелевы. 

Если для каждого 1, 2,...,i n  подгруппа iAF  

( ) F -разрешима, то каждый F -нормализатор 

группы G является дополнением F -корадикала GF  
в группе G. 
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