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В работе рассматривается система вида 2 2 2 2

20 11 02 20 11 02, ,x ax by a x a xy a y y bx ay b x b xy b y= + + + + = − + + + +  где ( ),ij ija a t=  

( )ij ijb b t=  – непрерывные функции; a и b – постоянные. Для нее установлены  условия, при которых эта система имеет 

линейную отражающую функцию Мироненко и, значит, линейное отображение за период ]; .ω ω⎡−⎣  Полученные усло-

вия позволяют указать начальные данные решений двухточечной краевой задачи ( )( ), ( ), ( ), ( ) 0Ф x y x yω ω ω ω− − =  и, 
значит, начальные данные 2ω -периодических решений рассматриваемой системы в том случае, когда ее коэффициен-
ты 2ω -периодические непрерывные функции. 
 
Ключевые слова: отражающая функция Мироненко, отображение за период, краевая задача, периодические решения. 
 
In the paper we consider the system 2 2 2 2

20 11 02 20 11 02, ,x ax by a x a xy a y y bx ay b x b xy b y= + + + + = − + + + +  where ( ),ij ija a t=  

( )ij ijb b t=  are the continued functions; a and b are the constants. For this system we established conditions under which this 

system has a linear Mironenko reflecting function and therefore a linear mapping in period [ ; ].ω ω−  The obtained conditions 
allow us point out the initial data of the solutions of the two-point boundary task ( )( ), ( ), ( ), ( ) 0Ф x y x yω ω ω ω− − =  and there-
fore, the initial data of the 2ω -periodic solutions of the system (1) in the case when its coefficients are 2ω  periodic continued 
functions. 
 
Keywords: reflective function Mironenko, in-period transformation, boundary problem, periodic solutions. 

 
 

Введение 
Исследование многомерных дифференци-

альных систем связано со значительными мате-
матическими трудностями. Начало их система-
тическому исследованию положили А.Пуанкаре 
и А.М.Ляпунов. Их методы до сих пор являются 
основными при качественном исследовании сис-
тем дифференциальных уравнений. Применение 
этих методов в каждом конкретном случае на-
талкивается на огромные трудности. Это вынуж-
дает исследователей искать другие пути, облег-
чающие работу по изучению свойств решений 
дифференциальных систем. 

Два десятилетия назад Мироненко В.И. 
предложил новый метод – метод отражающей 
функции. С его помощью удается находить на-
чальные данные периодических решений перио-
дических дифференциальных систем и исследо-
вать эти решения на устойчивость. Конкретные 
примеры  такого исследования можно найти как 
в [1] так и в [2], а  также в работах других иссле-
дователей. Это прежде всего работы [3]–[9], а 

также работы [10]–[11], в которых предложен 
новый подход к использованию понятия отра-
жающей функции. 

 
1 Основные положения теории отражаю-

щей функции 
Приведем здесь основные положения тео-

рии отражающей функции необходимые для по-
нимания дальнейшего изложения.   

Для каждой дифференциальной системы 

       ( , ),dx X t x
dt

=  ,t R∈  ,nx D R∈ ⊂       (1.1) 

удовлетворяющей условиям теоремы существова-
ния и единственности с общим решением в форме 
Коши 0 0( ; , )t t xϕ  отражающая функция ( , )F t x  
определяется формулой ( , ) : ( ; , ).F t x t t xϕ= −  Та-
кое определение позволяет сразу заметить, что в 
том случае, когда система (1.1) 2ω -периодична, 
отображение ( , )x F xω−  является отображени-
ем А. Пуанкаре (отображением за период [ ; ]ω ω− ). 
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Функция ( , )F t x  является отражающей 
функцией системы (1.1) тогда и только тогда, 
когда она является решением задачи Коши 

( , ) ( , ) 0,F F X t x X t F
t x

∂ ∂
+ + − =

∂ ∂
 

(0, ) .F x x≡                         (1.2) 
Основные применения отражающей функ-

ции основаны на том, что эта функция по со-
стоянию системы ( )x t  позволяет найти состоя-
ние ( ) ( , ( )).x t F t x t− ≡  Это свойство позволяет 
при известной отражающей функции ( , )F t x  на-
ходить начальные данные краевой задачи 
( )( ), ( ) 0Ф х хω ω− =  из конечного уравнения 

( )( ), ( , ( )) 0,Ф х F xω ω ω =  а значит находить и 
начальные данные 2ω -периодических решений 
и определять характер их устойчивости (подроб-
нее см. по этому поводу [1]) для 2ω -периоди-
ческих систем (1.1). 

 

2 Отражающая функция квадратичной 
системы 

В работе рассматривается система вида 
2 2

20 11 02
2 2

20 11 02

,

,

x ax by a x a xy a y

y bx ay b x b xy b y

= + + + +

= − + + + +
    (2.1) 

где ( ),ij ija a t=  ( )ij ijb b t=  – непрерывные функ-
ции; a  и b  – постоянные. 

Используя основное соотношение для отра-
жающей функции (1.2) для системы (2.1) уста-
новлены  условия  
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(2.2) 

при которых эта система имеет такую же отра-
жающую функцию, что и линейная система 

,
,

x ax by
y bx ay
= +
= − +

 

и, значит, линейное отображение за период ]; .ω ω⎡−⎣  
Полученные условия позволяют указать начальные 
данные решений двухточечной краевой задачи 
( )( ), ( ), ( ), ( ) 0Ф x y x yω ω ω ω− − =  и, значит, началь-

ные данные 2ω -периодических решений рассмат-
риваемой системы в том случае, когда ее коэффи-
циенты 2ω -периодические непрерывные функции. 

Теорема 2.1. Пусть для системы (2.1) с не-
прерывными коэффициентами выполнены усло-
вия (2.2). Тогда для краевой задачи (2.1) и 
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( ) ( ) ( ) ( ) ,
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b x b y b x b y c

ω ω ω ω
ω ω ω ω

+ + − + − =

+ + − + − =
  (2.3) 

верны следующие положения: 
1. Если число  
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то краевая задача (2.3) имеет единственное 
решение, начинающееся при t ω=  в точке 
( )( ), ( ) ,x yω ω  удовлетворяющей системе алгеб-
раических уравнений 

1

2

( ) ( ) ,
( ) ( ) ,

M x N y c
P x Q y c

ω ω
ω ω

⋅ + ⋅ =
⋅ + ⋅ =

              (2.4) 
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где числа  
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(если только это решение продолжимо на 
[ ],ω ω− ). Если же это решение не продолжимо 

на [ ], ,ω ω−  то задача (2.3) для системы (2.1) 
решений не имеет). 

2. Если число 0D =  и 
2

1

,
cP Q

M N c
= ≠                      (2.5) 

то краевая задача (2.3) не имеет решений. 
3. если число 0D =  и  

   2

1

cP Q
M N c

= =                       (2.6) 

то краевая задача (2.3) имеет бесконечно много 
решений, причем при t ω=  множество началь-
ных данных ( )( ), ( )x yω ω  этих решений находит-
ся на прямой 

1( ) ( ) .M x N y cω ω⋅ + ⋅ =  
4. Если 1 2 0,M N P Q c c= = = = = =  то кра-

евая задача (2.3) имеет своими решениями все 
решения системы (2.1) продолжимые на [ ], .ω ω−  

Доказательство. Ранее было доказано [12], 
что продолжимое на [ ];ω ω−  решение ( )( ), ( )x t y t  
системы (2.1) будет удовлетворять условию 

( )( ), ( ), ( ), ( ) 0Ф x y x yω ω ω ω− − =  
тогда и только тогда, когда начальная  точка 
( )( ), ( )x yω ω  этого решения удовлетворяет усло-
вию 
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В нашем случае 1F  и 2F  определяются соотно-
шениями  
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Поэтому предыдущее условие примет вид 
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Учтем теперь, что в нашем случае функция 
Ф определяется соотношениями (2.3). Поэтому 
решение ( )( ), ( )x t y t  будет удовлетворять нуж-
ным краевым условиям тогда и только тогда, 
когда ( ), ( )x yω ω  удовлетворяют системе (2.4). 

Запишем ее в виде: 
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Найдём определитель матрицы А: 

0

0

0

0

0

2 ( )

1 3
0

2 ( )

4
0

2 ( )

2 3
0

2 ( )

4
0

2 ( )

2 3
0

det

cos 2 ( )

sin 2 ( )

sin 2 ( )

cos 2 ( )

sin 2 ( )

Ч

Ч

Ч

Ч

Ч

a d

Ч

a d

Ч

a d

Ч

a d

Ч

a d

Ч

A M Q N P

a a е b d

a е b d

b b е b d

b е b d

a a е b d

ω

ω

ω

ω

ω

ωτ τ

ωτ τ

ωτ τ

ωτ τ

ωτ τ

τ τ

τ τ

τ τ

τ τ

τ τ

−

−

−

−

−

= ⋅ − ⋅ =

⎛ ∫⎜= + +⎜⎜
⎝

⎞∫ ⎟+ ×⎟⎟
⎠

⎛ ∫⎜× − +⎜⎜
⎝

⎞∫ ⎟+ −⎟⎟
⎠

⎛ ∫⎜− − +

⎝

∫

∫

∫

∫

∫⎜⎜

 

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Е.В. Вареникова 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (18), 2014 42 

0

2 ( )

4
0

cos 2 ( )
Чa d

Чa е b d

ω

ωτ τ

τ τ
− ⎞∫ ⎟+ ×⎟⎟

⎠
∫  

0

2 ( )

1 3
0

cos 2 ( )
Чa d

Чb b е b d

ω

ωτ τ

τ τ
−⎛ ∫⎜× + +⎜⎜

⎝
∫  

0

2 ( )

4
0

sin 2 ( ) .
Чa d

Чb е b d

ω

ωτ τ

τ τ
− ⎞∫ ⎟+ ⎟⎟

⎠
∫  

Выполнив элементарные преобразования, 
получим 
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Так как : det ,D A=  то система (2.4) будет 
иметь единственное решение если 0.D ≠  Если 
же 0,D =  то при выполнении условий (2.5) сис-
тема не имеет решений, а при выполнении усло-
вий (2.6) существует бесконечное множество ре-

шений. В случае, когда 
0 0
0 0

A ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и  1 2 0,c c= =  

система (2.3) вырождается в тождество. 
Теорема доказана. 
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