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7  Многомерные геометрические объекты 
 
 
Тема 24   Понятие многообразия.  

Тензорные поля на многообразии 
 

Определение. Дифференцируемым n-мерным многообразием называется 
произвольное множество точек, в котором введена следующая структура: 

1) множество М представлено в виде объединения конечного или счет-
ного числа областей qU  n-мерного евклидова пространства, qq

UM  ; 

2) в каждой области qU  заданы координаты 
qx , n...,,1 , которые на-

зываются локальными координатами. Области  qU   при  этом называют  
координатными окрестностями   или   картами.   Пересечение   pq UU   
каждой   пары   этих   областей   в множестве М, если оно не пусто, само 
является областью евклидова пространства, в которой действуют две сис-
темы локальных координат 

px  и 
qx . Требуется, чтобы каждая  из этих сис-

тем    локальных    координат    выражалась    через    другую дифференци-
руемым образом: 

nxxxx

nxxxx
n
ppqq

n
qqpp

...,,1),...,(

...,,1),...,(
'

'












.          (1) 

Якобиан  det


















qx
xp  будет отличен  от  нуля.  Функции  (1)  называются  

функциями перехода от координат 
qx  к координатам 

px  и обратно. Общий 
класс гладкости функций перехода для всех пересекающихся пар (p, q) на-
зывается классом гладкости самого многообразия М, заданного с помощью 
«атласа»  qU . 

Простейшим примером многообразия является евклидово пространство 
или любая его область. 

Важный класс многообразий составляют ориентируемые многообразия.  
 
Определение. Многообразие М называется ориентированным, если 

якобианы функций перехода  pqI  det


















qx
xp  положительны   для   всех   

пересекающихся   пар   областей. (Например, евклидово пространство  nR  
с координатами  ( nxx ...,,' ) по определению ориентировано). 

 
Определение. Говорят, что (х) и (у) определяют одну и ту же ориента-

цию в nR , если I > 0, и противоположную, если I < 0 (Т. о., евклидово про-
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странство nR  обладает двумя ориентациями). 
Пусть заданы два многообразия: pp

UM   (координаты 
px ) и qq

UN   

(координаты 
qy ). 

 
Определение. Отображение NMf :  называется гладким класса глад-

кости k, если функции )...,( ' n
ppq xxy  для всех пар (q, p), когда они определены 

в областях, где они определены, являются гладкими класса гладкости k. В 
случае если N есть действительная прямая, N = R, отображение RM   на-
зывается числовой функцией f(x), х – точка многообразия М. 

 
Определение.   Два  многообразия   М   и   N   называются   гладко   

эквивалентными (диффеоморфными). если найдется взаимно однознач-
ное и гладкое в обе стороны отображение какого-то класса гладкости 

:1k  NMf : , MNf  :1 . 
Пусть на многообразии М задана кривая )(xx  , ba  х, х – точка 

многообразия. Пока кривая находится в области pU  действия локальной 

системы координат 
px , можно записать кривую в виде: 

nxx pp ...,,1),(   . 
В этих координатах )'(...,,)'((' 1 n

pp xxx  . 
В области действия двух координатных систем qp UU  имеем две за-

писи )(
px  и )(

qx , причем )())(...),(( 1  
p

n
qqp xxxx  .  

Для скорости получаем формулу: 
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На основе ее введем: 
Определение. Касательным вектором к многообразию М в произволь-

ной точке х называется вектор, записываемый в системе локальных коор-
динат ( 

px ) набором чисел q ; записи одного и того же вектора в разных  
системах локальных координат содержащих эту точку, связаны формулой: 
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Касательные векторы к n-мерному многообразию М в данной точке х 
образуют п-мерное линейное пространство MTT xx   (касательное про-
странство).  В  частности, вектор скорости любой гладкой кривой является 
касательным вектором. 

Гладкое отображение f многообразия М в многообразие N определяет 
индуцированное линейное отображение )(: xfxx TTf  , при этом вектор 
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скорости кривой x = x(t) на многообразии М переходит по определению в 
вектор скорости кривой f(x(t)) на многообразии N. 

 
Определение. Римановой (псевдоримановой) метрикой на многообра-

зии М называется положительная (невырожденная) квадратичная форма, 
заданная на касательных векторах в каждой точке многообразия и гладко 
зависящая от локальных координат. В каждой области pU  действия ло-
кальных координат ( 

px ) метрика задается симметрической матрицей 

)...,( 1)( n
pp

p xxg  
  pp

pg )(2   для любого вектора   в точке х. 
 
Определение. Тензор типа (k, l) на многообразий задается в каждой 

системе локальных координат ( 
px ) набором функций )(...

...
)( 1

1
xT k

l

ii
jj

p . В других 

локальных координатах ( 
qx ), содержащих точку х, этот же тензор задается 

величинами )(...
...

)( 1

1
xT k

l

SS
tt

q , причем справедлива формула 
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Все  свойства,   полученные  для  тензоров  в  области  п-мерного  про-
странства, переносятся на тензоры на многообразии. 

Метрика g  на многообразии – пример тензора типа (0, 2). 
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Основные понятия и формулы 
 
Геометрия разворачивается в некотором пространстве, которое состоит 

из точек P, Q,…. В этом пространстве можно обычным способом ввести 
декартовы координаты. Введение декартовых координат в пространство 
означает, что каждой точке пространства поставлен в соответствие набор 
действительных чисел x1, x2, …, xn, называемых ее координатами, причем 
выполняются следующие свойства: 1) разным точкам пространства соот-
ветствуют разные наборы координат; 2) каждому набору (x1, x2, …, xn), где 
xi – любые действительные числа, должна соответствовать какая-то точка 
изучаемого пространства. 

Пространство, в котором введены декартовы координаты (x1, x2, …, xn) 
так, что выполняются перечисленные выше свойства, называется n-мерным 
декартовым пространством и обозначается через Rn. Число n называется 
числом измерений или размерностью пространства.  

Пусть декартовы координаты в n-мерном пространстве таковы, что ес-
ли точке P соответствуют ее координаты (x1, x2, …, xn), а точке Q –                  
(y1, y2,…, yn), то квадрат длины прямолинейного отрезка, соединяющего 

точки P и Q, равен l2 =



n

i

ii yx
1

2)( . Тогда пространство называется евкли-

довым, а декартовы координаты с такими свойствами называются евкли-
довыми координатами.  

С точками евклидова пространства удобно связывать векторы. Век-
тор, ведущий из начала координат O в изучаемую точку P, называется 
радиус-вектором этой точки. Декартовы координаты (x1, x2, …, xn) точки 
P называются координатами вектора. Если заданы два вектора 

)...,,( 1 nxx


  и ),...,( 1 nyy


 , то их евклидовым скалярным произведе-
нием называется число  

                                               





n

i

ii

1
yx),(  .                (1)  

Оно обладает свойствами:  

1) ),(),(


  ; 

2) ),,(),(),( 22112211



   где 21,  – любые действитель-
ные числа; 

3) 0,),( 


  если 0


 . 
Декартовы координаты x1, …, xn, в которых скалярное произведение 

имеет вид (1), называются евклидовыми координатами. 
Пусть U – некоторая область в n-мерном евклидовом пространстве En с 

декартовыми координатами (x1, x2, …, xn), а nE1  – еще одно n-мерное евкли-
дово пространство с декартовыми координатами y1, y2, …, yn. Регулярной 
криволинейной системой координат в области U евклидова пространства 
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En называется система гладких (т. е. бесконечно дифференцируемых) 
функций y1(x1, x2, …, xn), …, yn(x1, x2, …, xn), задающая взаимно однозначное 
отображение f области U на некоторую область V евклидова пространства 

nE1 , причем якобиан  



































n

n

n

1

1

n

1

1

...

.........

...

det)(

x
y

x
y

x
y

x
y

fI  

этого отображения отличен от нуля во всех точках области U. Таким обра-
зом, с каждой точкой P области  U сопоставляется набор чисел y1(P),…, 
yn(P), называемых криволинейными координатами. 

Пусть теперь в области U заданы две криволинейные системы коор-
динат y1(P),…, yn(P) и  z1(P),…, zn(P). Это означает, что заданы два вза-
имно  однозначных и взаимно дифференцируемых отображения f и g, 
что ),...,(:);,...,(: 1n

2
1

1
nnn zzEWUgyyEVUf  . Так как отображе-

ния f  и g взаимно однозначны, то можно рассмотреть соответствие, со-
поставляющее координатам (y1(P), …, yn(P)) точки P ее координаты  
(z1(P),…, zn(P)). Это соответствие определяет отображение 

)()(:;: PzPyFWVF ii  , ni 1 . Очевидно 1 gfF . Отображение F 
называется заменой координат в области U или отображением перехода от 
координат (y)= (y1(P),…, yn(P)) к координатам (z)= (z1(P),…, zn(P)). 

Пусть nE – евклидово пространство со скалярным произведением (  ,  ). 
Кривой   в пространстве nE , заданной в параметрическом виде, называ-
ется гладкое отображение   nEba ,:  отрезка  ba,  в nE . Если  x1, x2, …, 
xn – декартовы координаты в nE , то кривая   задается набором  n гладких 
функций x1(t), x2(t), …, xn(t), где параметр t пробегает отрезок  ba, . Каса-
тельным вектором или вектором скорости кривой в точке t называется век-

тор 











dt
dx

dt
dxtV

n

,...,)(
1

. Длиной кривой   от точки  (a) до точки  (b) на-

зывается число  
b

a

b

a

.)())(),(( dttdttt   Если есть линия ),(tfx ii   

ni ...,,1 , и другая линия nitgx ii ...,1,),(  , пересекающиеся при 0tt   
(т. е. )()( 00 tgtf ii  , ni ...,1, ), то углом между этими линиями в точке их 
пересечения при 0tt   называется такой угол )(0   , что имеет место 

равенство 
w
w


 ),(cos  , где 

0
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1

tt

n

dt
df

dt
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1

tt

dt
dt
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 . 

На любой гладкой кривой (такой кривой, что вектор скорости V


 не об-
ращается в нуль), можно выбрать параметр   (размерность длины) так, 
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чтобы вектор скорости был единичным: 1V . Такой параметр   называ-

ется натуральным. Для него abdt 
b

a

 , т. е. он равен длине отрезка кри-

вой, который мы пробежали. 
Пусть в области U задана произвольная криволинейная система коорди-

нат (y1, y2,…,yn) и пусть )(t  – некоторая гладкая кривая. Тогда переменные 
y1, y2,…,yn являются гладкими функциями декартовых координат x1, x2, …, xn  

в области U, причем 0det 
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x
y  в любой точке области. По теореме обрат-

ной функции переменные  x1, x2, …, xn в области U можно однозначно выра-
зить в виде гладких функций от y1, y2,…,yn: xi = xi(y1, y2,…,yn). Если 

))(),...,(()( 1 txtxt n , то 
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где 
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Таким образом, длина кривой в криволинейных координатах  y1, y2,…,yn  
определяется с помощью симметрической матрицы G=(gmp),  где  gmp – 
гладкие функции переменных  y1, y2,…,yn . Если F – отображение перехода 
от криволинейных координат (y) к декартовым (x) в области  U , то 

tCCG  , где 










 i

i

y
xdFC  – матрица Якоби отображения F. 

Пусть (z1,…,zn) – еще одна система криволинейных координат в области 
U, а Ô  – отображение перехода от системы (y) к системе (z). Отображение 
Ô  записывается в виде niyyzz nii  1),,...,( 1  и его дифференциал dÔ  

есть матрица Якоби 










 j

i

y
zC . Обозначим через G(y) матрицу коэффици-

ентов gmp в системе координат (y), а через G( z) – эту же матрицу в системе 
координат ( z). Тогда tCzCGyG )()(  . Таким образом, при заменах коорди-
нат матрица G(z) преобразуется как матрица квадратичной формы. В част-
ности, если исходные координаты (y) были декартовы, то G(y) представляет 
собой единичную матрицу и, значит, в любой криволинейной системе коор-
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динат (z) имеем tt CCCECzG )( , где 










 j

i

z
yC . 

Говорят, что в области U  n-мерного пространства задана риманова 
метрика, если в каждой регулярной системе координат (y1, y2,…,yn) опре-
делен выбор гладких функций gij(y), удовлетворяющий следующим усло-
виям: а) gij(y)=gji(y), т. е. матрица G(y)=(gij(y)) симметрична; б) матрица 
G(y) невырожденна и положительно определена; в) при замене координат 

)()(: zyF   матрица )( yG  преобразуется как матрица квадратичной 
формы: tdFyGdFzG )()()()(  , т. е. в новых координатах определяется 

набор функций ),...,( 1'' n
jiij zzgg  , nji 1,...,,  , причем iki

k

ij z
yg

z
yg
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Если в области U задана риманова метрика G(y)= (gij) и в системе коор-
динат (y1, y2,…,yn) задана некоторая гладкая кривая ))(),...,(()( 1 tytyt n , то 
ее длиной от точки )(a  до точки )(b  называется число 
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Пусть в области  U  заданы две кривые ))(),...,(()( 1
1 tftft n  и 

))(),...,(()( 1
2 tgtgt n , которые пересекаются в некоторой точке при зна-

чении параметра 0tt  . Углом между кривыми )(1 t  и )(2 t  в точке 
)()( 0201 tt    в данной римановой метрике называется такое число  , что 
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Часто вместо полной длины дуги записывают явную формулу для 
дифференциала дуги dS . Тогда, если метрическая матрица G имеет вид 

G = (gij), то в координатах (y) имеем, что 



n

ji

ji
ij dydygdS

1,

2  и величину 

2dS  также называют метрикой. 
Пусть ),...,( 1 n   и ),...,( 1 n   – два вектора в точке ),...,( n

0
1
0 zzP  . 

Тогда их скалярным произведением называется число ),(  , равное  
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0 ),...,(  . Будем говорить, что метрика gij=gji(z) евкли-

дова, если найдутся координаты ),,...,( ni xx  )(zxx ii  , такие, что 
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jiåñëè
jiåñëè

g ijij ,0
,1

 . 

Координаты (x) называются евклидовыми. 
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Говорят, что в области U  n-мерного пространства задана псевдоримано-
ва (индефинитная) метрика, если в каждой регулярной системе координат 
(y1, y2,…,yn) определен  набор  гладких  функций  gij(y), удовлетворяющий 
следующим условиям:  1) gij(y)= gji(y);  2) матрица G(y) невырождена; 3) при 
замене координат )()(: zyF   матрица G(y) преобразуется по правилу 
G(z)=(dF)G(y)(dF)t. Псевдориманова метрика gij типа (p, q), где p + q = n, 
если p – положительный, q – отрицательный индексы инерции квадратич-
ной формы ji

ijg  . Если gij – псевдориманова метрика типа (p, q) и 

),...,( 0
1
0

n
ijij zzgg  , то квадратичную форму ji

ijg    заменой ki
k

i    мож-
но привести к виду 22122221 )(...)()(...)()( qppp    , где 

nqp  . 
В псевдоевклидовой метрике длина кривой определяется так же, как и в 

случае римановой метрики. 
Метрика gij=gij(z) псевдоевклидова, если найдутся новые координаты 

0,det),(,,...,1 
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ij ,  

где nqp  . В этих новых координатах 0ijg  при ji  , 1iig  при 

pi  , 1' iig  при  1 pi . Координаты ),...,( 1 nxx  называются  псевдо-
евклидовыми  координатами  типа  (p, q), где p + q = n. В пространстве 

nR  можно ввести псевдоевклидову метрику типа (p, q), определив псев-
доскалярное произведение векторов ),...,( 1 n   и ),...,(

1 n
   форму-

лой qpqppppp

qp

   ......ξ, 1111

,
, где p + q = n. При 

этом псевдоевклидовыми будут обычные координаты ),...,( 1 nxx , и про-
странство nR  с этой метрикой называется псевдоевклидовым пространст-
вом и обозначается n

qpR , . Пространство nR 3,1  – пространство Минковского 
(пространство специальной теории относительности). 

Длина вектора   в псевдоевклидовом пространстве n
qpR ,  определяется по 

формуле 
qpqp ,,

,  . Поэтому множества всех векторов, выходящих 

из любой точки, разбиваются на три непересекающихся подмножества:  

1) времениподобные векторы, для которых 
qp,

, < 0;  

2) изотропные или световые векторы, для которых  
qp,

, = 0;  

3) пространственноподобные векторы, для которых 
qp,

, › 0. 
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Совокупность всех векторов   пространства nR  такая, что   a  

образует 1)( n -мерную сферу 1nS  с центром в конце вектора a  (с цен-
тром в a ). В псевдоевклидовом пространстве n

qpR ,  также можно рассмот-

реть множество векторов   таких, что   qpa , . Но теперь   может 
быть вещественным, мнимым числом или нулем. Множество таких векто-
ров (или, что то же самое, точек) называется псевдосферой типа (p, q) ра-
диуса   с центром в a  и обозначается 

1

,

n

qpS . Псевдосфера нулевого радиуса 
с центром в начале координат описывается уравнением 

0)(...)()(...)( 221221   qppp xxxx  и является конусом второго по-
рядка в n

qpR ,  с вершиной в начале координат. Все векторы, выходящие из 
начала координат и лежащие на этом конусе, есть изотропные векторы; 
векторы, лежащие внутри конуса, времениподобные; векторы, лежащие 
вне конуса, пространственноподобные. Псевдосфера 

1

,

n

qpS  нулевого радиуса 
называется изотропным или световым конусом. 

Пусть в n-мерном пространстве заданы две области: область U  с коор-
динатами nxx ...,,1  и область V с координатами nyy ...,,1 . Пусть VUf :  – 
взаимно однозначное, взаимно-дифференцируемое отображение области 
U  на V . Это означает, что координаты nyy ...,,1  выражаются через nxx ...,,1  

с помощью гладких функций ),...,( niii xxyy  , i = 1, …, n, причем 










j

i

x
ydet  

нигде не обращается в нуль (т. е. координаты nxx ...,,1  можно выразить об-
ратно через ),...,(:,...,1 nijjn xxyyyy  , i = 1, …, n). Если U =V , то отобра-
жение f  называется преобразованием области U . Таким образом, преоб-
разование области U  сводится к введению в ней новых координат, причем 
новые координаты можно всюду в области выразить через старые и наобо-
рот. Множество всех преобразований области U  образует группу. 

Пусть в области U  имеется некоторая метрика, задаваемая в координа-
тах nxx ...,,1  невырожденной симметрической матрицей ),...,( 1 n

ijij xxgg  . 

Если задано преобразование ),...,( 1 nii yyxx  , то в координатах nyy ...,,1  эта 
же метрика задается матрицей ),...,( 1'' nyygg

ijij
 , где, как говорилось выше, 


 






n

k
jki

k

ij y
xg

y
xg

1,

'





 . Преобразование ),...,( 1 nii yyxx   области U  называет-

ся движением данной метрики, если ))(),...,((),...,( 11' yxyxgyyg n
ij

n
ij

 . Дру-

гими словами, преобразование ),...,( 1 nii yyxx   является движением, если 
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Если G – матрица метрики, f  – преобразование области U , то это 
можно записать в матричном виде tCxGCyG )()(  , где 1 dfC . 

Множество всех движений данной метрики образует группу, которая 
называется движением данной метрики. 

Пусть задано пространство nR 3,1 . В специальной теории относительно-
сти постулируется, что пространство событий является пространством 
Минковского (пространством nR 3,1 ) с координатами zyxct ,,, , где с – ско-
рость света в вакууме. Процесс жизни точечной частицы отождествляется 
с линией (мировой линией) в пространстве событий – множестве наборов 
  zyxt ,,, . А под событием понимается элементарный физический про-

цесс, характеризующийся набором чисел  zyxt ,,, , где t – момент времени, 
когда произошло событие,  zyx ,,  – координаты места события. Пусть од-
но и то же событие произошло относительно одной инерциальной системы 
в момент времени  t в точке с координатами  zyx ,, , а относительно дру-
гой инерциальной системы – в момент времени 't  в точке с координатами 
 ',',' zyx . Формулы перехода от одной инерциальной системы к другой но-
сят название преобразования Лоренца: 

 zzyy

C
V

xVtx

C
V

x
C
Vt

t 









 ';';

1
';

1
'

2

2

2

2

2
, где 

t
xV  .  

Обратное преобразование имеет вид: 
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Непрерывной кривой в трехмерном евклидовом пространстве 3R  назы-

вается непрерывное отображение   3,: Rbar   некоторого отрезка  ba, , 
ba  , вещественной оси в пространство 3R . Здесь имеется в виду, что в 3R  

задана декартова система координат ),,( 321 xxx  и точки из 3R  характери-
зуются их радиус-векторами относительно начала координат. Непрерыв-
ность отображения )(tr  равносильна непрерывности числовых функций 

32,1,),(:  itxtx ii , где ))((t),),(()( 321 txxtxtr   в базисе ),,( 321 xxx . 
Точка )(ar  есть начало кривой )(tr , а )(br  – конец ее. Будем говорить, что 
кривая )(tr  проходит через точку 0r , если существует значение 0t  пара-
метра  t  такое, что 00 )( rtr  . 
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Отображение   3,: Rbar   называется гладкой кривой в 3R , если ее ко-
ординатные функции )((t),),( 321 txxtx  являются гладкими на  ba,  функ-
циями. (Числовая функция )(txt  , заданная на отрезке, гладкая, если на 
некотором открытом интервале, содержащем отрезок  ba, , существует 
гладкая функция, совпадающая на  ba,  с функцией )(tx ). 

Для любой гладкой кривой )(tr  и любого  bat ,  существует 

)(')()(lim
0Δ

tr
t

trttr
t







, который называется вектором скорости или каса-

тельным вектором  )(tr  в точке t. Постоянный вектор 0r  называется пре-
делом переменного вектора  )(tr  при стремлении аргумента t к постоянно-

му числу 0t , если 0)(lim 0
Δ 0




rtr
tt

. Вектор )(tr  непрерывен при 0tt  , 

если )()(lim 0
0

trtr
tt




. 

Гладкая кривая   3,: Rbar   называется регулярной, если 0)(' tr  для 
всех  bat , . Кривая  r  называется бирегулярной, если для всякой внут-
ренней точки t отрезка  ba,  векторы )(' tr  и )(" tr  линейно независимы. 
Если каждому значению  bat ,  соответствует одна точка на кривой и 
каждой точке на кривой – единственное значение параметра  bat , , то 
кривая называется простой. 

Две кривые   3
1 ,: Rbar   и   3

2 ,: Rbar   называются эквивалентными, 
если существует такая функция )(t , что )(t  > 0, ,)( a  ,)( b  

))(()( 21 trtr 
  для всех  bat , . Будем говорить, что функция )(t  осущест-

вляет замену параметра t. Класс эквивалентных кривых называется парамет-
ризованной кривой. Параметризация   кривой )(r  называется натуральной, 
если 1)(' r . Всякая регулярная кривая допускает натуральную параметри-

зацию. Пусть )(tr  – некоторая регулярная кривая, 0r  – некоторая ее точка, 
соответствующая значению параметра 0t . Касательной прямой к кривой )(tr  
в точке 0r  называется прямая, проходящая через точку 0r  и имеющая своим 
направляющим вектором вектор )(' 0tr . Всякая прямая, проходящая через 
точку кривой перпендикулярно касательной в этой точке, называется норма-
лью этой кривой. Через всякую точку пространственной кривой проходит 
бесконечное множество нормалей, которые все расположены в одной плос-
кости, называемой нормальной плоскостью кривой. Нормаль кривой, имею-
щая своим направляющим вектором вектор )(" tr , где t – натуральный пара-
метр, называется главной нормалью кривой. Всякая плоскость, проходящая 
через касательную прямую кривой, называется ее касательной плоскостью. 
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Касательная плоскость, проходящая через главную нормаль кривой, называ-
ется соприкасающейся плоскостью. Так как tt rr 



  и tt rrr 






 2)( , то 

при любой параметризации кривой векторы )(tr   и )(tr   расположены в со-
прикасающейся плоскости. Нормаль, перпендикулярная соприкасающейся 
плоскости, называется бинормалью. Плоскость, содержащая бинормаль и ка-
сательную данной кривой, называется спрямляющей плоскостью.  

Приведем сводку формул для вышеназванных прямых и плоскостей. Пусть 
))(),(),(()( tztytxtr 

  – данная регулярная кривая, ))(),(),(()( tZtYtXt   – 
произвольная точка соответствующей прямой или плоскости, тогда: 

1) уравнение касательной к кривой: 

   )()()( trtrt 
    или   
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tztzZ
tytyY
txtxX





 

2) уравнение нормальной плоскости: 
            0)(  rr          или         0)()()(  zzZyyYxxX ; 
3) уравнение бинормали: 

      rrrc 
 ,        или        

yx
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x
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4) уравнение соприкасающейся плоскости:                           

      0)(  rrr 
            или             0





zyx
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zZyYxX
; 

5) уравнение главной нормали: 
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  6) уравнение спрямляющей плоскости: 

  0,)(  rrrr 
        или          0













yx
yx

xz
xz

zy
zy

zyx
zZyYxX

. 

Касательная, главная нормаль и бинормаль определяют в каждой точке 
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кривой трехгранник с тремя прямыми углами при вершине, совпадающей с 
точкой кривой. Этот трехгранник называется сопровождающим трехгран-
ником кривой. Гранями сопровождающего трехгранника будут три взаим-
но перпендикулярные плоскости: соприкасающаяся плоскость, содержа-
щая касательную и главную нормаль; нормальная, содержащая главную 
нормаль и бинормаль; спрямляющая, содержащая бинормаль и касатель-
ную. Единичные векторы касательной, главной нормали и бинормали, на-
правленные по осям сопровождающего трехгранника в положительном на-
правлении, выражаются соответственно (рис. 47).  
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Рисунок 47 – Сопровождающий трехгранник кривой 

 
Векторы сопровождающего трехгранника меняются при движении точ-

ки по кривой. Это изменение для кривой, заданной в натуральном пара-
метре  , описывают следующие формулы Френе: 
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Функции )(k , )(  называются соответственно кривизной и кручени-
ем. Из формул Френе следует, что кривизна кривой в данной ее точке есть 
предел отношения угла поворота касательной на дуге, стягивающейся к 
данной точке, к длине этой дуги; а модуль кручения равен пределу отно-
шения угла поворота бинормали на дуге, стягивающейся к данной точке, к 
длине этой дуги. Формулы для вычисления кривизны и кручения кривой в 
произвольном параметре t имеют вид: 
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Если кривая отнесена к натуральному параметру, то )(kk  , )(  
называются натуральными уравнениями кривой. Пусть заданы две кривые. 
Если на этих кривых можно ввести натуральные параметры так, чтобы в 
точках, отвечающих одинаковым значениям этих параметров, совпадали 
их кривизны и кручения, то говорят, что их натуральные уравнения совпа-
дают. Кривые, имеющие одинаковые натуральные уравнения, могут отли-
чаться только положением в пространстве. Будем говорить, что две кривые 
отличаются положением в пространстве 3R , если существует некоторое 
движение пространства 3R , переводящее одну кривую в другую. 

В трехмерном псевдоевклидовом пространстве индекса (1, 2) 3
1

3
2,1 RR   

векторы ортонормированного репера  210 ,,,0 aaa   удовлетворяют условиям: 

 0,0,1,1;1;1 212010221100  aaaaaaaaaaaa  .  

Координаты любой точки в этом репере будем обозначать 
),,( 210 xxxa 

 . Отображение   ))(),(),((:,: 2103
1 txtxtxtRbar 

 , где 
 bat , , ba   называется параметризованной кривой в 3

1R  и обозначает-
ся ))(),(),(()( 210 txtxtxtr 

 . Параметризованная кривая называется време-
ниподобной параметризованной с помощью натурального параметра  , 
если выполняется условие 1)()(   rr  , где ))(),(),(()( 210  xxxr 

 . 

Пусть )()()(





 r
d
rd 


, где 1)()(   . Тогда 22 )()( drd 
  и 

2221202 )()()()( dxdxdxd  , так как 2221202 )()()( xxxr 
 . Но ctx 0 , 

yxxx  21 , . Значит, ,)()()()( 22222 dydxdtcd   22
2

vc
dt
d







 

, где 

22
2 















dt
dy

dt
dxv . Поэтому dt

c
vc

b

a
  2

2

1 . Параметр  , вычисляемый 

по этой формуле, называется длиной дуги времениподобной кривой. Вре-
мениподобная кривая )(r  называется регулярной, если 0)(  r , и бире-
гулярной, если )()(  rr   . 



 114

К каждой точке времениподобной кривой присоединим правый ортонор-

мированный репер )()(  
 ,  )(),()(,

)(
)()( 


 





k
k , так как в 

3
1R  можно ввести векторное произведение двух векторов, положив для этого, 

чтобы для векторов ортонормированного базиса выполнялись условия: 

      .,,,,, 102021210 aaaaaaaaa 
  Значит,       


 ,,,,, . 

Векторы )(),(),( 
  называются соответственно вектором каса-

тельной, главной нормали и бинормали. Плоскости ),(),,(),,( 
 LLL  

называются соответственно соприкасающейся, нормальной и спрямляю-
щей плоскостью кривой в данной точке. Формулы Френе времениподоб-
ной кривой )(r  имеют вид:          
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Функции  )(k  и  )(   называются соответственно кривизной и круче-
нием времениподобной кривой  )(r . Формулы для их вычисления имеют 

вид: )(k =      rr   , , )( =
   












rr

rrr

,

)()()( 
  или  )(tk
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,

)()()( 
, если кривая имеет параметризацию, отличную от  . 

 
Пусть 3R  – трехмерное евклидово пространство с координатами 

),,( zyx  и ),,( zyxF  – вещественная функция трех переменных, обладаю-
щая непрерывными частными производными до порядка k  включительно 
(функция ),,( zyxF  принадлежит классу kC ). 

Поверхностью класса kC  называется множество M  точек ),,( zyx  3R , 
удовлетворяющих уравнению ),,( zyxF = 0, причем  

grad F
MM z

F
y
F

x
F


















 ,, 0 . 

Поверхность класса kC , заданная в параметрическом виде, есть взаим-
но однозначное с  kC  дифференцируемое отображение 3: RUr 

 , где U  – 
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открытое множество в 2R  с координатами  vu, , причем 0, 











v
r

u
r 

 в U , 

т. е. поверхность в 3R  задается векторным уравнением ),( vurr 
  или 

),(),,(),,( vuzzvuyyvuxx  . 

Векторы 
v
rr

u
rr vu 













 ,  называются касательными векторами поверх-

ности ),( vurr 
 . 

Прямая называется касательной прямой поверхности, если она касается 
какой-либо кривой, принадлежащей этой поверхности. 

Касательной плоскостью поверхности называется множество прямых, 
касающихся поверхности в этой точке. Уравнение касательной плоскости 

поверхности имеет вид:   0 vurrr 
  или 0



vvv

uuu

zyx
zyx

zZyYxX
. 

Нормаль к поверхности есть прямая, проходящая через данную точку 
поверхности по направлению вектора   vu rr  , . Ее уравнение имеет вид: 

  r  vu rr  ,  или 

vu

vu

vu

vu

vu

vu

yy
xx
zZ

xx
zz
yY

zz
yy
xX 





 . 

Длина дуги главной кривой )(tuu  , )(tvv  , расположенной на по-
верхности  ),( vurr 

 , определяется формулой 

 
2

1

2

1

2222 22
t

t
tttt

t

t

dtvGvuFuEGdvFdudvEdu , где 

,,222
vuvuvuvuuuuuu zzyyxxrrFzyxrrE 

   .222
vvvvv zyxrrG 

  
Выражение 1

222 2  GdvFdudvEdud   называется первой квадра-
тичной формой поверхности или римановой метрикой на поверхности. 

Угол между двумя пересекающимися кривыми )(),( 11 tvvtuu   и 
)(),( 22 tvvtuu   поверхности  ),( vurr 

  определяется формулой 

2222 22
)(cos

vGvuFuEGdvFdudvEdu
vGdvudvvduFuEdu







 , где dvdu,  – диф-

ференциалы функций u и v , взятые из уравнений первой кривой, а vu  ,  – 
дифференциалы от u и v , взятые из уравнений второй кривой. 

Площадь поверхности определяется формулой 

 
D

dudvFEG 2 . 

Вторая квадратичная форма поверхности имеет вид: 

2
22 2  NdvMdudvLdu ,  
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где  










vu

vu

rr

rrm
,

, 
  – единичный вектор нормали к поверхности     

2
, FEG

zyx
zyx
zyx

rr

rrrrmL vvv

uuu

uuuuuu

vu

vuuu
uu














 ,                         

2

, FEG
zyx
zyx
zyx

rr

rrrrmM vvv

uuu

uvuvuv

vu

vuuv
uv














 , 

2

, FEG
zyx
zyx
zyx

rr

rrrrmN vvv

uuu

vvvvvv

vu

vuvv
vv














   . 

Проекция вектора кривизны линии на нормаль поверхности в точке, че-
рез которую проходит эта кривая, называется нормальной кривизной этой 

кривой, которая определяется формулой 22

22

2
2

GdvFdudvEdu
NdvMdudvLduKn 


 . 

Пусть 









GF
FE

A  – матрица первой квадратной формы, а 









NM
ML

B  

– матрица второй квадратичной формы. Существует такой базис, в кото-
ром матрица A  становится единичной, а B  – диагональной. Элементы 
этого базиса называются главными векторами в данной точке поверхно-
сти, а направления, определяемые главными векторами – главными на-
правлениями. Элементы 1k  и 2k  матрицы B  в главном базисе называются 
главными кривизнами поверхности в данной точке и  определяются из 

уравнения   0det 




kGNkFM
kFMkEL

kAB . Отсюда K
FEG
MLNkk 




 2

2

21  

– полная или гауссова кривизна поверхности в данной точке, 

H
FEG

MFLGENkk 22
221 




 , H  – средняя кривизна поверхности. 

Пусть   – единичный касательный вектор нормального сечения в данной 
точке, 21,ee   – единичные главные векторы,   – угол поворота от 1e  до   в 
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направлении от 1e  до 2e . Тогда  2
2

2
1 sincos kkkn   – формула Эйлера. 

Если 21 kk  , то constkn  . Такие точки называются омбилическими.         
В такой точке коэффициенты первой и второй квадратичных форм про-

порциональны: 
G
N

F
M

E
L

 . 

Если в данной точке поверхности K > 0, то данная точка поверхности 
называется эллиптической, если K < 0, то – гиперболической, и если K =  0, 
то – параболической. 

Пусть ,,
2221

1211

2221

1211





































bb
bb

NM
ML

B
gg
gg

GF
FE

A vuuu  21 ,  – 

криволинейные координаты. Дифференцирование вектора r  поверхности 
по 1u  будем обозначать индексом 1, а по 2u  – индексом 2 снизу: 1rru


 , 

2rrv


 , 11rruu


 , 22rrvv


 , 12rruv


 . Тогда mrbrrg ijijjiij


 , , где 2,1, ji . Для 
каждой точки поверхности однозначно определяется натуральный репер по-
верхности –  mrr vu

 ,, . Формулы, выражающие первые производные этого 
репера через базис этого репера, называются деривационными формулами:  



























,

,

,

2
2

1
1

22
2
21

1
2

2

12
2

11
1
1

1

rbrb
u
m

mbrr
u
r

mbrr
u
r

iii

iiii

iiii










  

где 






















2

12
1

k
i
kj

k

ij
j

ikk
ij u

g
u
g

u
gg  , 2

122211

2211

ggg
gg


 , 2
122211

122112

ggg
ggg


 , 

2
122211

1122

ggg
gg


 , 



2

1j

ik
ij

k
i gbb . Выражения k

ij  называются символами 

Кристоффеля поверхности. 
Формула Гаусса:  



















2

1,
2211

2

1,
121211

22
2

22
11

2

21
12

2
2

121211 2
1

2
1






k
k

k

ji
ij

ji gg
uu

g
uu

g
uu

gbbb . 

Геодезической линией на поверхности называется линия, главная нор-
маль которой в каждой ее точке совпадает с нормалью к поверхности в той 
же точке. Если кривая на поверхности задана параметрическим уравнени-
ем       




 21 , uurr  , где   натуральный параметр, то уравнение геоде-
зических линий имеет вид: 

2,1,0
2

1,
2

2

 


k
d

du
d
du

d
ud

ji

ji
k
ij

k


.  

Геодезической кривизной gk  кривой C  в точке на поверхности называ-
ется кривизна в этой точке ортогональной проекции C  кривой C  на каса-
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тельную плоскость K  поверхности в данной точке. Пусть кривая на по-
верхности задана параметрическим уравнением       




 21 ,uurrr  , где 
  – натуральный параметр на кривой. Тогда геодезическая кривизна вы-
числяется по формуле:  

              

        .2

2

3
21

22

2
211

12
2
22

2
2

11
11

2
12

3
12

11
12122

122211





















uuu

uuuuuuugggkg

 

Тензоры – это важнейший из классов величин, числовая запись кото-
рых меняется при изменении координат. Тензором (тензорным полем) типа 
(p, q) ранга  p+q называется объект, задаваемый набором чисел p

q

ii
jj

...

...
1

1
  в 

произвольной системе координат  nxx ,...,1 , числовая запись которого за-
висит от системы координат по следующему закону: если 

  jjnii zzzzxx  ,,...,1  nxx ,...,1 , то имеет место формула: 

   




















,

...
...

...

... ......
1

1

1

1
1

1

1

1
k

jjk

i

k

i
kkii

jj q

q

p

p
p

q

p

q x
z

x
z

z
x

z
x , где p

q

kk ...
...

1

1   – числовая запись тензора 

в координатах  nzz ,...,1 , p

q

ii
jj

...

...
1

1
  –  числовая запись тензора в координатах 

 nxx ,...,1 , индексы    piii ,...,1 ,     qjjj ,...,1 ,     pkkk ,...,1 ,  
   q ,...,1  меняются от 1 до n . 

Приведем примеры тензоров:  
1) скаляр – тензор 0-го ранга; 
2) векторы (типа вектора скорости) – тензор типа (1, 0): 

   zj
x

i  `


; 
 




n

i
i

j
ij

x
z

1
`  ; 

3) ковектор (типа градиента функции) – тензор типа (0, 1): 

    



zjxi ;  

 



n

i
j

i

ij z
x

1



; 

4) квадратичная форма на векторах (скалярное произведение векторов) 
– тензор типа (0, 2): 

     ijij gg  ;           zx
z
x

z
xgg

k
ji

k

kij 






  ;
,



 ; 

5) квадратичная форма на ковекторах (скалярное произведение ковек-
торов) – тензор типа (2, 0):  

    













,
;)(

k

j

k

i
kijijij

x
z

x
zgggg ; 

6) линейный оператор на векторах (ковекторах) – тензор типа (1, 1):  

  












,

;)(
k

k

i

j
ki

j
i
j

i
j x

z
z
xaaaa  . 
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Говорят, что два тензора p

q

ii
jj

...

...
1

1
  и  p

q

ii
jj

...

...
1

1

~  одного типа получаются друг из 
друга перестановкой верхних индексов, если найдется такая перестановка 












p

pii
 ...

...

1

1 , где jik  , что имеет место равенство при всех 

:,...,,,...,,,..., 111 pqp jjii   p

q

ii
jj

...

...
1

1

~ p

qjj
 ...

...
1

1
 . 

Аналогично определяется перестановка нижних индексов. 
Для тензора p

q

ii
jj

...

...
1

1
  типа (p, q) его сверткой (следом) по индексам  kki ,  

будет тензор 11

11

...

...
~ 


 p

q

ii
jj  типа (p – 1, q – 1), определяемый формулой  

11

11

...

...
~ 


 p

q

ii
jj =








n

i

iiiii
jijjj
pkk

q
1

......
......

111

111 
. 

Если заданы два тензора  p

q

ii
jj

...

...
1

1
  и  kii

jj
...
...

1

1 
  типа (p, q) и  ,k  со-

ответственно, то их произведением будет тензор PTS   типа 
  qkp ,  с компонентами kpp

qq

p

q

kp

q

ii
jj

ii
jj

ii
jj PTS 






 ...

...
...
...

...
...

1

1

1

1

1

1
.


. 

Произведение вектора  i  и ковектора  j  есть тензор 2-го ранга 
 j

ii
jT  , а его след i

ii
iT   – скалярное произведение i

i  .  

Произведение вектора  i  и линейного оператора kA  есть тензор типа 
(2, 1): ikik AT   , а свертка (след) этого произведения 




  kik AT   есть 
вектор. 

Если в пространстве заданы риманова метрика  ijg  и тензор p

q

ii
jj

...

...
1

1
  в 

какой-то системе координат  nxx ,...,1 , то можно рассмотреть новый тензор 
p

q

p

q

iki
jjki

ii
jji TgT ...

...
...
...

2

11

2

11
 . Результат этой операции называется опусканием индекса 

i1 c помощью римановой метрики  ijg . Если  i  – вектор, то после 

опускания индекса мы получим ковектор j
iji g   . 

Для поднятия нижних индексов вверх при наличии римановой метрики 
 ijg  необходимо рассмотреть обратную матрицу  ijg , такую, что 









ki
ki

gg i
kjk

ij

,0
,,1

 . По определению имеем p

q

p

q

ii
jkj

kjiij
jj TgT ...

...
...

...
1

2

111

2
 . 

 Отметим, что совокупность всех тензоров типа (p, q) в заданной точке 
пространства образует линейное пространство: если  p

q

ii
jj

...

...
1

1
  и 

 p

q

ii
jjSS ...

...
1

1
  – тензоры типа  qp, , то их линейная комбинация UST    

с компонентами p

q

p

q

p

q

ii
jj

ii
jj

ii
jj STU ...

...
...
...

...
...

1

1

1

1

1

1
   тоже есть тензор типа  qp,  в 

этой же самой точке.  
Кососимметрическим тензором 

kiiT ...1
 или kiiT ...1  называется такой тен-

зор, который меняет знак при нечетной перестановке индексов и сохраняет 
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свое значение при любой четной перестановке индексов. 
Если 

kiiT ...1
 – кососимметрический по всем индексам тензор в n -мерном 

пространстве с координатами  nxx ,...,1 , niq ...,,2,1 , то его градиентом 

 
11... 


kk jjj

ST  называется кососимметрический тензор  1k -го ранга типа 

 1,0 k  с компонентами    q
k

q
jq

jjj
jj

S

x

T
T kq

k
1

1

1

......
...

11

11





 








. (Здесь значок qi  

означает, что индекс qi  пропущен). 
Рассмотрим примеры. 
Пусть 11k  и )(xfT   – функция. Тогда согласно   определению 

  ii
S

x
TT



  – обычный градиент функции. 

Пусть )( iTT   – ковектор. Тогда     ji
S

i
j

j
i

ij
S T

x
T

x
TT 








 . Этот тен-

зор  ijST  называется ротором ковекторного поля,  ijST =rot T . Ротор – 
это кососимметрический тензор типа (0, 2) ранга 2. Если 3n   и координаты 
 321 ,, xxx  эвклидовы, то тензору  ijST   сопоставляют вектор   Trotk  , 

где    ,232
3

3
21 T

x
T

x
T S








    

    ,13313
1

1
32 TT

x
T

x
T SS 








    

  .121
2

2
13 T

x
T

x
T S








  

Пусть 3n  и задан кососимметрический тензор jiij TT  . Тогда ко-
сосимметрический тензор 3-го ранга  123TS  имеет вид  123TS  =                 

= 1
23

2
13

3
12

x
T

x
T

x
T










 . Если координаты евклидовы  321 ,, xxx  и 23

1 T ,  

13
2 T , 12

3 T , согласно указанному выше правилу сопоставления векто-

ра кососимметрическому тензору, то имеем  123TS  = 3

3

2

2

1

1

xxx 








   =             

= 
 





3

1i
i

i

i

i

xx
 . В евклидовых координатах операция, сопоставляющая 

векторному полю  i 
  число i

i

x
div







 , называется дивергенцией.  

Отметим, что S  – единственная не связанная ни с какой геометрией опе-
рация. Что же касается обычного обобщения градиента функции на тензоры 

k

ii
jjii

kjj x
T

T
p

qp

q 




...
......

,...

1

11

1
 в пространстве с декартовыми координатами  nxx ,...,1 , то 



 121

результат этой операции не является тензором. Однако, если в пространст-

ве заданы координаты и тензорное поле   p

q

ii
jj

...

...
1

1
 , то поле k

ii
jjii

kjj x
T

T
p

qp

q 




...
......

,...

1

11

1
 

преобразуется как тензор при всех линейных координатах: 
i
k

j
k

i
j

ji
j

ii
j

ji
j

i abxbzconstazax  ,,, .  
А как же быть в других системах координат, связанных с евклидовой 

нелинейной заменой?  
Если градиент )(

),(
i

qjT  любого тензорного поля )(
)(
i
jT  типа ),( nm  ведет себя 

как тензор при любых заменах координат и в евклидовой системе коорди-

нат )(x  определяется по формуле k

i
ji

kj x
T

T




)(
)()(

),( , то в любой другой системе 

координат  z  он вычисляется по формуле 







 




q

s

ikk
i

p

s

k
ir

kikk
r

k
k

r ÃTÃT
z

T
T p

qs
sps

q
1
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1
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)()(

),( 3

1

1

1

1
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~

~




 ,  

где набор функций p
kqÃ  вычисляется по формуле p

kqÃ mi

k

q

m

p

i

xx
z

z
x

z
x











2

. 

Например, для тензоров 2-го ранга имеем  

p
jk

i
p

i
pk

p
jk

i
ji

kj ÃTÃT
z
T

T ~~
~

~
, 




 ; p
jkip

p
ikpjk

ij
kij ÃTÃT

z
T

T ~~
~

~
, 




 ;  

j
pk

ipi
pk

pj
k

ij
ij
k ÃTÃT

z
TT ~~~~

, 



 . Для векторного поля  iT  имеем 

k
sr

S
r

k
k
r ÃT

z
TT ~~~

; 



 , а для ковекторного поля   r
ikrk

i
kii ÃT

z
TTT ~~~

, 



 . 

Будем говорить, что задана операция ковариантного дифференцирова-
ния (взятия градиента) тензоров любого типа, если в любой системе коор-
динат   nzz ,...,1  задан набор функций Г )(zk

pq , который при замене коорди-

нат )(zZz   преобразуется по формуле 





















 



 qp

k

q

q

p

p
k
pqk

k
k

qp zz
z

z
z

z
zÃ

z
zÃ

2

. 

Величины )(kÃ k
pq  называются символами Кристоффеля. Операцию кова-

риантного дифференцирования (градиента) часто называют дифференци-
ально-геометрической связностью или аффинной связностью. Связность 
называется евклидовой, если существуют такие координаты  nxx ,...,1 , что 

0k
ijÃ  (или k

i
ji

kj x
T

T




)(
)()(

),( ). Такие координаты называются евклидовыми. 

Операция ковариантного дифференцирования обозначается символом  : 
i
q

i
q TT , . 
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Альтернативное выражение  
i
kj

i
jk

i
kj

i
kj ÃÃÃT   образует тензор, назы-

ваемый тензором кручения. 
Ковариантное дифференцирование k

ijÃ  (связность) называется симмет-

ричной, если тензор кручения k
ijÃ – k

jiÃ  тождественно равен нулю в каждой 

системе координат или k
ijÃ = k

jiÃ .  
Ковариантной производной векторного поля  iT (или ковекторного поля 
))( iT  по направлению вектора  k  в некоторой точке  nzzP ,...,1  называ-

ется выражение   i
k

ki TT  


 в точке Р (или выражение   ik
k

i TT  


  

в точке P для ковекторного поля). Результат ковариантного дифференци-
рования векторного поля по направлению 


 в некоторой точке Р есть век-

тор в этой точке. 
Говорят, что векторное (тензорное) поле Т является ковариантно посто-

янным или параллельным вдоль кривой )(tzz ii   на отрезке bta  , если 
ковариантная производная поля Т в точках кривой по направлению вектора 

скорости кривой равна нулю: 
dt

dzbtTT
k

k
k

k  


,0,0 . Для век-

торных полей имеем: 0













ji

jkk

i
ki

k
k TÃ

z
TTT 


. 

Параллельным переносом вектора i
pT  из точки  nzzP 0

1
0 ,...,  в точку 

 nzzQ 1
1
1 ,...,  вдоль кривой )(tzz ii  , ведущей из Р в Q , называется век-

торное поле  iT , заданное во всех точках кривой и параллельное вдоль 

этой кривой: 0 i
k

k

T
dt

dx  во всех 10  t  . При 0t   векторное поле  iT  

в точке Р должно совпадать с исходным вектором  p
iT ; при 1t  вектор-

ное поле  iT  в точке Q  есть вектор  QiT , называющийся результатом па-
раллельного переноса вектора i

pT  вдоль заданной кривой )(tzz ii   из P  в 

Q . В координатах nzz ...,,1  имеем:  

0












 Pi
p

i
i
p

i
i

k

TÃ
dt

dz
dt

dT
dt

dzÃ
dt

dz
z
TT

dt
dz









  – уравнение парал-

лельного переноса. Начальное условие i
p

i TT )0( . Линия )(txx ii   называ-

ется геодезической, если ее вектор скорости 
dt
dxT

i
i   параллелен вдоль нее 

самой: 0)(  TT  (или ковариантная производная векторного поля 
dt
dxT

i
i   

вдоль этой кривой равна нулю).  
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Уравнение геодезических линий:  

nj
dt
dx

dt
dxÃ

dt
xd ik

j
ki

j

...,,1,02

2

 .  

Вектор )()( 2

2

tK
dt
dx

dt
dxÃ

dt
xdT i

g

ik
j

ki

j
j

T   называется вектором геоде-

зической кривизны данной линии, 
dt
dxT

i
i  .  

Геодезической кривизной называется длина вектора 

         


 i
g

i
gij

i

gg

i

g KKgKkK : , где   – натуральный параметр. 

Связность k
ijÃ  называется согласованной с метрикой ijg , если ковариант-

ная производная метрического тензора тождественно равна нулю: 
njikgijk ...,,1,,,0  . Связность, согласованная с данной метрикой  

ijg , задается формулами: 

























x
g

x
g

x
g

gÃ ij
j

i
i
jkk

ij 2
1  (формулы Кристоффеля). 

Тензор i
qkR   называется тензором Римана или римановой кривизной, где –

p
qk

i
p

p
q

i
pk

i
qk

k

i
qi

qk ÃÃÃÃ
x
Ã

x
Ã

R 



 







 .  

Тензор кривизны обладает следующими свойствами: 
1) i

qkR  = i
kqR  ; 

2) для симметричной связности – i
qkR 

 i
qkR 
 0i

qkR ; 

3) для связности, согласованной с метрикой ikg , тензор p
qkipiqk RgR    

кососимметричен по индексам  qikiqk RRqi :, ; 
4) для тензора кривизны симметричной связности, согласованной с 

метрикой  ikg , имеется симметрия iqkiqk RR   . 

Известно, что i
i dx

x
fdf




  – дифференциал функции. Если задана замена 

 nii xxxx  ...,,1 , то i
i

i
i

i

i
i

i
i

i

i
i dx

x
fdx

x
x

x
fdx

x
fdfdx

x
xdx 







 
























 , , т. е. 

выражение df  инвариантно относительно замен координат.  
Аналогично, если любому ковектору iT  поставить в соответствие вы-

ражение i
idxT  (дифференциальную форму), то это выражение инвариантно 

относительно замены координат. Базисные координатные поля ie  преобра-

зуются по закону ie i
i

i
i

i
i

i

eTeTe
x
x 




 



 , . Базисные ковекторы ie  преобразу-
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ются по тому же закону, что и i
i

i
ii

i

i
ii dx

x
xdxe

x
xedx 




 






: , ie idx , 
ii dxe   . Можно сказать, что символы idx  – это базисные ковекторы  ie . 

Дифференциальная форма i
idxT  соответствует разложению i

ieT  ковектора 
по базису. Разложение симметрического тензора типа (0, 2) ijg  по базису 

idx jdx имеет вид ijg idx jdx . 
Для  кососимметрических  тензоров  часто  используется язык  диффе-

ренциальных  форм.  Базис  в  пространстве  таких тензоров состоит из 
элементов 1,...1 idzdz kii  <…< ki , где    




k

ik
k

S

eiii edzdz


 .....11 sgn... . 

Для кососимметрического тензора 
kiiT ...1

 имеем соответствующую диффе-

ренциальную форму 
kiiT ...1 




k

k
k

k

ii

ii
ii

ii dxdxTee
...

...
1

1

1

1 ...... , где kii dxdx  ...1  

кососимметрично относительно перестановок индексов )( ...1 kii dxdx  . 
Каждый кососимметрический тензор 

niiT ...1
в n -мерном пространстве оп-

ределяется одним числом nT ...12 , и мы здесь имеем единственный базисный 

тензор nii dxdx  ...1 . Выражение g nii dxdx  ...1  называется 
элементом объема, задаваемым метрикой ijg , где    detg  ijg . Он является 

тензором относительно таких замен координат, что 










 i

i

x
xAI detdet  > 0. 

 Определим внешнее произведение двух дифференциальных форм ран-
га p  и q  соответственно. Пусть  

1 



p

p

p
ii

ii
ii dxdxT

...
...

1

1

1
... ,    2 




q

q

q
jj

jj
jj dxdxS

...
...

1

1

1
... . 

Определим форму   ранга  qp   






qp

qp
kk

k
kk dxR

...
...21

1

1

1
...  

qpkdx ... , полагая  






qp

qpppqp
S

kkkkkk ST
qp

R





)......(... 111
.

!!
sgn . Внешнее произве-

дение дифференциальных форм – билинейная ассоциативная операция, 
причем   2112 1   p , если 1  – форма ранга p , 2  – ранга q . 

Определим форму d  степени 1k , полагая 








k

k

ii
i

i
i

ii dx
x

T
d

...

...

1
0

0

0

1  

kii dxdx  ...1 , где тензору 
kiiT ...1

 соответствует форма 



k

k
ii

i
ii dxT

...
...

1

1

1
...  

pidx... и имеют место тождества: 

1) 








11

11

11
...

... ...)(
q

k

k
jj

jj
jj dxdxdTd ; 
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2)     212121 1  ddd p  , где 21,  – дифференциальные 
формы степеней p  и  q  соответственно; 

3)   0dd . 
Определим операцию ограничения тензора типа  k,0  на поверхность. 

Для поверхности  kii zzxx ...,,1  рассмотрим выражение 



k

k
ii

i
ii dxT

...
...

1

1

1
...   

kidx... ,  где    zxT
kii ...1

  выражено  через  kzz ,...,1   в  точках  поверхно-

сти и k
k

j
j dz

z
xdx



 . В точках поверхности  zxx   имеем 





k

k
k

k

k
k

ii

k
ii

ii
k

ii

ii
ii dzdzTIdxdxT

...

1
...

...
...12

...
...

1
1

1

1

1

1
...... , где kii

kI ...
...12

1  – минор матрицы 












j

i

z
x . Это выражение называется ограничением кососимметрического 

тензора 
kiiT ...1

 на поверхность  zxx  . Это тензор k -го ранга в k -мерном 
пространстве. 

Обычный кратный интеграл от ограничения 

  









k

ii

ii
kii

U

dzdzIT
k

k

k
...... 1

...

...
...1...

1

1

1
 тензора 

kiiT ...1
 по области U  на поверхности 

называется интегралом от кососимметрического тензорного поля 
kiiT ...1

, за-
данного в n -мерном пространстве по области U  на любой поверхности  

 kii zzxx ,...,1 , ni ,...,1 .  
Для любой дифференциальной формы  




k

k
k

ii

ii
ii dxdxTT

...
...

1

1

1
...  с гладкими коэффициентами 

kiiT ...1
, любой глад-

кой поверхности  ki zzx ,...,1  и ограниченной области U  на ней с гладкой 
границей Г, состоящей из одного куска, имеет место формула (общая фор-
мула Стокса):  

Ã U

dTT . 

Формула Грина:   















Ã U

dxdx
x
T

x
Tdt

dt
dxT 21

1
2

2
1



  или  

                               .21
21  
















Ã U

dydx
x
T

y
TdyTdxT  

Формула Гаусса – Остроградского: 

 






















Ã ji U

ji
ij dxdxdx

x
T

x
T

x
TdxdxT 321

2
13

1
23

3
12  

    
ÃU Ã

dzdzgnTdnTdxdxdxdivT 21321 ,,   , 

где n  – единичный вектор нормали к поверхности Г, а 21, zz  – координаты 
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на поверхности. 

Формула Стокса:  

   




















Ã U U

dxdx
x
T

x
TdzdzgnrotTdxT 21

1
2

2
121, 

   




































 32
2
3

3
231

1
3

3
1 dxdx

x
T

x
Tdxdx

x
T

x
T , 

где U  – область на поверхности  21, zzxx ii  , 3,2,1i ; Г – граница этой 
области. 

Дифференцируемым n -мерным многообразием называется произволь-
ное множество точек М, в котором введена следующая структура: 

– множество М представлено в виде объединения конечного или счет-
ного числа областей qU  n -мерного евклидова пространства, 

q
qUM  ; 

 – в каждой области  qU  заданы координаты   nxq ,...,1,  , называе-
мые локальными координатами. Сами области qU  при этом называются 
координатными окрестностями или картами. 

Касательным вектором к многообразию M  в произвольной точке x  на-
зывается вектор, записываемый в системе локальных координат  

qx   набо-

ром чисел q ; записи одного и того же вектора в разных системах локальных 

координат, содержащих эту точку, связаны формулой 

















n

q

xq

p
p x

x
1





  . 

Римановой (псевдоримановой) метрикой на многообразии M  называется 
положительная (невырожденная) квадратичная форма, заданная на касатель-
ных векторах в каждой точке многообразия и гладко зависящая от локальных 
координат. В каждой области pU  действия локальных координат  

px  метри-

ка задается симметрической матрицей      
  pp

pn
pp

p gxxg 
21 ,,...,


 для лю-

бого вектора 


 в точке x  (по повторяющимся индексам  ,  подразумева-
ем суммирование). Метрика задает скалярное произведение двух векторов 
в одной и той же точке:   

  pp
pg


, . 

Тензор типа  ,k  на многообразии задается в каждой системе локаль-
ных координат  

px  набором функций    xT kii
jj

p ...
...

1

1 
. В других локальных ко-

ординатах  
qx , содержащих точку x , этот же тензор задается величинами  

   xT kss
tt

q ...
...
1

1 
, причем    xT kss

tt
q ...

...
1

1  



t
q

j
p

t
q

j
p

i
p

s
q

i
p

s
q

x
x

x
x

x
x

x
x

k

k

p 











 ......

1

11
   xT kii

jj
p ...

...
1

1 
. 

Все утверждения, сформулированные для тензоров в области n -мерного 
пространства, переносятся на тензоры на многообразии. 
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