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Для любого делителя m – 1 натурального числа n – 1 определяются и изучаются m-полуциклические n-арные группы. 
Класс всех m-полуциклических n-арных групп входит в класс всех m-полуабелевых n-арных групп, которые были оп-
ределены Э. Постом. Кроме того, класс всех m-полуциклических n-арных групп включает в себя класс всех цикличе-
ских n-арных групп и входит в класс всех полуциклических n-арных групп. Установлены новый критерий цикличности 
n-арной группы и критерий m-полуцикличности n-арной группы, сформулированные с помощью одной из подгрупп 
универсальной обертывающей группы Поста. 
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The authors define and study m-semicyclic n-ary groups for any divisor m – 1 of natural number n – 1. The class of all m-semicyclic 
n-ary groups is included in the class of all m-semiabelian n-ary groups identified by E. Post. Moreover, the class of all 
m-semicyclic n-ary groups includes the class of all cyclic n-ary groups and belongs to the class of all semicyclic n-ary groups. 
New criteria of cyclicity for n-ary group and for m-semicyclicity of n-ary group formulated by one of the subgroups of the uni-
versal covering group of Post are determined. 
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 Введение 
Пусть < A, [ ] > – n-арная группа, FA – сво-

бодная полугруппа над алфавитом A, θA – отно-
шение эквивалентности Поста [1], определенное 
на FA по правилу (α, β) ∈ θA тогда и только тогда, 
когда существуют последовательности γ и δ из 
FA такие, что [γαδ] = [γβδ]. Легко проверяется, 
что θA – конгруэнция на полугруппе FA, а полу-
группа A* = FA / θA является группой. 

Для всякого i = 1, …, n – 1 определим мно-
жество 

A(i) = {θA(α) ⏐ θA(α) ∈ A*, l(α) = i}, 
где θA(α) – класс конгруэнции θA, содержащий 
последовательность α; l(α) – длина последова-
тельности α. В частности, 

A′ = {θA(a) ⏐ a ∈ A}, 
A′′ = {θA(ab) ⏐ a, b ∈ A}. 

Для сокращения записей множество A(n–1) 
будем обозначать распространенным в литерату-
ре по n-арным группам символом A0, то есть 
A0 = A(n–1). 

Справедливы равенства (см., например, [2, 
предложение 1.3.7]) 

A*
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A(i) ∩ A(j) = ,∅  i, j ∈ {1, …, n – 1}, i ≠ j. 

Если зафиксировать i ∈ {1, …, n – 1} и эле-
менты a1, …, an–i ∈ A, то несложно убедиться в 
справедливости ещё одного равенства 

A′ = A(i)θA(a1 … an–i).           (0.1) 
Замечание 0.1. Если n = k(m – 1) + 1, где n ≥ 3, 

m ≥ 2, то легко проверяется, что множество A(m–1) 
является (k + 1)-арной группой относительно 
(k + 1)-арной операции 

[θA(α1)θA(α2) … θA(αk+1)]k+1 = 
= θA(α1α2 … αk+1), α1, α2, …, αk+1 ∈ A(m–1). 
Если m = 2, то k = n – 1 и получаем n-арную 

операцию 
[θA(a1)θA(a2) … θA(an)]n = θA(a1a2 … an) = 

= θA([a1a2 … an]), a1, a2, …, an ∈ A. 
При этом, как несложно установить, ото-

бражение ϕ: a → θA(a)  является изоморфизмом 
n-арной группы < A, [ ] > на n-арную группу 
< A′, [ ]n >. 

Если m = n, то k = 1 и получаем бинарную 
операцию 

[θA(a1a2 … an–1)θA(b1b2 … bn–1)]2 = 
= θA(a1a2 … an–1b1b2 … bn–1) = 
= θA([a1a2 … an–1b1]b2 … bn–1), 

где a1, a2, …, an–1, b1, b2, …, bn–1 ∈ A. При этом 
группу < A(n–1) = A0, [ ]2 > называют соответст-
вующей группой для n-арной группы < A, [ ] > и 
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для сокращения записей обозначают одним сим-
волом A0. 

Если m – 1 делит n – 1, где n ≥ 3, m ≥ 2, то 
положим 

mA = {θA(α) ∈ A* | l(α) кратно m – 1}. 
При m = 2 множество mA совпадает с уни-

версальной обёртывающей группой Поста A*, а 
при m = n множество mA совпадает с соответст-
вующей группой A0: 

2A = A*, nA = A0. 
 

1 Обобщение теоремы Поста о смежных 
классах 

Следующую теорему можно рассматривать 
как обобщение теоремы Поста о смежных классах. 

Теорема 1.1 [3]. Пусть < A, [ ] > – n-арная 
группа, n = k(m – 1) + 1. Тогда: 

1) A0 ⊆ mA ⊆ A*; 

2) mA = ( ( 1))

1

;
k

i m

i

A −

=
∪  

3) mA – инвариантная подгруппа группы A*; 
4) группа mA порождается множеством A(m–1); 
5) mA / A0 = {A(m–1), A(2(m–1)), …, A(k(m–1)) = A0} – 

циклическая группа порядка k, порождаемая 
элементом A(m–1); 

6) A* / mA – циклическая группа порядка m – 1. 
Так как A(i(m–1)) ∩A(j(m–1)) = ∅  при i ≠ j, то из 

2) предыдущей теоремы вытекает 
Следствие 1.1. Если n = k(m – 1) + 1, < A, [ ] > 

– конечная n-арная группа порядка γ, то порядок 
группы mA равен kγ. 

Замечание 1.1. Если в теореме 1.1 положить 
m = 2, то тогда k = n – 1, mA = A*, а утверждения 
1) – 6) примут следующий вид: 

1) A0 ⊆ A*; 

2) A* = 
1
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;
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−

=
∪  

3) A* – инвариантная подгруппа группы A*; 
4) группа A* порождается множеством A′; 
5) A* / A0 = { ,A′  ,A′′  …, A(n–1) =  A0} – цик-

лическая группа порядка n – 1, порождаемая 
элементом ;A′  

6) A* / A* – циклическая группа порядка 1. 
Утверждения 3 и 6 тривиальны, а остальные 

утверждения содержатся в теореме Поста о 
смежных классах ([1], [2, теорема 1.3.2]). 

Замечание 1.2. Если в теореме 1.1 положить 
m = n, то тогда k = 1, mA = A0 , а утверждения 1) – 
6) примут следующий вид: 

1) A0 ⊆ A*; 
2) A0 = A0; 
3) A0 – инвариантная подгруппа группы A*; 
4) группа A0 порождается множеством A0; 
5) A0 / A0 – циклическая группа порядка 1; 
6) A* / A0 – циклическая группа порядка n – 1. 
Утверждения 2, 4 и 5 тривиальны, а осталь-

ные утверждения содержатся в теореме Поста о 
смежных классах. 

Таким образом, теорема 1.1 является обоб-
щением теоремы Поста о смежных классах. При 
этом утверждение последней о том, что A* / A0 – 
циклическая группа порядка n – 1, может быть 
получено из теоремы 1.1 двояко: из утверждения 
5) при m = 2; из утверждения 6) при m = n. Во-
обще говоря, указанное обобщение является 
формальным, так как утверждения теоремы 1.1 
могут быть извлечены из теоремы Поста о смеж-
ных классах. Например, цикличность группы 
mA / A0 вытекает из того, что mA / A0 – подгруппа 
циклической группы A* / A0; а цикличность 
группы A* / mA вытекает из цикличности группы 
A* / A0 и изоморфизма 

(A* / A0) / (mA / A0)  A* / mA. 
Используя утверждения 3) и 4) предложе-

ния 1.3.7 [2], несложно получить разложения 
групп A* и mA на непересекающиеся смежные 
классы по подгруппам mA и A0 соответственно. 

Предложение 1.1. Пусть < A, [ ] > – n-арная 
группа, n = k(m – 1) + 1, b ∈ A. Тогда: 

1) A* = mA + θA(b) mA + 2 ( )A bθ mA + …  

… + 2 ( )m
A b−θ mA = 

= mA + mAθA(b) + mA 2 ( )A bθ  + … + mA 2 ( );m
A b−θ  

2) mA = A0 + θA(
1m

b b
−

… )A0 + 

+ 2
Aθ  (

1m

b b
−

… )A0+ … + 1k
A
−θ  (
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b b
−
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= A0 + A0θA(
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… ) + A0
2
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Известное разложение Поста ([1], [2, пред-
ложение 1.4.6]) 

A* = A0 + θA(b)A0 + 2
Aθ  (b)A0 + … + 2 ( )n

A b−θ A0 = 

= A0 + A0θA(b) + A0
2
Aθ  (b) + … + A0

2 ( )n
A b−θ  

может быть получено либо из 1) предыдущего 
предложения при m = n, либо из 2) этого же 
предложения при m = 2. 

Замечание 1.3. Если n = k(m – 1) + 1, то не-
сложно установить, что 

A(i(m–1)) = A(m–1)ui–1 = ui–1A(m–1) 
для любого u ∈ A(m–1), i = 1, …, k. 

Согласно Э. Посту [1], группа G называется 
обертывающей для n-арной группы < A, [ ] >, 
если: 

1) группа G порождается множеством А; 
2) для любых x1, x2, …, xn ∈ A бинарная и 

n-арная операции связаны равенством 
[x1x2 … xn] = x1x2 … xn. 

Любая обертывающая группа G n-арной 
группы < A, [ ] > является гомоморфным образом 
универсальной обёртывающей группы Поста A* 
([1], [2, теорема 1.4.9]). 
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Замечание 1.4. Из утверждения 4) теоремы 
1.1 и определения (k + 1)-арной операции [ ]k+1 
следует, что группа mA является обертывающей 
для (k + 1)-арной группы < A(m–1), [ ]k+1 >. Более 
того, группа mA изоморфна универсальной обёр-
тывающей группе Поста (A(m–1))* для (k + 1)-ар-
ной группы < A(m–1), [ ]k+1 >. 

Группа A* из теоремы Поста о смежных клас-
сах и её подгруппа A0 используются при изучении 
n-арных групп. Яркими примерами эффективного 
использования этих групп являются описание 
В.А. Артамоновым свободных n-арных групп [4] и 
шрайеровых многообразий n-арных групп [5], а 
также разработанная Э. Постом [1] и С.А. Русако-
вым [6] силовская теория n-арных групп. В сле-
дующих разделах будет показано, что при изуче-
нии n-арных групп с успехом может быть исполь-
зована и группа mA, частными случаями которой, 
как отмечалось в конце введения, являются как 
сама группа A*, так и её подгруппа A0. 

 
2 Критерий m-полуабелевости n-арной 

группы 
Напомним, что n-арная группа < A, [ ] > на-

зывается абелевой [7], если в ней для любой под-
становки σ множества {1, …, n} выполняется 
тождество 

[а1а2 … аn] = [аσ(1)аσ(2)…аσ(n)]. 
n-Арная группа < A, [ ] > называется полу-

абелевой [7], если в ней выполняется тождество 
[аа2 … аn–2b] = [bа2 … аn–2а]. 

Э. Пост объединил абелевость и полуабеле-
вость общим понятием, назвав [1] n-арную группу 
< A, [ ] > m-полуабелевой, если m – 1 делит n – 1 и  

(аа2 … аm–2b, bа2 … аm–2а) ∈ θA 
для всех а, а2, …, аm–2, b ∈ А. 

Имеет место следующий критерий m-полу-
абелевости n-арной группы. 

Теорема 2.1 [3]. n-Арная группа < A, [ ] > яв-
ляется m-полуабелевой тогда и только тогда, 
когда группа mA абелева. 

Полагая в теореме 2.1 m = 2, получим 
Следствие 2.1 [1]. n-Арная группа < A, [ ] > 

является абелевой тогда и только тогда, когда 
её универсальная обертывающая группа Поста 
A* абелева. 

Полагая в теореме 2.1 m = n, получим 
Следствие 2.2 [1]. n-Арная группа < A, [ ] > 

является полуабелевой тогда и только тогда, 
когда её соответствующая группа A0 абелева. 

При доказательстве теоремы 2.1 использу-
ется следующая лемма. 

Лемма 2.1. n-Арная группа < A, [ ] > являет-
ся m-полуабелевой тогда и только тогда, когда 
для любых a1, …, am–1, b1, …, bm–1 ∈ A последова-
тельности 

a1 … am–1b1 … bm–1 и b1 … bm–1a1 … am–1 
эквивалентны. 

Замечание 2.1. Если n = k(m – 1) + 1, то не-
посредственным следствием леммы 2.1 является 
равносильность m-полуабелевости n-арной груп-
пы < A, [ ] > и абелевости (k + 1)-арной группы 
< A(m–1), [ ]k+1 > из замечания 0.1. 

 
3 Циклические и полуциклические n-арные 

группы 
Вначале напомним определения полиадиче-

ской степени и циклической n-арной группы. 
Для  любого целого s и любого элемента a 

n-арной (n ≥ 3) группы < A, [ ] > s-ая n-адическая 
степень a[s] этого элемента определяется сле-
дующим образом [1]: 

a[s] = a, если s = 0; 
a[s] = [

( 1) 1s n

a a
− +

… ], если s > 0; 

a[s] – решение уравнения [x
( 1)s n

a a
− −

… ] = a, если s < 0. 

Заметим, что использовать квадратные скоб-
ки в обозначении полиадической степени пред-
ложил Э. Пост. Эти скобки не связаны с симво-
лом n-арной операции. 

n-Арную группу < A, [ ] >, порождённую 
одноэлементным множеством {a}, называют 
циклической n-арной группой, порождённой эле-
ментом a [1]. Сам элемент a в этом случае назы-
вается порождающим.  

Циклическая n-арная группа, порождённая 
элементом a, состоит из всех полиадических сте-
пеней этого элемента. Если < A, [ ] > – конечная 
порядка γ, то 

A = {a[0], a[1], a[2], …, a[γ–1]}. 
Если же < A, [ ] > – бесконечная, то 

A = {a[s] | s – целое}. 
Более подробную информацию о цикличе-

ских n-арных группах можно найти в [1], [2]. 
Здесь же мы сформулируем и докажем новый 
критерий цикличности n-арной группы. 

Лемма 3.1. Пусть n = k(m – 1) + 1, < A, [ ] > 
– n-арная группа, у которой группа mA является 
циклической с порождающим  элементом 
θA(a1 … am–1), где a1, …, am–1 ∈ A. Тогда для 
любого i = 1, …, k верно: 

1) если < A, [ ] > – конечная порядка γ, то 
A(i(m–1)) = { 1 1( )rk i

A ma a+
−θ …  | r = 0, 1, …, γ – 1}; 

2) если < A, [ ] > – бесконечная, то 
A(i(m–1)) = { 1 1( )rk i

A ma a+
−θ …  | r – целое}. 

Доказательство. 1) Положим 
Vi = { 1 1( )rk i

A ma a+
−θ …  | r = 0, 1, …, γ – 1}. 

Ясно, что 
k

i 1=
∪ Vi = 

k

i 1=
∪ { 1 1( )rk i

A ma a+
−θ …  | r = 0, 1, …, γ – 1} = 

={ 1 1( )rk i
A ma a+

−θ …  | i = 1, …, k, r = 0, 1, …, γ – 1} = 
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= { 1 1( )s
A ma a −θ …  | s = 1, …, γk}, 

то есть 
k

i 1=
∪ Vi = { 1 1( )s

A ma a −θ …  | s = 1, …, γk}. 

А так как циклическая группа mA порожда-
ется элементом θA(a1 … am–1) и имеет  порядок 
γk, то из последнего равенства следует, что 

k

i 1=
∪ Vi = mA, откуда и из утверждения 2) теоремы 

1.1 следует 
k

i 1=
∪ Vi = 

k

i 1=
∪ ( ( 1)) ,i mA −                   (3.1) 

где для любых i, j ∈ {1, …, k},  i ≠ j верно 
A(i(m–1)) ∩ A(j(m–1)) = .∅                  (3.2) 

Так как 

1 1( )rk i
A ma a+

−θ …  = 1 1 1 1 ,A m m

rk i

a a a a− −

+

θ … … …  

а длина последовательности 1 1 1 1m m

rk i

a a a a− −

+

… … …  

равна 
(rk + i)(m – 1) = rk(m – 1) + i(m – 1) = 

= r(n – 1) + i(m – 1), 
то 

Vi ⊆ A(i(m–1)).                    (3.3) 
Предположим, что Vi ≠ A(i(m–1)), то есть су-

ществует элемент u ∈ A(i(m–1)) такой, что u ∉ Vi. 

Тогда u ∈ 
k

i 1=
∪ ( ( 1)) ,i mA −  а из (3.2) и (3.3) вытекает 

u ∉ 
k

i 1=
∪ Vi, что противоречит (3.1). Таким обра-

зом, A(i(m–1)) = Vi, то есть верно равенство из 1). 
2) Доказательство проводится аналогично с 

заменой условия r = 0, 1, …, γ – 1 условием r – 
целое. Лемма доказана. 

Лемма 3.2 [2]. Для любого элемента a n-арной 
группы < A, [ ] > и любого целого s справедливо 
равенство θA(a[s]) = (θΑ(a))s(n–1)+1. 

Теперь мы можем сформулировать новый 
критерий цикличности n-арной группы. 

Теорема 3.1. Пусть < A, [ ] > – n-арная груп-
па. Тогда: 

1) если < A, [ ] > – циклическая, порождён-
ная элементом a, то для любого m такого, что 
n = k(m – 1) + 1, группа mA является циклической, 
порождённой элементом θA(

1m

a a
−

… ); 

2) если для некоторого m такого, что 
n = k(m – 1) + 1, группа mA является циклической, 
порождённой элементом θA(

1m

a a
−

… ), то < A, [ ] > 

– циклическая n-арная группа, порождённая эле-
ментом a. 

Доказательство. Сразу же заметим, что n-ар-
ная группа < A, [ ] > и группа mA конечны или 
бесконечны одновременно. 

1) Так как A = {a[r] | r ∈ Z}, то, ввиду пред-
ложения 1.3.7 [2], 

A(i(m–1)) = {θΑ(a[r] 
( 1) 1i m

a a
− −

… ) | r ∈ Z} = 

= {θΑ(a[r])θΑ( 
( 1) 1i m

a a
− −

… ) | r ∈ Z}, 

откуда, учитывая лемму 3.2 и равенство n = k(m –
– 1) + 1, имеем 

A(i(m–1)) = {(θΑ(a))r(n–1)+1(θΑ(a))i(m–1)–1) | r ∈ Z} = 
= {(θΑ(a))rk(m–1)+1(θΑ(a))i(m–1)–1) | r ∈ Z} = 

= {(θΑ(a))(rk+i)(m–1) | r ∈ Z} = 
= {((θΑ(a)m–1)rk+i | r ∈ Z} =  
= {(θA(

1m

a a
−

… ))rk+i | r ∈ Z}, 

то есть 
A(i(m–1)) = {(θA(

1m

a a
−

… ))rk+i | r ∈ Z}. 

Тогда по теореме 1.1 

mA = 
k

i 1=
∪ ( ( 1))i mA −  = 

k

i 1=
∪ {(θA(

1m

a a
−

… ))rk+i | r ∈ Z} = 

= {(θA(
1m

a a
−

… ))rk+i | i = 1, …, k, r ∈ Z} = 

= {(θA(
1m

a a
−

… ))s | s ∈ Z}, 

то есть mA = {(θA(
1m

a a
−

… ))s | s ∈ Z}. Следователь-

но, mA – циклическая группа, порождённая эле-
ментом θA(

1m

a a
−

… ). 

2) По лемме 3.1 
A(m–1) = { 1

1

( )rk
A

m

a a+

−

θ …  | r – целое}. 

Тогда, используя равенство (0.1) при i = m – 1, 
a1, …, an–m+1 = a, а также лемму 3.2, получим 

A′ = A(m–1)θA(
1m

a a
−

… ) =  

= { 1

1

( )rk
A

m

a a+

−

θ … θA(
1n m

a a
− +

… ) | r – целое} = 

= {(θA(
1m

a a
−

… ))rk+1θA(
( 1)( 1) 1k m

a a
− − +

… ) | r – целое} =  

= {(θA(
1m

a a
−

… ))rk+1(θA(a))(k–1)(m–1)+1 | r – целое} = 

= {(θA(a))(rk+1)(m–1)(θA(a))(k–1)(m–1)+1 | r – целое} = 
= {(θA(a))(r+1)k(m–1)+1 | r – целое} = 
= {(θA(a))(r+1)(n–1)+1 | r – целое} = 

= {(θA(a[r+1]) | r – целое}. 
Таким образом, 

A′ = {(θA(a[s]) | s – целое}. 
А так как A′ = {θA(b) ⏐ b ∈ A}, то A = {a[s] | s 

– целое}. Следовательно, < A, [ ] > – циклическая 
n-арная группа, порождённая элементом a. Тео-
рема доказана. 
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Полагая в теореме 3.1 m = 2, получим 
Следствие 3.1 ([1], [2, теорема 2.5.22]). 

n-Арная группа < A, [ ] > является циклической с 
порождающим элементом a тогда и только 
тогда, когда её универсальная обертывающая 
группа Поста A* – циклическая с порождающим 
элементом θA(a). 

Напомним, что n-арная группа < A, [ ] > на-
зывается полуциклической [2], если её соответст-
вующая группа A0 циклическая. Так как для вся-
кой n-арной группы < А, [ ] > мощности мно-
жеств А и A0 совпадают, то любая n-арная группа 
простого порядка является полуциклической. 
Подробному изучению полуциклических n-арных 
групп посвящена статья [8]. 

Полагая в теореме 3.1 m = n, получим 
Следствие 3.2 [2, теорема 2.5.23]. n-Арная 

группа < A, [ ] > является циклической с порож-
дающим элементом a тогда и только тогда, 
когда её соответствующая группа A0 – цикличе-
ская с порождающим элементом θA(

1n

a a
−

… ). 

Сформулируем ещё одно следствие из тео-
ремы 3.1. 

Следствие 3.3. Пусть < A, [ ] > – n-арная 
группа. Если для некоторого элемента a ∈ A и 
некоторого m такого, что n = k(m – 1) + 1, груп-
па mA порождается элементом θA(

1m

a a
−

… ), то 

универсальная обертывающая группа Поста A* 
порождается элементом θA(a). 

 
4 m-Полуциклические n-арные группы 
Как уже отмечалось, подгруппа mA группы A*, 

как и её частные случаи – сама группа A* и её под-
группа A0, могут быть использованы при изучении 
n-арных групп. Одним из примеров такого исполь-
зования может служить теорема 2.1. Продемонст-
рируем это также на примере m-полуциклических 
n-арных групп, которые мы определим по аналогии 
с m-полуабелевыми n-арными группами, оттал-
киваясь от критерия m-полуабелевости n-арной 
группы, сформулированного в теореме 2.1. 

Определение 4.1. Пусть m – 1 делит n – 1. 
n-Арная группа < A, [ ] > называется m-полуцик-
лической, если существуют такие элементы 
a1, …, am–1 ∈ A, что группа mA является цикличе-
ской с порождающим элементом θA(a1 … am–1). 
Последовательность a1 … am–1 в этом случае на-
зывается порождающей для m-полуциклической 
n-арной группы < A, [ ] >. 

Так как 2A = A*, то, согласно следствию 3.1, 
циклические n-арные группы – это в точности 
2-полуциклические n-арные группы. 

Так как nA = A0, то полуциклические n-арные 
группы – это в точности n-полуциклические n-ар-
ные группы. 

Таким образом, циклические и полуцикли-
ческие n-арные группы являются частными слу-
чаями m-полуциклических n-арных групп при 
m = 2 и m = n. 

Имеет место 
Предложение 4.1. Справедливы следующие 

утверждения: 
1) всякая циклическая n-арная группа явля-

ется m-полуциклической; 
2) всякая m-полуциклическая n-арная группа 

является полуциклической; 
3) всякая m-полуциклическая n-арная группа 

является m-полуабелевой. 
Доказательство. 1) Если < A, [ ] > – цикли-

ческая n-арная группа, порождённая элементом 
a, то по теореме 3.1 группа mA является цикличе-
ской, порождённой элементом θA(

1m

a a
−

… ). Тогда, 

согласно определению 4.1, < A, [ ] > – m-полу-
циклическая n-арная группа, порождённая по-
следовательностью 

1m

a a
−

… . 

2) Следует из включения A0 ⊆ mA. 
3) Следует из теоремы 2.1. Предложение 

доказано. 
Пример 4.1. Пусть < Z2, [ ] > – 7-арная груп-

па, производная от циклической группы 
Z2 = {1, a} второго порядка с порождающим эле-
ментом a. Положим 

ui = θA(1 1
i
… ), vi = θA( 1 1

i
a … ), i = 1, …, 6. 

Тогда: универсальная обёртывающая группа 
Поста *

2Z  = {ui, vi ⏐ i = 1, …, 6} имеет порядок 12 
и является объединением множеств 

( )
2

iZ  = {ui, vi}, i = 1, …, 6; 
подгруппа 3Z2 = {u2, u4, u6, v2, v4, v6} группы *

2Z  
имеет порядок 6 и является объединением 
множеств (2)

2 ,Z  (4)
2 ,Z  (6)

2 .Z  Так как 
2
2ν  = u4, 3

2ν  = v6, 4
2ν  = u2, 5

2ν  = v4, 6
2ν  = u6, 

то 3Z2 – циклическая группа с порождающим 
элементом v2 = θA(a1). Следовательно, < Z2, [ ] > 
– 3-полуциклическая 7-арная группа с порож-
дающей последовательностью a1. 

Так как 
[

7
1 1… ] = 1, [

7

a a… ] = a, 

то 7-арная группа < Z2, [ ] > не является цикличе-
ской. 

Пример 4.1 показывает, что в общем случае 
класс всех m-полуциклических n-арных групп 
шире класса всех циклических n-арных групп. 

Пример 4.2. Пусть B3 = {(12), (13), (23)} – 
множество всех нечётных подстановок множест-
ва {1, 2, 3}, < B3, [ ] > – 7-арная группа с 7-арной 
операцией, производной от операции в симмет-
рической группе S3. Положим 

ui = θA( (12) (12)
i

… ), vi = θA((13) 
1

(12) (12)
i−

… ), 

wi = θA((23) 
1

(12) (12)
i−

… ), i = 1, …, 6. 
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Тогда: универсальная обёртывающая группа 
Поста *

3B  = {ui, vi, wi ⏐ i = 1, …, 6} имеет порядок 
18 и является объединением множеств ( )

3
iB  = {ui, 

vi, wi}, i = 1, …, 6; подгруппа 3B3 = {u2, u4, u6, v2, 
 v4, v6, w2, w4, w6} группы *

3B  имеет порядок 9 и 
является объединением множеств (2)

3 ,B  (4)
3 ,B  

(6)
3 .B  Так как 

2
2u  = u4, 3

2u  = u6, 4
2u  = u2, 

2
2v  = w4, 3

2v  = u6, 4
2v  = v2, 

то {u2, u4, u6 } и {v2, w4, u6} – две циклические 
подгруппы третьего порядка группы 3B3, которая 
по этой причине не является циклической. Сле-
довательно, 7-арная группа < B3, [ ] > не является 
3-полуциклической. При этом < B3, [ ] > как 7-ар-
ная группа простого порядка является полуцик-
лической. 

Пример 4.2 показывает, что в общем случае 
класс всех m-полуциклических n-арных групп уже 
класса всех полуциклических n-арных групп. 

Критерий m-полуабелевости из замечания 2.1 
наводит на мысль о существовании аналогичного 
критерия m-полуцикличности. Следующая тео-
рема показывает, что это действительно так. 

Теорема 4.1. n-Арная группа < A, [ ] > явля-
ется конечной (бесконечной) m-полуциклической 
с порождающей последовательностью a1 … am–1 
тогда и только тогда, когда (k + 1)-арная группa 
< A(m–1), [ ]k+1 > – конечная (бесконечная) цикличе-
ская, порожденная элементом θA(a1 … am–1). 

Доказательство. Сразу же заметим, что 
множества A и A(m–1) равномощны. 

Считаем вначале < A, [ ] > – конечная по-
рядка γ. 

Необходимость. Так как < A, [ ] > – m-полу-
циклическая n-арная группа с порождающей по-
следовательностью a1 … am–1, то m – 1 делит n – 1, 
а группа mA является циклической, порождённой 
элементом v = θA(a1 … am–1). 

Полагая в утверждении 1) леммы 3.1 i = 1, 
получим 

A(m–1) = {vrk+1 | r = 0, 1, …, γ – 1}. 
Для любого r = 0, 1, …, γ – 1 имеем 

v[0] = v, 
v[r] = [

1rk

v v
+

… ]k+1 = 

= [ 1 1 1 1

1

( ) ( )A m A m

rk

a a a a− −

+

θ θ… … … ]k+1 = 

= 1 1 1 1

1

( )A m m

rk

a a a a− −

+

θ … … …  = 

= 1 1 1 1

1

( ) ( )A m A m

rk

a a a a− −

+

θ θ… … …  = 

= (θA(a1 … am–1))rk+1 = vrk+1, 
то есть 

v[0] = v, v[1] = vk+1, 
v[2] = v2k+1, …, v[γ–1] = v(γ–1)k+1.        (4.1) 

В правых частях равенств из (4.1) стоят сте-
пени элемента v = θA(a1 … am–1), порождающего 
циклическую группу mA. А так как порядки всех 
степеней в правых частях равенств из (4.1) не 
превосходят порядка γk группы mA, то среди этих 
степеней нет одинаковых. Но тогда и среди 
стоящих в левых частях равенств из (4.1) поли-
адических степеней элемента v = θA(a1 … am–1) 
(k + 1)-арной группы < A(m–1), [ ]k+1 > также нет 
одинаковых элементов. Таким образом, множе-
ство 

A(m–1) = {v, vk+1, v2k+1, …, v(γ–1)k+1} = 
= {v[0], v[1], v[2], …, v[γ–1]} 

состоит из различных полиадических степеней эле-
мента v = θA(a1 … am–1). Следовательно, (k + 1)-ар-
ная группа < A(m–1), [ ]k+1 > является циклической, 
порождённой элементом v = θA(a1 … am–1). 

Достаточность. Так как < A(m–1), [ ]k+1 > – 
конечная циклическая (k + 1)-арная группа, по-
рожденная элементом v = θA(a1 … am–1), то 

A(m–1) = {v[0], v[1], v[2], …, v[γ–1]}, 
откуда, ввиду (4.1), вытекает 

A(m–1) = {v, vk+1, v2k+1, …, v(γ–1)k+1}. 
Тогда, используя замечание 1.3, получим 

A(i(m–1)) = A(m–1)vi–1 = {vi, vk+i, v2k+i, …, v(γ–1)k+i} 
для любого i = 1, …, k. Так как 

k

i 1=
∪ {vi, vk+i, v2k+i, …, v(γ–1)k+i} = {vs | s = 1, …, γk}, 

то из предыдущего равенства следует 
k

i 1=
∪ ( ( 1))i mA − = {vs | s = 1, …, γk}. 

Следовательно, группа mA порождается эле-
ментом v = θA(a1 … am–1). Соответственно, < A, [ ] > 
– конечная m-полуциклическая, порожденная 
последовательностью a1 … am–1. 

Считаем теперь n-арную группу < A, [ ] > 
бесконечной. 

Необходимость. Снова mA – циклическая 
группа, порождённая элементом v = θA(a1 … am–1). 

Полагая в утверждении 2) леммы 4.1 i = 1, 
получим 

A (m–1) = { 1 1( )rk i
A ma a+

−θ …  | r – целое}. 
Так же, как и в конечном случае, получают-

ся равенства 
v[0] = v, v[1] = vk+1, v[2] = v2k+1, …, v[r] = vrk+1, …, 

то есть v[r] = vrk+1 для любого целого r ≥ 0. 
Для целого r < 0 полиадическая степень v[r] 

элемента v = θA(a1 … am–1) является решением 
уравнения [x

rk

v v
−

… ]k+1 = v. Тогда последовательно 

получаем 
[v[r] 1 1 1 1( ) ( )A m A m

rk

a a a a− −

−

θ θ… … … ]k+1 = 

= θA(a1 … am–1), 
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v[r] 1 1 1 1( ) ( )A m A m

rk

a a a a− −

−

θ θ… … …  = 

= θA(a1 … am–1), 
v[r] = (θA(a1 … am–1))rk+1, 

то есть v[r] = vrk+1 для любого целого r < 0. 
Таким образом,  

v[r] = vrk+1, r – целое.                   (4.2) 
В правых частях равенств из (4.2) стоят сте-

пени элемента v = θA(a1 … am–1), порождающего 
бесконечную циклическую группу mA. Тогда сре-
ди стоящих в левых частях равенств из (4.2) поли-
адических степеней элемента v = θA(a1 … am–1) нет 
одинаковых. Таким образом, множество 

A(m–1) = {vrk+1 | r – целое} = {v[r] | r – целое} 
состоит из различных полиадических степеней 
элемента v = θA(a1 … am–1). Следовательно, 
(k + 1)-арная группа < A(m–1), [ ]k+1 > является бес-
конечной циклической, порождённой элементом 
v = θA(a1 … am–1). 

Достаточность Так как < A(m–1), [ ]k+1 > – 
бесконечная циклическая (k + 1)-арная группа, 
порожденная элементом v = θA(a1 … am–1), то 

A(m–1) = {v[r] | r – целое}, 
откуда, ввиду (4.2), вытекает 

A(m–1) = {vrk+1 | r – целое}. 
Тогда, используя замечание 1.3, получим 

A(i(m–1)) = A(m–1)vi–1 = {vrk+i | r – целое} 
для любого i = 1, …, k. Так как 

k

i 1=
∪ {vrk+i | r – целое} = {vs | s – целое}, 

то из предыдущего равенства следует 
k

i 1=
∪ ( ( 1))i mA − = {vs | s – целое}. 

Следовательно, бесконечная циклическая 
группа mA порождается элементом v = θA(a1 … am–1). 
Соответственно, < A, [ ] > – бесконечная m-полу-
циклическая, порожденная последовательностью 
a1 … am–1. Теорема доказана. 

Полагая в теореме 4.1 m = 2, получим 
Следствие 4.1. n-Арная группа < A, [ ] > яв-

ляется конечной (бесконечной) циклической, по-
рожденной элементом a, тогда и только тогда, 
когда n-арная группa < A′, [ ]n > из замечания 0.1 
– конечная (бесконечная) циклическая, порож-
денная элементом θA(a). 

Заметим, что следствие 4.1 является также 
следствием изоморфизма ϕ: a → θA(a) n-арной 
группы < A, [ ] > на n-арную группу < A′, [ ]n >. 

Полагая в теореме 4.1 m = n, получим 
Следствие 4.2. n-Арная группа < A, [ ] > яв-

ляется конечной (бесконечной) полуциклической, 
порожденной последовательностью a1 … an–1, 
тогда и только тогда, когда группa A0 – конеч-
ная (бесконечная) циклическая, порожденная 
элементом θA(a1 … an–1). 

Как видим, следствие 4.2 равносильно оп-
ределению m-полуциклической n-арной группы. 

Замечание 4.1. Если полуциклическая n-ар-
ная группа порождается последовательностью 

1

,
n

a a
−

…  то по следствию 3.2 она является цикли-

ческой, порожденной элементом a. 
Приведём ещё один критерий m-полуцик-

личности n-арной группы. Для этого зафиксиру-
ем в n-арной группе < A, [ ] >, где n = k(m – 1) + 1, 
элементы c1, …, cm–2 и определим на A (k + 1)-ар-
ную операцию 

21,1][
−+ mcck …  следующим образом: 

[а1а2 … аk+1 21,1]
−+ mcck …  = 

= [а1c1 … cm–2а2c1 … cm–2 … аkc1 … cm–2аk+1]. 
Проведя соответствующие вычисления (см., 

например, [2]), можно убедиться в том, что 
< A, 

21,1][
−+ mcck …  > – (k + 1)-арная группа. Этот 

результат может быть получен и как следствие 
изоморфизма из следующей леммы. 

Лемма 4.1. Пусть n = k(m – 1) + 1, < A, [ ] > 
– n-арная группа, c1, …, cm–2 ∈ A. Тогда (k + 1)-ар-
ные группы< A(m–1), [ ]k+1 > и < A, 

21,1][
−+ mcck …  > 

изморфны. 
Доказательство. Определим отображение 

τ: A(m–1) → A по правилу 
τ: θA(ac1 … cm–2) → a. 

Ясно, что τ – биекция A(m–1) на A. 
Для любых 

θA(а1c1 … cm–2), …, θA(аk+1c1 … cm–2) ∈ A(m–1) 
имеем 

τ([θA(а1c1 … cm–2) … θA(аk+1c1 … cm–2)]k+1) = 
= τ(θA([а1c1 … cm–2 … аkc1 … cm–2аk+1]c1 … cm–2)) = 

= [а1c1 … cm–2 … аkc1 … cm–2аk+1] = 
= [а1а2 … аk+1 21,1]

−+ mcck …  = 

= [τ(θA(а1c1 … cm–2))τ(θA(а2c1 … cm–2))… 
… τ(θA(аk+1c1 … cm–2)) 21,1]

−+ mcck … , 

то есть 
τ([θA(а1c1 … cm–2) … θA(аk+1c1 … cm–2)]k+1) = 

= [τ(θA(а1c1 … cm–2)) … 
… τ(θA(аk+1c1 … cm–2)) 21,1]

−+ mcck … . 

Лемма доказана. 
Теорема 4.1 и лемма 4.1 позволяют сформу-

лировать следующий критерий m-полуциклич-
ности n-арной группы. 

Теорема 4.2. Пусть n = k(m – 1) + 1, < A, [ ] > 
– n-арная группа. Тогда: 

1) если < A, [ ] > – m-полуциклическая с по-
рождающей последовательностью a1 … am–1, то 
для любых c1, …, cm–2 ∈ A (k + 1)-арная группа 
< A, 

21,1][
−+ mcck …  > – циклическая с порож-

дающим элементом a, который однозначно 
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определяется из условия 
θA(a1 … am–1) = θA(ac1 … cm–2); 

2) если для некоторых c1, …, cm–2 ∈ A 
(k + 1)-арная группа < A, 

21,1][
−+ mcck …  > – цик-

лическая с порождающим элементом a, то 
< A, [ ] > – m-полуциклическая с порождающей 
последовательностью ac1 … cm–2. 

При m = 2 оба утверждения теоремы 4.2  
тривиальны. 

Полагая в теореме 4.2 m = n, получим 
Следствие 4.3. Пусть < A, [ ] > – n-арная 

группа. Тогда: 
1) если < A, [ ] > – полуциклическая с поро-

ждающей последовательностью a1 … an–1, то 
для любых c1, …, cn–2 ∈ A группа 
< A, 

21,2][
−ncc …  > – циклическая с порождаю-

щим элементом a, который однозначно опреде-
ляется из условия θA(a1 … an–1) = θA(ac1 … cn–2); 

2) если для некоторых c1, …, cn–2 ∈ A группа 
< A, 

21,2][
−ncc …  > – циклическая с порождаю-

щим элементом a, то n-арная группа < A, [ ] > – 
полуциклическая с порождающей последова-
тельностью ac1 … cn–2. 

Замечание 4.2. Для обозначения операции 

21,2][
−ncc …  используется также любой из сим-

волов © или °c из теоремы Поста – Глускина –
Хоссу [2], [9], где cc1 … cn–2 – нейтральная по-
следовательность. 
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