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Пусть F  – класс групп. Конечная группа G называется ca - F -группой, если каждый ее абелевый главный фактор 
F -централен, а каждый неабелевый главный фактор является простой группой. Установлено, что класс всех ca - F -групп 
образует композиционную формацию. Исследованы свойства произведений нормальных ca - F -подгрупп конечных 
групп. 
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Let F  be a class of groups. A finite group G  is called a ca - F -group if its every abelian chief factor of G  is F -central and 
every nonabelian chief factor of G  is a simple group. It is established that the class of ca - F -groups forms a composite for-
mation. The properties of the products of normal ca - F -subgroups of finite groups are investigated. 
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Введение  
Рассматриваются только конечные группы. 

Центральными в теории классов групп являются 
концепции локальной и композиционной форма-
ции. Понятие локальной формации, введенное 
Гашюцем [1] в 1963 году, в настоящее время яв-
ляется классическим и активно применяется в 
исследовании различных вопросов теории групп 
и ее приложениях. Примерами локальных фор-
маций являются классы всех разрешимых, ниль-
потентных и сверхразрешимых групп.  

Определение композиционной формации 
было впервые введено Л.А. Шеметковым в [2] и 
Р. Бэром в неопубликованной работе [3, с. 370]. 
Каждая локальная формация является компози-
ционной. Класс всех квазинильпотентных групп 
является примером композиционной формации, 
не являющейся локальной.  

В 1988 году В.А. Ведерниковым в работе [4] 
был предложен целый ряд интересных классов 
групп и среди них класс cU  всех c -сверхразре-
шимых групп и класс caU  всех ca -сверхразре-
шимых групп. Напомним, что группа G  называ-
ется c -сверхразрешимой, если она обладает 
главным рядом, все факторы которого являются 
простыми группами, и ca -сверхразрешимой, 
если она является c -сверхразрешимой и каждый 
ее абелев фактор централен в G.  Класс cU  был 
подробно изучен в работе А.Ф. Васильева и 
Т.И. Васильевой [5]. В частности, было доказано, 

что класс cU  является композиционной, но не 
локальной формацией. В работе [6] Д. Робинсо-
ном были найдены структурные свойства c-сверх-
разрешимых групп.  

Ввиду роста приложений композиционных 
формаций в различных вопросах теории групп 
возникает задача нахождения новых примеров и 
серий композиционных формаций. Так, в рабо-
тах [7], [8] А.Н. Скибой и Го Вэньбинем была 
введена конструкция класса квази- F -групп, с 
помощью которой были получены новые приме-
ры композиционных формаций, исследованы их 
свойства и приложения.  

По аналогии с [7], [8] в настоящей работе 
введено понятие ca - F -группы. Доказано, что 
класс всех ca - F -групп является композиционной 
формацией, если F  – насыщенная формация. Ус-
тановлены свойства групп, представимых в про-
изведение своих нормальных ca - F -подгрупп.  
 

1 Предварительные сведения  
В работе используется обозначения и опре-

деления из монографий [2], [3], [9]. Приведем 
некоторые из них.  

H K  – полупрямое произведение групп 
H  и K;   

F  – некоторый класс групп;  
U  – класс всех сверхразрешимых групп;  
N  – класс всех нильпотентных групп;  

pN  – класс всех p -групп;  

МАТЕМАТИКА

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



О конечных ca- F  группах 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 2 (19), 2014 65

GF  – F -корадикал группы G.   
Формацией называется класс, замкнутый 

относительно факторгрупп и подпрямых произ-
ведений. Формация F  называется насыщенной, 
если из G N/ ∈ ,F  где ( ),N G≤ Φ  следует, что 
G∈ .F   

Экраном [2] называется отображение f клас-
са G  всех групп в множество классов групп, 
если для любой группы G выполняются следую-
щие условия:  

1) ( )f G  – формация;  
2) ( ) ( ) (Ker )f G f G fϕ ϕ⊆ ∩  для любого го-

моморфизма ϕ  группы G;   
3) (1)f = .G   
При этом экран f называется локальным, ес-

ли он p-постоянен для любого простого p 
( ( ) ( ) ( )f R f S f p= =  для любых двух неединич-
ных p -групп R  и S ) и ( )( ) ( )p Gf G f pπ∈= ∩  для 
любой группы 1G ≠ .  Экран f  называется ком-
позиционным, если для любой группы 1G ≠  
имеет место ( ) ( )f G f H K= ∩ / ,  где H K/  про-
бегает все композиционные факторы группы G.   

Формация F  называется локальной, если 
она имеет хотя бы один локальный экран f ,  т. е. 

{ ( ) ( ) ( )}GG G C H K f p p H Kπ= : / / ∈ ,∀ ∈ / .F  
Обозначается ( )LF f= .F  Формация F  называ-
ется композиционной, если она имеет хотя бы 
один композиционный экран f ,  т. е. 

{ ( ) ( ) ( )}GG G C H K f A A K H K= : / / ∈ ,∀ ∈ / .F  
Обозначается ( )CLF f= .F  

Теорема 1.1 [3, теорема 4.6]. Формация ко-
нечных групп насыщена тогда и только тогда, 
когда она локальна.  

Внутренним экраном формации F  называ-
ется такой экран f ,  что ( )f G f⊆  для любой 
неединичной группы G.  Экран f  называется 
максимальным внутренним локальным (компо-
зиционным) экраном формации ,F  если f  явля-
ется максимальным элементом множества всех 
внутренних локальных (композиционных) экра-
нов формации .F   

Класс групп F  называется радикальным или 
классом Фитинга [2], если F  nS -замкнут и R -зам-
кнут, т. е. содержит всякую группу G HK= ,  где 
H  и K  – нормальные F -подгруппы в G.   

Теорема 1.2 [2]. Пусть f – максимальный 
внутренний локальный экран формации .F  Фор-
мация F  R -замкнута тогда и только тогда, ког-
да для любого просто p формация ( )f p  R -зам-
кнута.  

Класс групп F  называется полурадикаль-
ным [10], если F  nS -замкнут и содержит всякую 
группу G HK= ,  где H  и K  – нормальные в G  
F -подгруппы такие, что G H/  и G K/  не име-
ют общих (с точностью до изоморфизма) абеле-
вых композиционных факторов.  

Теорема 1.3 [10]. Пусть h  – внутренний 
композиционный экран формации .F  Тогда спра-
ведливы следующие утверждения:  

1) если полурадикален экран h,  то полура-
дикальна формации ;F  

2) если полурадикальна формация ,F  то ее 
максимальный внутренний композиционный эк-
ран полурадикален.  

Лемма 1.4 [2]. Пусть f – локальный экран 
формации .F  Группа G  тогда и только тогда 
принадлежит ,F  когда ( ) ( )pG F G f p/ ∈  для 
любого ( )p Gπ∈ .   

Лемма 1.5 [5]. Пусть F  – формация и N – 
минимальная нормальная подгруппа группы G  
такая, что N pα| |=  для некоторого простого 
числа p.  Если N  содержится в подгруппе H  из 
G  и ( )HH C U V/ / ∈ F  для любого H -главного 
фактора U V/  группы N,  то ( )H pH C N/ ∈ .FN  
 

2 Определение и свойства класса ca-F -групп 
Определение 2.1 [9]. Пусть F  – класс 

групп. Главный фактор H K/  группы G  назы-
вается F -центральным, если 

( )GH K G C H K/ / / ∈ .F  
В противном случае фактор H K/  называется 
F -экцентральным.  

Определение 2.2. Пусть F  – класс групп. Бу-
дем говорить, что группа G является ca- F -груп-
пой, если каждый ее абелевый главный фактор 
является F -центральным, а каждый неабеле-
вый главный фактор является простой группой.  

Класс всех ca- F -групп обозначим через ca .F   
Лемма 2.3. Пусть F  – класс групп. Тогда 

класс caF  является непустой формацией.  
Доказательство. Пусть caG∈F  и N G.  

Докажем, что G N/  также является ca - F -груп-
пой. Рассмотрим главный ряд группы G,  прохо-
дящий через подгруппу N :   

1 11 i i nG … G N G … G G+= < < = < < < = .  
Тогда любой главный фактор 1j jG G+ /  яв-

ляется F -центральным, если он абелев, и изо-
морфен простой группе, если неабелев. Рассмот-
рим главный ряд группы G N/ :   

11 i i nG N G N … G N G N+= / < / < < / = / .  
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В силу G -изоморфизма факторов 

1 1( ) ( )j j j jG N G N G G+ +/ / / /  
любой главный фактор 1( ) ( )j jG N G N+ / / /  явля-
ется либо F -центральным, либо изоморфен про-
стой группе. Следовательно, G N/  – ca- F -группа.  

Пусть 1 caG N/ ∈ F  и 2 caG N/ ∈ ,F  1N G  и 

2N G.  Из леммы 1.3 [2] следует, что любой 
главный фактор группы 1 2( )G N N/ ∩  G -изо-
морфен либо некоторому главному фактору 
группы 1G N/ ,  либо некоторому главному фак-
тору группы 2G N/ .  Отсюда следует, что группа 

1 2( ) caG N N/ ∩ ∈ .F   
Следовательно, класс caF  является форма-

цией. Лемма доказана.  
Теорема 2.4. Пусть F  – насыщенная фор-

мация и f  – ее максимальный внутренний ло-
кальный экран. Тогда формация caF  является 
композиционной и имеет максимальный внут-
ренний композиционный экран h  такой, что 

( ) cah N = ,F  если N  – простая неабелева группа 
и ( ) ( )h N f p= ,  если N  – простая p -группа, p  
– простое число.  

Доказательство. Пусть h – композицион-
ный экран такой, что для любой простой группы 
N значение экрана ( ) ( )h N f p= ,  если N – p-груп-
па и ( ) cah N = ,F  если N  – неабелева группа. Обо-
значим через ( )CLF h= .X  Покажем, что ca= .FX   

Предположим, что множество ca\ FX  не 
пусто, и выберем в нем группу G  наименьшего 
порядка. Так как X  и caF  являются формациями, 
то в G имеется единственная минимальная нор-
мальная подгруппа N,  которая совпадает с caF -ко-

радикалом группы G,  т. е. caN G= .F   
Пусть N  – неабелева группа. Если N G= ,  

то G  – простая группа и caG∈ .F  Противоречие. 
Будем считать, что N G≠ .  Заметим, что 

( )GC N N G∩ .  Из неабелевости и минимально-
сти N  следует, что ( ) 1GC N = .  Так как G∈ ,X  
то ( ) ( )G caG C N G h N/ ∈ = .F  Получили проти-
воречие с выбором группы G.   

Пусть N  – абелева p -группа для некоторо-
го простого числа p.  Из G∈X  следует, что 

( ) ( ) ( )GG C N h N f p/ ∈ = ⊆ .F  Рассмотрим полу-
прямое произведение ( )GR N G C N= / .  Заме-
тим, что N  – минимальная нормальная подгруп-
па в R  и ( ) ( ) ( )R pC N N F R F R= = = .  Тогда 

( ) ( ) ( )p GR F R G C N h p/ / ∈ .  По лемме 1.4 полу-
чаем, что R∈ .F  То есть фактор 1N /  является 

F -центральным в G.  Отсюда и из caG N/ ∈F  
получаем caG∈ .F  Противоречие. Таким обра-
зом, ca⊆ .FX   

Докажем обратное включение. Предполо-
жим, что множество ca \F X  не пусто, и выберем 
в нем группу G  наименьшего порядка. Так как 

caF  и X  – формации, то можно считать, что в G  
имеется единственная минимальная нормальная 
подгруппа N  такая, что N G= .X   

Пусть N  – неабелева группа. Тогда 
( ) 1GC N = .  Из ( ) ( )G caG C N G h N/ ∈ = ,F  сле-

дует, что главный фактор N  является h -
центральным в G.  Отсюда и из G N/ ∈X  полу-
чаем, что G∈ .X  Противоречие с выбором G.   

Пусть N  – абелева p -группа для некоторо-
го простого p.  Так как caG∈ ,F  то N  – F -цен-
тральна в G.  Следовательно,  

( )GR N G C N= / ∈ ,F  
где N  – минимальная нормальная подгруппа в 
R  и ( ) ( ) ( ).G pC N N F R F R= = =  По лемме 1.4 
получаем, что ( ) ( ) ( )p GR F G G C N h p/ / ∈ .  От-
сюда и из G N/ ∈X  следует, что G∈ .X  Проти-
воречие. Итак, ca ⊆ ,F X  тем самым равенство 

ca= FX  установлено. Теорема доказана.  
 

3 Свойства произведений нормальных 
ca - F -подгрупп  

Установим свойства групп, представимых в 
произведение своих нормальных ca - F -подгрупп. 
Для этого нам потребуется следующие леммы.  

Лемма 3.1. Пусть группа G  имеет неабе-
леву единственную минимальную нормальную 
подгруппу N  такую, что caG N/ ∈ .F  Если 
G HK= ,  где H  и K  – нормальные ca - F -под-
группы из G,  то caG∈ .F   

Доказательство. Заметим, что N H K⊆ ∩ .  
Пусть R  – минимальная нормальная подгруппа 
группы H ,  содержащаяся в N .  Так как caH ∈ ,F  
то R  – простая неабелева группа. Прямой про-
веркой устанавливается, что gR H  для любого 
g G∈ .  Из N G  следует, что произведение 

x y zR R …R N⊆ ,  где x y … z, , ,  – все элементы 
группы G.  Из минимальности N  получаем 

.x y zN R R …R=  Выберем элементы 1 2 , , ng g … g,  

группы G так, чтобы 1 2 ngg gN R R …R=  и ji ggR R≠  
для любых i j≠ .  Ввиду простоты R  имеем 

1ji ggR R∩ =  для i j≠ ,  т. е. 
1 2 ngg gN R R … R= × × × .  

Аналогично, минимальная нормальная подгруп-
па L  группы K ,  содержащаяся в N ,  обладает 
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следующими свойствами: L  – простая неабелева 
группа; hL K  для любого h G∈ ;   

1 2 mhh hN L L … L= × × × ,  
где 1 2 mh h …h,  – элементы группы G  такие, что 

ji hhL L≠  для любых i j≠ .  Ввиду утверждения а) 
леммы 13.16 [11, гл. X] и простоты L  для любо-
го {1 2 }i … m∈ , , ,  имеем i kh gL R=  для некоторого 

{1 2 }k … n∈ , , , .  Тогда из  
1 2 1 2n mg hg g h hN R R … R L L … L= × × × = × × ×  

получаем, что n m= ,  т. е. 
1 2 1 2{ } { }n mg hg g h hR R …R L L …L= .  

Так как 1 kghL R=  для некоторого {1 2 }k … n∈ , , , ,  

то 1( ) ( )kgh
G GN L N R HK G= ⊇ = .  Это означает, 

что 1hL G.  Отсюда и из минимальности N  
следует равенство 1hN L= ,  т. е. N  проста. Так 
как caG N/ ∈ ,F  то caG∈ .F  Лемма доказана.  

Лемма 3.2. Если локальная формация F  яв-
ляется nS -замкнутой, то и формация caF  также 

nS -замкнута.  
Доказательство. Пусть G – группа наи-

меньшего порядка, такая, что caG∈ F  и в G  су-
ществует нормальная подгруппа R,  которая не 
принадлежит ca .F  Выберем минимальную нор-
мальную подгруппу N  группы G,  содержащую-
ся в R.  По индукции caR N/ ∈ .F   

Пусть N  – абелева p -группа для некоторо-
го простого p.  Так как ( )GN G C N/ ∈ F  и 
формация F  является nS -замкнутой, то N ∈F  и 

( ) ( )GG C N h p/ ∈ ,  
где h – максимальный внутренний локальный 
экран формации .F  Так как формация F  являет-
ся nS -замкнутой, то по теореме 4.7 из [2] форма-
ция ( )h p  также nS -замкнута. Тогда  

( ) ( ) ( ) ( )G G RRC N C N R C N h p/ / ∈ .  
Нетрудно видеть, что любой главный фактор 
группы R,  лежащий в R,  является h -централь-
ным в R,  а следовательно и F -центральным в 
R.  Отсюда и из caR N/ ∈ F  следует, что caR∈ .F  
Получили противоречие.  

Если N – неабелева группа, то N – простая 
группа, так как caG∈ .F  Тогда caR∈ .F  Данное 
противоречие завершает доказательство леммы.  

Лемма 3.3. Пусть F  – насыщенная полура-
дикальная формация. Если группа G HK= ,  где 
H  и K  – нормальные в G  ca - F -подгруппы 
такие,  что  G H/  и G K/  не  имеют общих  
(с точностью до изоморфизма) абелевых компо-

зиционных факторов, то G  также является 
ca - F -группой.  

Доказательство. Пусть G  – группа наи-
меньшего порядка для которой утверждение 
леммы неверно. Обозначим через N  – мини-
мальную нормальную подгруппу группы G.   

Покажем, что для G N/  условия леммы 
выполняются. Рассмотрим 

G N HN N KN N/ = / ⋅ / ,  
где HN N G/  и KN N G/ .  Группы 

G N HN N G HN/ / / /  
и G N KN N G KN/ / / /  не имеют общих абе-
левых композиционных факторов. По выбору 
группы G  факторгруппа caG N/ ∈ .F   

Покажем, что N  является единственной 
минимальной подгруппой в G.  Предположим, 
что в G  есть минимальная нормальная подгруп-
па R N≠ .  Так как caF  является формацией из 

caG R/ ∈F  и caG N/ ∈F  следует, что 

caG R N/ ∩ ∈ .F  
Из того, что R  и N  – минимальные нормальные 
подгруппы в G,  следует, что 1R N∩ =  и 

caG∈ .F  Противоречие.  
Таким образом, N – единственная минималь-

ная подгруппа, причем caN G= F  и N H K⊆ ∩ .   
Пусть N  – абелева p -группа для некоторо-

го простого числа p.  Рассмотрим максимальный 
внутренний композиционный экран h  формации 

ca .F  Для любого H-главного фактора U V/  групп-
пы N  имеем 

( ) ( ) ( )HH C U V h U V h p/ / ∈ / = .  
По лемме 1.5 имеем ( ) ( ) ( )H pH C N h p h p/ ∈ = .N  
Аналогично ( ) ( )KK C N h p/ ∈ .  Рассмотрим группу  

( ) ( ) ( )G G GG C N HC N C N/ = / ⋅ ( ) ( )G GKC N C N/ .  
Тогда ее нормальные подгруппы  

( ) ( ) ( ) ( )G G HHC N C N H C N h p/ / ∈  
и ( ) ( ) ( ) ( )G G KKC N C N K C N h p/ / ∈ .  Из теоре-
мы 1.3 и из того, что ( ) ( ) ( )G G GG C N HC N C N/ / /  
и ( ) ( ) ( )G G GG C N KC N C N/ / /  не имеют общих (с 
точностью до изоморфизма) абелевых композици-
онных факторов, следует, что ( ) ( ).GG C N h p/ ∈  
Следовательно, N  является h -центральным 
фактором группы G.  Отсюда и из caG N/ ∈F  
следует, что caG∈ .F  Получили противоречие.  

Если N  – неабелева группа, то из леммы 
3.1 следует, что caG∈ .F  Противоречие доказы-
вает лемму.  

Лемма 3.4. Пусть F  – насыщенная ради-
кальная формация. Если группа G HK= ,  где H  
и K  – нормальные в G  ca - F -подгруппы, то G  
также является ca - F -группой.  
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Доказательство. Аналогично доказательст-
ву леммы 3.3.  

Теорема 3.5. Пусть F  – насыщенная ради-
кальная формация. Тогда caF  – радикальная фор-
мация.  

Доказательство. Утверждение теоремы сле-
дует из лемм 3.2 и 3.4.  

Теорема 3.6. Пусть F  – насыщенная полу-
радикальная формация. Тогда caF  – полурадикаль-
ная формация.  

Доказательство. Утверждение теоремы сле-
дует из лемм 3.2 и 3.3.  

Следствие 3.7. Пусть F  – разрешимая на-
сыщенная формация. Если группа G HK= ,  где 
H  и K  – нормальные ca - F -подгруппы из G  и 
( ) 1G H G K| : |,| : | = ,  то G является ca- F -группой.  
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