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Найдены достаточные условия p-сверхразрешимости конечной группы G AB=  с циклическими силовскими p-
подгруппами в A и в B. В частности, доказана сверхразрешимость конечной группы G AB=  при условии, что все си-
ловские подгруппы в A и в B циклические, а индексы подгрупп A и B в группе G примарны. 
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Sufficient conditions for p-supersolubility of a finite group G AB= ,  where A and B have cyclic Sylow p-subgroups are re-
ceived. In particular, the supersolubility of a finite group G AB=  providing that all Sylow subgroups of A and B arecyclic, and 
the indexes of A and B in the group G are prime is proved. 
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Введение  
Рассматриваются только конечные группы. 

Принятые обозначения стандартны и соответст-
вуют [1]–[2].  

Пусть p – простое число. Группа называется 
p-разрешимой, если порядки ее главных факто-
ров либо являются степенью p,  либо не делятся 
на p. Группа называется p-сверхразрешимой, 
если порядки ее главных факторов либо равны p, 
либо не делятся на p.  

Следуя [3] группу с циклической силовской 
p-подгруппой  будем  называть  z p -группой,  а  
z-группой – группу, у которой все силовские 
подгруппы циклические.  

Группы, факторизуемые pz -подгруппами, 
изучались в работах [3]–[7]. Я.Г. Беркович [3] 
установил p-сверхразрешимость группы G AB=  
нечетного порядка при условии, что A  и B  – 

pz -подгруппы. Отсюда вытекает сверхразреши-
мость группы G AB=  нечетного порядка, если A 
и B – z-подгруппы.  

Для групп четного порядка аналогичные ре-
зультаты неверны. Для фиксированного простого 
p первые примеры не p-сверхразрешимых разре-
шимых групп G AB=  четного порядка с цикли-
ческими силовскими p-подгруппами в A и в B 
привел В.Д. Мазуров. Кроме того, он доказал 
непростоту группы G AB=  при условии, что A и 
B – z-подгруппы [4]. Такая группа может быть не-
разрешимой, примером служит группа PGL(2 5), .  

В.Д. Черток [5] доказал p-сверхразреши-
мость группы G AB=  при условии, что A  и B – 
p-разложимые pz -подгруппы. В.С. Монахов [6] 
установил 3-сверхразрешимость 3-разрешимой 
группы G AB=  при условии, что силовские 2-под-
группы и 3-подгруппы в A и в B циклические.  

В данной работе устанавливаются новые 
признаки p-сверхразрешимости факторизуемой 
группы G AB=  четного порядка с циклически-
ми силовскими p-подгруппами в сомножителях A 
и B. В частности, доказывается сверхразреши-
мость группы G AB=  при условии, что все си-
ловские подгруппы в A и в B циклические, а ин-
дексы подгрупп A и B в группе G примарны.  
 

1 Вспомогательные результаты  
Примарное число – это число, являющееся 

степенью некоторого простого числа. Пусть p – 
простое число. Группа с нормальной силовской 
p-подгруппой называется p-замкнутой, а группа с 
нормальной p′ -холловой подгруппой называет-
ся p-нильпотентной. Запись H G≤  означает, что 
H  – подгруппа группы G,  а H G<  будет ис-
пользоваться в случае, когда H G≤  и H G≠ .  
Через ( )Gπ  обозначается множество всех про-
стых делителей порядка группы G. Полупрямое 
произведение нормальной в G подгруппы A и 
подгруппы B записывается так: [ ]G A B= .  Ко-
нечную группу называют бициклической, если 
она является произведением двух циклических 
подгрупп.  
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Через ( )F G  и ( )GΦ  обозначаются под-
группы Фиттинга и Фраттини группы G;  nA  и 

nS  – знакопеременная и симметрическая группы 
степени n;  mZ  и tp

E  – циклическая и элемен-

тарная абелева группы порядковm  и tp ;  ( )pO G  
и ( )

p
O G′  – наибольшие нормальные в группе G  

p- и p′ -подгруппы; через pU  обозначим класс 
всех p-сверхразрешимых групп; ( )pl G  – p-длина 
p-разрешимой группы G.   

Лемма 1.1.  
1. Класс pU  является наследственной на-

сыщенной формацией.  
2. Если ( )pG O G p′/ ∈ ,U  то G p∈ .U   
3. Если Z  – циклическая нормальная в G  

подгруппа и G Z p/ ∈ ,U  то G p∈ .U   
Доказательство. Утверждение 1 хорошо 

известно [8, с. 35]. Утверждения 2 и 3 просто про-
веряются по определению p-сверхразрешимой 
группы.  

Лемма 1.2. Предположим, что p-разреши-
мая группа G не принадлежит p ,U  но 
G K p/ ∈ U  для каждой неединичной нормальной 
в G  подгруппы K .  Тогда справедливы следую-
щие утверждения.  

1. ( ) ( ) 1pO G G′ = Φ = .   
2. Группа G содержит единственную ми-

нимальную нормальную подгруппу N, 
( ) ( )p GN O G C N= = .  

3. G  – примитивная группа; если M – при-
митиватор группы G,  то [ ]G N M= .   

4. N  – элементарная абелева подгруппа 
порядка np ,  1n > .   

5. Если подгруппа M  абелева, то M  цик-
лическая порядка, делящего 1np − ,  а n  – наи-
меньшее натуральное число, удовлетворяющее 
сравнению ( )1 modnp M≡ | | .   

Доказательство. 1. Если ( ) 1pO G′ ≠ ,  то по 
условию леммы ( )pG O G p′/ ∈ .U  Из определения 
p-сверхразрешимой группы следует, что 
G p∈ ,U  противоречие. Если ( ) 1GΦ ≠ ,  то по 
условию ( )G G p/ Φ ∈ ,U  а поскольку pU  – на-
сыщенная формация, то G p∈ ,U  противоречие. 
Значит ( ) ( ) 1pO G G′ = Φ = .   

2. Если в группе G  имеются две различные 
минимальные нормальные подгруппы 1N  и 2N ,  
то 1 2 1N N∩ = .  По условию 1G N p/ ∈ ,U  

2G N p/ ∈ ,U  а поскольку pU  – формация, то 

1 2( )G G N N p/ ∩ ∈ ,U  противоречие. Значит, 
группа G содержит единственную минимальную 

нормальную подгруппу N .  В p-разрешимой 
группе каждая минимальная нормальная под-
группа является либо p′ -подгруппой, либо абе-
левой p-подгруппой. Так как ( ) 1pO G′ = ,  то N  
будет p-подгруппой. В группе с единичной под-
группой Фраттини подгруппа Фиттинга совпада-
ет с произведением всех абелевых минимальных 
нормальных подгрупп [1, теорема 4.24], поэтому 

( ) ( )pN F G O G= = .  Из [9, лемма 2] получаем, что 
( )GN C N= .   

3. Так как ( ) 1GΦ = ,  то существует макси-
мальная подгруппа M, не содержащая подгруппу 
N .  Ясно, что G MN= .  Если 1GCore M ≠ ,  то из 
единственности минимальной нормальной подгруп-
пы N следует, что GN Core M⊆ ,  G MN M= = ,  
противоречие. Поэтому 1GCore M =  и G  – при-
митивная группа с примитиватором M .  Из того, 
что N – минимальная нормальная в G  подгруппа 
и G NM=  следует, что 1N M∩ =  и [ ]G N M= .   

4. Поскольку G  – p-разрешимая группа и 
( ) 1pO G′ = ,  то N  – элементарная абелева под-

группа порядка np  и 1n >  по лемме 1.1 (3)).  
5. Предположим, что подгруппа M  абелева. 

Так как N  – минимальная нормальная в G  под-
группа, то M  действует неприводимо на N .  По 
[8, лемма 4.1] подгруппа M  циклическая поряд-
ка, делящего 1np − ,  а n  – наименьшее нату-
ральное число, удовлетворяющее сравнению 

( )1 modnp M≡ | | .  Лемма доказана.  
Примитивные группы со сверхразрешимым 

примитиватором изучены в [10].  
Лемма 1.3 [2, II.8.17]. Пусть G  – группа 

порядка 12 или 24. Если группа G  имеет эле-
ментарную абелеву нормальную подгруппу N  
порядка 4 и ( )GC N N= ,  то 4G A  или 4G S .    

Лемма 1.4 [11, лемма 2]. Для p-разрешимой 
группы G с бициклической силовской p-подгруп-
пой справедливы следующие утверждения:  

1)  если 2p = ,  то 2 2 ( )G O G′,/  либо имеет 
нечетный порядок, либо изоморфна 3S .  В част-
ности, 2 ( ) 2l G ≤ ;   

2)  если 2p > ,  то ( ) 1pl G ≤ .    
Лемма 1.5. Если группа G является p-разре-

шимой и pz -группой, то G  – p-сверхразрешимая 
группа.   

Доказательство. Применим индукцию к 
порядку группы. В p-разрешимой группе каждая 
минимальная нормальная подгруппа N  либо 
p′ -подгруппа, либо является элементарной абе-
левой p-подгруппой. Если N  – p′ -подгруппа, то 
G N/  по индукции p-сверхразрешима, значит и 
G  p-сверхразрешима. Если N  – элементарная 
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абелева p-подгруппа, то N  имеет простой поря-
док, так как силовская в G  циклическая. По ин-
дукции G N/  p-сверхразрешима по индукции. 
Отсюда G  p-сверхразрешима.  

Лемма 1.6. Если группа G является p-сверх-
разрешимой для любого ( )p Gπ∈ ,  то G  – сверх-
разрешимая группа.   

Доказательство. Воспользуемся индукцией 
по порядку группы. Пусть N  – минимальная 
нормальная подгруппа в G  и ( )r Nπ∈ .  Так как 
G  является r-сверхразрешимой, то N r| |= .  По 
индукции фактор-группа G N/  сверхразрешима. 
Следовательно, G – сверхразрешимая группа.  

Лемма 1.7 [12, теорема 1]. Пусть G – про-
стая неабелева группа, H G<  и aG H p| : |= ,  
где p – простое число. Тогда имеет место одно 
из следующих утверждений.  

1. nG A ,  ap n= .   

2. PSL( )G r q, ,  1
1

rqa
qp −
−=  и r  – простое 

число.  
3. PSL(2 11)G , ,  11ap = .   
4. 23G M ,  23ap = .   
5. 11G M ,  11ap = .   
6. PSp(4 3)G , ,  27ap = .   

В частности, только PSL(2 7),  имеет подгруп-
пы двух различных примарных индексов.   

Лемма 1.8. Если U V X≤ ≤  и L – субнормаль-
ная подгруппа в группе X ,  то V L U L| ∩ : ∩ |  
делит V U| : | .    

Доказательство. В [13, лемма 4] доказано 
следующее утверждение: если H – подгруппа 
группы G,  то K K H| : ∩ |  делит G H| : |  для 
каждой субнормальной в G  подгруппы K .  При-
меняя это утверждение при G V= ,  H U= ,  
K V L= ∩ ,  получаем, что V L U L| ∩ : ∩ |  делит 
V U| : | .   

 
2 Критерии p-сверхразрешимости  
Теорема 2.1. Пусть G – группа, ( )p r Gπ, ∈ ,  

и R – силовская r-подгруппа из G. Если сущест-
вуют p-разрешимые pz -подгруппы A  и B  та-
кие, что  

G AB AR BR= = = ,  
то группа G p-сверхразрешима.  

Доказательство. Вначале докажем, что G 
p-разрешима. Воспользуемся индукцией по по-
рядку группы. Из факторизаций G AR BR= =  
следует, что индексы подгрупп A и B в группе G 
являются степенями простого числа r.  Пусть 

aG A r| : |= ,  bG B r| : |= .  Поскольку G AB= ,  то  
A BG
A B

| | ⋅ | |
| |=

| ∩ |
 

и справедливы равенства:  
a ar G A B A B B r A B=| : |=| : ∩ |,| |= | ∩ |,  
b br G B A A B A r A B=| : |=| : ∩ |,| |= | ∩ |,  

a b

a b

G A B G A A A B r
G r A B

+

+

| : ∩ |=| : | ⋅ | : ∩ |= ,

| |= | ∩ | .
 

Так как 0a b≠ ≠ ,  то группа G  содержит под-
группы индексов ar  и a b ar r+ > .  По лемме 1.7 
группа G  непростая.  

Пусть N  – минимальная нормальная под-
группа в группе G.  Тогда фактор-группа  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

G N AN N BN N
AN N RN N
BN N RN N

/ = / ⋅ / =
= / ⋅ / =
= / ⋅ /

 

удовлетворяет всем требованиям доказываемой 
теоремы и G N/  p-сверхразрешима по индук-
ции. Поэтому подгруппу N  следует считать не 
p-разрешимой,  

1 kN N N= × × ,  
где iN  – изоморфные простые неабелевы под-
группы. Так как подгруппы A и B p-разрешимы, 
то 1N  не содержится в A  и 1N  не содержится в 
B,  т. е.  

1 1 1 11N N A N N B| : ∩ |≠ ≠| : ∩ | .  
Применяя лемму 1.8 к подгруппам X A= ,  

Y G=  и субнормальной подгруппы 1N ,  полу-
чим, что 1 1N N A| : ∩ |  делит aG A r| : |= ,  поэто-
му 1 1 1mN N A r| : ∩ |= ≠ .   

Рассмотрим цепочку подгрупп  
a

b

A B A G G A r
A A B r

∩ < < ,| : |= ,

| : ∩ |= ,
 

и применим лемму 1.8 к подгруппам X A B= ∩ ,  
Y A=  и субнормальной подгруппы 1N .  Имеем:  

1 1 0nN A N A B r n b| ∩ : ∩ ∩ |= , ≤ ≤ .  
Если 0n > ,  то  

1 1
m n mN N A B r r+| : ∩ ∩ |= >  

и 1N  содержит две подгруппы 1N A∩  и 

1N A B∩ ∩  различных примарных индексов mr  
и m n mr r+ > .  Но это невозможно ввиду леммы 
1.7. Следовательно, 0n =  и  

1 1N A B N A∩ ∩ = ∩ .  
Аналогично,  

1 1 1 1N A B N B N A N B∩ ∩ = ∩ , ∩ = ∩ .  
Так как 1N A∩  субнормальна в A  и 1N B∩  
субнормальна в B,  то 1N A∩  субнормальна в G  
[14, 7.7.1]. Но подгруппа 1N  простая, поэтому 

1 1N A∩ =  и 1
mN r| |= .  Противоречие с тем, что 

N не является p-разрешимой. Итак, группа с рас-
сматриваемой факторизацией всегда p-разре-
шима.  
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Теперь покажем, что G  p-сверхразрешима. 
Применим индукцию по порядку группы. Пусть 

1N ≠ – нормальная в группе G  подгруппа. Так 
как фактор-группа G N/  удовлетворяет всем 
требованиям  доказываемой  теоремы, то G N/  
p-сверхразрешима по индукции и из леммы 1.2 
следует, что  

( ) ( ) 1

( ) ( ) ( )
p

p G

O G G

N O G F G C N
′ = Φ = ,

= = = ,
 

где N  – единственная минимальная нормальная 
в G  подгруппой и N  не будет циклической по 
лемме 1.1.  

По [2, VI.4.6] существует силовская p-под-
группа pG  группы G,  которая является произ-
ведением некоторых силовских p-подгрупп pA  и 

pB  из A и B, поэтому p p pG A B=  бициклическая.  
Если p r≠ ,  то из факторизации G AR BR= =  

следует, что p p pG A B= =  – циклическая и по 
лемме 1.5 группа G  p-сверхразрешима.  

Поэтому p r=  и можно считать, что 

p p pR G A B= = .  Так как G  p-разрешима, то она 
является pD ′ -группой [2, VI.1.7]. Согласно [2, 
VI.4.6] существует p′ -холлова подгруппа pG ′  
группы G,  которая является произведением не-
которых p′ -холловых подгрупп pA ′  и pB ′  из A  

и B.  Пусть ap R=| |,  pm G ′=| | .  Тогда  

a A R B RG p m
A R B R

A Bm
A R B R

| || | | || |
| |= = = ,

| ∩ | | ∩ |
| | | |

= = ,
| ∩ | | ∩ |

 

т. е. m  делит A| |  и m  делит B| | .  Поэтому  

p p p

p p p

m A B G

A B G
′ ′ ′

′ ′ ′

=| |=| |=| |,

= = ,
 

значит pG A B′ ≤ ∩ .  Кроме того, p pG AB A B= =  
и p p pN G A B≤ = .   

Предположим, что ( ) 1pl G = .  Так как 
( ) 1pO G′ = ,  то pG  нормальна в G.  Подгруппа 

( )pN O G= ,  поэтому pN G= .  Поскольку под-
группа pG  бициклическая, то N  будет элемен-

тарной абелевой подгруппой порядка 2p .  Теперь 
подгруппа A  p-замкнута, а поскольку pG AB= ,  
то pN A=  нормальна в G,  что противоречит 
тому, что N  нециклическая.  

Остается случай, когда ( ) 1pl G > .  Так как 

p p pG A B=  бициклическая, то 2p =  и 3G N S/  
по лемме 1.4. Кроме того, подгруппа N  допол-
няема в G  и 4N| |=  по [11]. Теперь 4G S  по 

лемме1.3. Все факторизации группы 4S  извест-
ны, среди них нет требуемой. Теорема доказана.  

Замечание 2.1. При установлении p-разре-
шимости группы в теореме 2.1 использовалась 
теорема из [12], доказательство которой основы-
вается на классификации конечных простых 
групп.  

Следствие 2.1. Пусть A  и B  – pz -под-
группы p-разрешимой группы G  и G AB= .  Если 
индексы в группе G  подгрупп A  и B  примарны, 
то G  p-сверхразрешима.  

Доказательство. Пусть  
aG A r| : |= ,  bG B q| : |= ,  ( )r q Gπ, ∈ .  

Если r q= ,  то G AB AR BR= = = ,  где R  – си-
ловская r-подгруппа группы G  и G  p-сверхраз-
решима по теореме 2.1.  

Пусть r q≠ .  Тогда либо p r≠ ,  либо p q≠ .  
Если p r≠ ,  то p pA G=  циклическая и по лемме 
1.5 группа G  p-сверхразрешима. Если p q≠ ,  то 

p pB G=  циклическая и опять по лемме 1.5 груп-
па G  p-сверхразрешима.  

Следствие 2.2. Пусть A и B – z-подгруппы 
группы G  и G AB= .  Если индексы в группе G  
подгрупп A  и B  примарны, то группа G  сверх-
разрешима.  

Доказательство. Вначале покажем, что 
группа разрешима. Пусть  

aG A r| : |= ,  bG B q| : |= ,  ( )r q Gπ, ∈ .  
Если 2r ≠  или 2q ≠ ,  то 2G A≤  или 2G B≤ ,  
подгруппа 2G  циклическая и группа G 2-нильпо-
тентна [2, IV.2.8]. Поэтому считаем 2r q= = .  
Теперь 

2
G A B′ ≤ ∩ .  Подгруппы A  и B  сверх-

разрешимы [2, IV.2.11], поэтому они 2-нильпо-
тентны [2, VI.9.1]. Следовательно, подгруппа 2G ′  
нормальна в A  и нормальна в B.  Теперь 2G ′  
нормальна в G  и G  разрешима.  

Итак, разрешимость группы G установлена. 
По следствию 2.1 группа G  p-сверхразрешима 
для любого ( )p Gπ∈ .  Из леммы 1.6 получаем, 
что группа G  сверхразрешима.  

Замечание 2.2. При получении следствий 
2.1 и 2.2 классификация конечных простых 
групп не используется.  

Пример 2.1. В теореме 2.1 требование « A  и 
B  – pz -подгруппы» нельзя ослабить до требо-
вания « A  и B  p-сверхразрешимы». Примером 
служит группа [324, 160] из библиотеки 
AllSmallGroups [15]. Она не 3-сверхразрешима и 
обладает факторизацией  

3 3
3

4 4 4 43 3
([ ] ) 3 [ ] 3G A E E G A G E E= ⋅ , | : |= , | : |= ,  

в которой подгруппы 4A  и 3 43
[ ]E E  3-сверхраз-

решимы.  
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Пример 2.2. В условиях теоремы 2.1 индек-
сы подгрупп A и B являются степенями одного 
простого числа. Это требование нельзя ослабить 
до требования «A и B имеют примарные индек-
сы». Примером служит простая группа 

7 3 4PSL(2 7) ([ ] )Z Z S, = ⋅ .  
В этой факторизации сомножители 7 3[ ]Z Z  и 4S  
являются z p -подгруппами при 3p = ,  их индек-

сы равны 32  и 7.   
Пример 2.3. Разрешимая группа 

G AB AR BR= = =  
с pz -подгруппами  A,   B   и  R  может быть не 
p-сверхразрешимой. Примером служит группа 

25
[ ]G E Q=  [1, c. 159], где Q  – группа кватер-

нионов порядка 8. Пусть  
2 5 5 55

{( ) | }

(1 0) (0 1)

E a b a b= ⊕ = , , ∈ =

= , ⊕ ,
 

– аддитивная элементарная абелева группа по-
рядка 25 ,  Q  – мультипликативная группа ква-
тернионов порядка 8:  

4 4 2 2 1 1|Q U V U V E U V V UV U− −= , = = , = , = ,  

где U ,  V  и W  – матрицы над полем 5 :    
2 0 0 4 0 3
0 3 1 0 3 0

U V UV
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ; = ; = .⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Поскольку группа Q  содержится в 5(2 )SL , ,  то 
в силу [1, 2.50] она является группой автомор-
физмов для 25

E .  По [1, 2.47], существует группа 

25
[ ]G E Q= ,  она имеет порядок 200, а её под-

группы  
2 0

(1 0)
0 3

A
⎛ ⎞

= ⎡ , ⎤ ,⎜ ⎟⎣ ⎦
⎝ ⎠

 

0 4
(1 2)

1 0
B

⎛ ⎞
= ⎡ , ⎤ ,⎜ ⎟⎣ ⎦

⎝ ⎠
 

0 3
(1 1)

3 0
R

⎛ ⎞
= ⎡ , ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦

⎝ ⎠
 

являются 5z -подгруппами. Ясно, что G AB= =  
AR BR= = ,  но группа G  не является 5-сверх-

разрешимой [1, c. 160].  
Пример 2.4. В следствии 2.1 требование  

p-разрешимость группы убрать нельзя. Приме-
ром служит группа (1) (2)

5 5G A A= ×  при 5p = ,  она 
допускает факторизацию G HK= ,  где 

(1) (2)
5 4H A A= ×  и 5G H| : |= ,  (1) (2)

4 5K A A= ×  и 
5G K| : |= .  Здесь H  и K  – 5z -подгруппы их 

индексы примарны, но G не 5-разрешима.  
Пример 2.5. В следствиях 2.1 и 2.2 требова-

ние примарности индексов сомножителей осла-
бить нельзя. Примером служит разрешимая 
группа 4 4 3S Z S= ⋅ .  Она несверхразрешима и 

является произведением z-подгрупп 4Z  и 3S  
индексов 6 и 4.  

Теорема 2.2. Пусть A  и B  – pz -подгруппы 
группы G  и G AB= .  Если в группе G  существу-
ет абелева p′ -холлова подгруппа, то группа G  
p-сверхразрешима.  

Доказательство. Поскольку в группе G  
существует абелева p′ -холлова подгруппа pG ′  и 

p pG G G ′= ,  то G  разрешима по теореме Виланд-
та – Кегеля [2, VI.4.3].  

Применим индукцию по порядку группы. 
Пусть 1N ≠  – нормальная в группе G  подгруп-
па. Тогда фактор-группа  

( ) ( )G N AN N BN N/ = / ⋅ /  
удовлетворяет всем требованиям доказываемой 
теоремы и G N/  p-сверхразрешима по индук-
ции. Из леммы 1.2 следует, что  

( ) ( ) 1

( ) ( ) ( )
p

p G

O G G

N O G F G C N
′ = Φ = ,

= = = ,
 

N – единственная минимальная нормальная в G  
подгруппа и [ ]G N M=  для некоторой макси-
мальной подгруппы M .  По [2, VI.4.6] силовская 
p-подгруппа pG  группы G  является произведе-
нием некоторых силовских p-подгрупп pA  и pB  
из A  и B,  поэтому p p pG A B=  бициклическая.  

Если ( ) 1pl G > ,  то из леммы 1.4 следует, что 
2p =  и 3M S .  Кроме того, подгруппа N  до-

полняема в G  и 4N| |=  по [11, лемма 1]. По 
лемме 1.3 группа 4G S ,  которая не обладает 
требуемой факторизацией, противоречие. Следо-
вательно, ( ) 1pl G = .  Так как ( ) 1pO G′ = ,  то pG  
нормальна в G.  Подгруппа ( )pN O G= ,  поэтому 

pN G= .  Поскольку подгруппа pG  бицикличе-
ская, то pN G=  будет элементарной абелевой 

подгруппой порядка 2p .  Подгруппа M  стано-
вится p′ -холловой подгруппой группы G.  Так 
как pN G=  – минимальная нормальная в G  под-
группа, то M  циклическая [2, V.4.3].  

Из факторизации G AB= ,  следует, что 
M HK= ,  где H  и K  некоторые p′ -холловы 
подгруппы из A  и B.  Ясно, что N A a∩ = ,  

H x= ,  и  

| 1 ( ) 1 1p n xA a x a x a a n p pα α= , = = , = , , = , ≤ < .  

Аналогично, N B b∩ = ,  K y= ,  и  

| 1 ( ) 1 1p m yB b y b y b b m p pβ β= , = = , = , , = , ≤ < .

 Поскольку N a b= × ,  то можно утвер-
ждать, что  
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1 1 2 2m n m ny xa a b b a b= , = ,  
для некоторых целых 1 2 1 2n n m m, , , .  Теперь  

1 1

1 1 1 1 1 2 2 1( ) ( )

m nxy y y

m n xm xn m m n nyx x

a a a a b
a a b a b a a b

α αα α

α

= = = ,

= = = .
 

Поскольку HK  циклическая, то xy yx=  и 
1 1 2 1 2n n m n nb a bα = .  Поэтому  

1 2
1 21n ma n m pt t N= , = , ∈ .  

Если 1 1n pt= ,  то 1 1 1m n mya a b a= =  и под-
группа a N A= ∩  нормальна в G,  противоре-

чие. Если 2 2m pt= ,  то 2 2 2m n nxb a b b= =  и под-
группа 2b N B N= ∩ =  нормальна в G,  проти-
воречие. Итак, теорема доказана.  

Пример 2.6. В условиях теоремы 2.2 усло-
вие абелевости p′ -холловой подгруппы нельзя 
ослабить до нильпотентности. Примером при 

5p =  служит группа 25
[ ]G E Q=  из примера2.5.  

Замечание 2.3. Разрешимая не p-сверхраз-
решимая группа, факторизуемая z p -подгруп-
пами, имеет p-ранг 2 при нечетном p  и 2-ранг 2 
или 3. Такие группы изучены в [16].  
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