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Введение. Решаются контактные задачи применительно к инженерному расчету 

цилиндрических тел, которые моделируют взаимодействие элементов машин, таких как, 

например, «колесо – дорога», «железнодорожное колесо – рельс», а также взаимодей-

ствие зубьев зубчатых колес и элементов фрикционных передач. Во всех этих случаях, 

при контактном взаимодействии, возникают сложные граничные условия, которые 

включают в себя описания элементов качения, скольжения, сцепления, проскальзыва-

ния. Нами изучен ряд источников научно-технической информации [2–10], в которой 

рассмотрена теория контактного взаимодействия изотропных упругих тел, в том числе 

цилиндрических, но, к сожалению, математический аппарат теории контактного взаимо-

действия армированных тел с элементами неоднородности разработан недостаточно. Од-

ним из подходов к расчету таких конструкций является метод, базирующийся на основе 

теории упругости анизотропного тела. В этом случае технические упругие постоянные, 

характеризующие механические свойства материала определяются из эксперименталь-

ных исследований, а затем, используя известный «макроподход» или статистические ме-

тоды, определяются эффективные модули упругости. Если мы имеем композиционный 

материал, состоящий из матрицы и армированных элементов – волокон, то тогда нужно 

найти оптимальный объемный состав волокон такой, чтобы прочность конструкции 

была достаточная, то есть необходимо создавать математическую модель, где целевой 

функцией будет прочность с некоторыми ограничениями на объемное содержание и гео-

метрию конструкции.  

Известно, что на современном этапе развития расчетных методов, такие сложные 

конструкции как шина колеса, рассчитываются с помощью различных численных про-

грамм, базирующихся на методах конечных элементов. Особенность этих программ со-

стоит в том, что необходимо создавать дискретизацию области, вводить граничные усло-

вия, кроме того, могут возникать значительные ошибки расчета, если рассматриваемая об-

ласть достаточно малая по сравнению с приложенными усилиями, а также в областях с 

большими концентрациями напряжений. Это также касается упругих тел, взаимодейству-

ющих с другими телами, имеющими достаточно тонкое покрытие. Проанализировав как 

теоретические и численные, так и экспериментально-теоретические методы расчета пара-

метров контакта цилиндрических тел с учетом анизотропии свойств, как созданные нами, 

так и известные, для взаимодействия системы «автомобильная шина колеса – дорога» при-

шли к выводу о необходимости создания математических и экспериментальных методик 

расчета контактного взаимодействия таких инженерных конструкций [10, 11].  

В проведенных экспериментальных исследованиях [11] (см. рис. 1, а), получены 

размеры зоны контакта «шина колеса – плоское основание». Как видно из рис. 1 отпе-

чатка, область контакта является дискретной и давление в зоне контакта распределено 

неравномерно, что подтверждается численными расчетами, проведенными в работе [10]. 

1. Численные методы расчета контактного взаимодействия. Нами разработана 

теория и алгоритм расчета напряженного деформированного состояния, как на поверх-

ности колеса, так и в упругом основании (математическая модель дорожного полотна) 
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при заданных давлениях, определяющихся экспериментально или численным расчетом. 

Суть метода состоит в следующем. Рассматривается первая граничная задача о напря-

женно-деформированном состоянии армированного полупространства под действием 

произвольно распределенной нагрузки в области контакта. Строятся аналитические за-

висимости, определяющие компоненты тензора напряжений и деформаций; произво-

дится дискретизация зоны контакта, то есть разбивка ее на некоторые граничные эле-

менты (см. рис. 2) считая, что на каждом граничном элементе действует нормальная и 

касательная нагрузка. 

 

  

 
а) б) 

Рис. 1. Схемы испытания: а – экспериментальные результаты; б – численные расчеты 

 

 
Рис. 2. Разбивка на граничные элементы [12] 

В частности, рассмотрен случай для цилиндрических тел для случая плоской де-

формации, когда зону контакта можно аппроксимировать прямоугольником. Далее ис-

пользуя принцип суперпозиции, определяются напряжения, как в зоне контакта, так и за 

пределами ее.  
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Например, как для изотропного случая, в соответствии c решением Буссинеска, под 

влиянием постоянного давления по элементарному прямоугольнику размерами s2 , 

t2  и с координатами s, t определяется зависимость перемещения при действующим 

давлении ),( yxp  (строится функция Грина) [12]  
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После интегрирования формула примет вид: 
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Здесь y – приведенный модуль упругости;  – коэффициент Пуассона; E – модуль 

упругости. 

Для расчета контакта ортотропных тел (в частности цилиндров) для плоской де-

формации строим функцию Грина исходя из работы [1]. Упругие постоянные и компо-

ненты перемещения, относящиеся к разным телам, обозначим индексами 1 и 2. Предпо-

ложим, что напряжения yy  и xy , распределенные на границе полуплоскости, заданы 

следующим образом: 
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Находим для заданных выше граничных условий перемещение: 
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Аналогичное выражение можно написать для перемещения второго тела )2(  с 

заменой индекса 1 на 2. Сложив )1(  и )2( , получим интегральное уравнение для 

определения давления )(xp : 
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Здесь, согласно [1], коэффициенты ii  /1 ,
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плоской деформации равны: 
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при плоском напряженном состоянии: ,033  jj   ;2,1j  
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Здесь ,jE  ,12G    – технические постоянные материала. 

При контактном взаимодействии жесткого индентора с изотропным покрытием на 

изотропном основании строим функцию Грина, исходя из асимптотических формул [1]. 

Так производная от перемещений равна 
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Получаем интегральное уравнение в виде [1, с.135] с использованием асимптоти-

ческих зависимостей: 

),(
1

4
)()(

1

1

1 xfdttxktp

a

a












 

где ,
21 12

1
2

*
















 i

i
i

i x
h

id

xth

x
k  ;)1(

2)1(

2 1

1

1

1

*

i

k

k

ki

k

i ddr
i

d 










 









 .,...,2,1 ni   

 

Здесь 
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покрытия и основания (будем рассматривать случай 1r ), коэффициенты kid  и id  вы-

числяем или находим по таблице согласно [1], где также представлены остальные обо-

значения. 

2. Определение напряжений и перемещений в объемном теле, заданной 

формы. Согласно опубликованным теоретическим зависимостям в работах [13, 14], пе-

ремещения в объемном теле можно записать в виде: 
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Полю перемещений отвечают следующие компоненты тензора напряжений:  
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Данные формулы, выражающие перемещения и напряжения через одну гармони-

ческую функцию V(x), (исходя из решения Буссинеска) были выведены Н.М. Беляевым 

в 1924 г. Таким образом, перемещения и напряжения в упругом полубесконечном теле 

могут быть найдены по формулам Беляева, как только будет известна функция V(x) 
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11),( xyxyxxyR   – расстояние от точки наблюдения М с коорди-

натами ),,( 321 xxx  до точки приложения сосредоточенной силы. 

Функции V(x) и W(x) называются соответственно потенциалом простого слоя и ло-

гарифмическим потенциалом (от трех переменных). В свою очередь, потенциал V(x) мо-

жет быть вычислен, как только будет известна плотность ),( 21 xxp  распределения кон-

тактного давления. 

Программная реализация. Разработан алгоритм и создана программа, реализу-

ющая определение напряжений и перемещений в объемном теле, заданной формы. 

Программа позволяет изменять размеры параллелепипеда, в котором находится иссле-

дуемое тело.  

Для решения поставленной задачи был использован и успешно запрограммирован 

метод конечных элементов. Применялись прямоугольные конечные элементы. Исполь-

зуя метод конечных элементов можно произвести разбиение тела на достаточно малень-

кие элементы, для этого в программе память под все используемые массивы выделяется 

динамически.  

На рис. 3 изображено главное окно программы, позволяющее задать размеры па-

раллелепипеда, количество узлов, модуль Юнга, коэффициент Пуассона. Вектор шагов 

по осям вычисляется автоматически на основе размеров параллелепипеда и количества 

узлов, шаги принимаются равными по величине. На этом же экране производится за-

грузка исходного изображения для анализа. Оно изображено левее, а справа от него изоб-

ражены конечные элементы и цвет каждого из них в соответствии с исходным изобра-

жением. Для определения давления используется показатель оттенка цвета, яркость и 

насыщенность не учитываются.  

 

 
Рис. 3. Главное окно программы 



104 

При автоматическом распознавании цветов исходного изображения могут возник-

нуть неточности, которые можно исправить вручную. Для этого необходимо выбрать ко-

нечный элемент смежный с неправильным, и перетащить его цвет с помощью зажатой 

левой клавиши мыши на элемент, цвет которого нужно изменить. На рис. 4 изображены 

цвета конечных элементов до и после корректировки. После этого можно приступить к 

расчету напряжений и перемещений. Время работы программы зависит от количества 

КЭ и точности вычисления двойных и простых интегралов. Эти точности задаются 

внутри программы. 

 

 
Рис. 4. Результат корректировки цветов 

 

Для увеличения производительности программы было принято решение при вы-

числении интегралов задавать не точность вычисления, а количество разбиений областей 

интегрирования. Это позволяет получать достаточно точные результаты при небольших 

затратах времени. При использовании точности интегрирования много времени трати-

лось программой на подбор необходимого количества разбиений, для достижения задан-

ной точности, и так для каждой точки. Для нахождения значений всех необходимых ин-

тегралов и производных использовались соответствующие численные методы. Для 

нахождения двойного интеграла была использована кубатурная формула Симпсона, а 

для нахождения простого интеграла – квадратурная формула Симпсона. Для нахождения 

производных применялись левая, правая и центральная производные, использовались 

сплайны.  

Результаты вычислений, а также исходные показатели давления, выводятся под 

изображениями. На графиках можно просматривать изменения значений по каждой оси 

на различных срезах. В выпадающих списках можно задавать параметры среза. Графики 

обновляются автоматически при изменении параметров. 

Значения выведенных результатов можно экспортировать в файл в формате .csv в 

виде таблицы с помощью кнопки «Вывести в таблицу». При нажатии на эту кнопку будет 

создан файл, содержащий значения выбранного показателя по  координатам X и Y для 

заданного Z. Для примера на рисунке 6, при нажатии на кнопку «Вывести в таблицу» 

будет создан файл под названием «Sig11 Z=0.csv». Его содержание в уменьшенном виде 

изображено на рис. 7. Данную таблицу можно использовать для дальнейшего анализа с 

помощью возможностей Excel или какой-либо иной программы. Например, с помощью 

Excel можно построить трехмерных график значений на основе таблицы. График для со-

зданного файла представлен на рис. 8. 
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Рис. 5. Вывод результатов 

 
Рис. 6. Данные для выбранных срезов по разным осям 

 

Рис. 7. Таблица со значениями 11  для 0z  
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Рис. 8. Трехмерный график значений 

11  для 0z  

 

Выводы. Таким образом, приведенные в этой статье подход и результаты пока-

зали, возможность численного расчета контактного взаимодействия тел из композитов, 

определения напряженно-деформированное состояние при сложных граничных усло-

виях, например, для исследования качения цилиндров из ортотропных материалов, что 

дает возможность инженерного расчета взаимодействия «шина–дорожное покрытие». 
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