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Для непустых радикальных формаций F  и абнормально полного подгруппового sm -функтора θ  изучаются пересече-

ния θ,Ф ( )G G
F

 всех максимальных θ -подгрупп конечной группы ,G  содержащих .GF   
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Intersections θ,Ф ( )G G

F
 of all maximal θ -subgroups of a finite group ,G  containing ,GF  for nonempty radical formations F  

and the abnormally full subgroup sm -functor θ  are studied.  
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1 Предварительные сведения и результаты 
Рассматриваются только конечные группы и 

формации конечных групп. Используются опре-
деления и обозначения, принятые в монографии 
[1]. Изучение пересечений максимальных под-
групп с привлечением функторного метода вос-
ходит к работе [2]. Под подгрупповым m-функ-
тором понимают всякое отображение θ,  которое 
ставит в соответствие каждой группе G множе-
ство θ( ),G  состоящее из группы G  и некоторых 

её максимальных подгрупп. Подгруппы множе-
ства θ( )G  называют θ -подгруппами группы ,G  

через θФ ( )G  обозначают пересечение всех θ -под-

групп группы ;G  θM ( )G  − множество всех мак-

симальных θ -подгрупп группы .G  Подгруппо-
вой m-функтор θ,  обладающий свойством: если 

θ( ),H G  то θ( )xH G  для всех ,x G  будем 

называть подгрупповым sm -функтором [3], [4]. 

Подгрупповой m-функтор θ  называется регуляр-
ным, если для любой нормальной подгруппы N 
группы G выполняются следующие условия: 

1) из θ( )H G  всегда следует 

θ( );HN N G N  

2) из θ( )H N G N  всегда следует θ( ).H G  

Подгрупповой m-функтор θ  называют аб-
нормально полным, если для любой группы G 
множество θ( )G  включает все абнормальные (не-

нормальные) максимальные подгруппы группы G. 

Определения регулярного и абнормально полно-
го подгруппового m-функтора θ  в смысле под-
группового sm -функтора приводились и исполь-

зовались в работах [5], [6]. 
Пусть θ  − подгрупповой m-функтор, G  − 

группа, 1,N  2N  и N  − нормальные подгруппы 

группы G. Обозначаем: 
M( )G  − множество всех максимальных 

подгрупп группы G;  

1 2N ,
Ф ( )

N
G  − пересечение всех максималь-

ных подгрупп группы ,G  содержащих 1,N  но не 

содержащих 2 ;N  

M ( )GN  − множество всех абнормальных 

максимальных подгрупп группы G;  
M ( )N GN  − множество всех абнормальных мак-

симальных подгрупп группы G, содержащих N;  
( )G  − подгруппа Гашюца, пересечение всех 

абнормальных максимальных подгрупп группы G;  
( )N G  ( ( ))

N
G  − пересечение всех абнор-

мальных максимальных подгрупп группы G, со-
держащих N (не содержащих N, ответственно); 

1 2,
( )

N N
G  − пересечение всех абнормальных 

максимальных подгрупп группы G, содержащих 

1,N  но не содержащих 2 ;N  

1θ,M ( )N G  
1θ,

(M ( ))
N

G  − множество всех мак-

симальных θ -подгрупп группы ,G  содержащих 

1N  (не содержащих 1,N  соответственно); 
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1θ,Ф ( )N G  
1θ,

(Ф ( ))
N

G  − пересечение всех групп 

из 
1θ,M ( )N G  (из 

1θ,
M ( ),

N
G  соответственно); 

1 2θ, ,
Ф ( )

N N
G  − пересечение всех максималь-

ных θ -подгрупп группы ,G  содержащих 1,N  но 

не содержащих 2 ;N  

F ( ) ( );N G N Soc G N  в случае Ф( )N G  

принято обозначение F( ) Ф( ) ( Ф( ))G G Soc G G  

[1, с. 79].  
В статье встречаются общепринятые обозна-

чения: S  − формация всех разрешимых групп; 

N  − формация всех нильпотентных  -групп, 
N  − формация всех квазинильпотентных групп, 

F ( )G  − квазинильпотентный радикал группы 

.G  Обозначим через M  некоторое множество 
линейных упорядочений множества всех про-
стых чисел, через J  − формацию всех  -дис-

персивных групп, .M  Тогда 
 M

M
I I  − 

радикальная формация, содержащая формацию 
всех нильпотентных групп .N  

Пусть F  − непустая радикальная формация, 

θ  − подгрупповой sm -функтор. Используем 

обозначения 
θ θ,Ф Ф ФF ( ) F ( ), F ( ), F ( ),

G GN G G G G   
F F

 


FФF ( ), F ( ), F ( )

G
G G G 

  
F

 в соответствующих слу-

чаях для  θ θ,Ф ( ), Ф ( ), Ф ( ), ( ),G G GN G G G G 
F F F

 

F( )( ), Ф ( ) .GG G  В обозначениях пересечений 

максимальных подгрупп группы G вместо F( ),G  

F ( )G  и 
GФF ( )G
F

 в нижних индексах использу-

ются символы F,  F  и 
GФF
F

 (соответственно); 

например, F ( ),G  
F
( ),G  

2F,
( ),

G
G

N

 
θ,F,F

Ф ( ),G  

Фθ, ,F
Ф ( )

G
G

G
F

F

 обозначают F( ) ( ),G G  
F( )

( ),
G

G  

2F( ),
( ),

G G
G

N

 
θ,F( ),F ( )

Ф ( ),
G G

G  
Фθ, ,F ( )

Ф ( ),
G

G G
G

F
F

 соот-

ветственно.  
В случае отсутствия в группе G максималь-

ных подгрупп, удовлетворяющих требуемым 
условиям, соответствующие пересечения полага-
ем совпадающими c G. 

Приведём в виде леммы 1.1 некоторые ис-
пользуемые в статье утверждения. 

Лемма 1.1. (1) [7, лемма 1.1]. Пусть M и K 
нормальные подгруппы группы ,G  .K M  То-

гда F ( ) F ( ).M M KG K G K   

(2) [8, лемма 3.3]. Пусть A и B − нормальные 

подгруппы группы G, .A B  Тогда AF ( ) F ( ).BG G   

(3) [7, лемма 1.4]. Пусть 1 2 3, , ,..., nF F F F  – 

непустые радикальные формации. Тогда 

1 2 3 1 2 3 1... ( ... , 3.n n- n n )FF F F FF F F F
 

(4) [7, лемма 2.4]. Пусть 1F  и 2F  − непус-

тые радикальные формации, G − группа. Тогда 

1 2 1 2 1
( ) .G G G GF F F F F  

(5) [7, лемма 2.1]. Пусть F  – непустая ра-
дикальная формация, G − группа. Тогда 

Ф ( ) Ф( );G G G G G
F F F Ф ( ) .G G 

F
FN  

Ввиду теоремы 13.8 X из [9] и леммы 4.14 A 
из [10] справедливо следующее утверждение. 

(6) [11, с. 155]. Если в группе G подгруппа 
Фраттини Ф( ) 1,G   то ( ) F ( ).Soc G G  

(7) [8, следствие 3.2.1 теоремы 3.2]. Для вся-

кой группы G справедливо равенство F( ) F ( ).G G   

Доказательство. (7) Пусть G − нильпотент-
ная группа. Тогда по определению ( ) ,G G   

F ( ) ,G G   F( ) F( ) .G G G   Поэтому считаем, 

G  − ненильпотентная группа. Пусть Ф( ) 1.G   

Тогда Ф( )G G  ненильпотентна ввиду локально-

сти формации .N  Обозначим Ф ( ) .G G G  По ин-

дукции F( ) F ( ).G G   Так как ( ) ( ) / ( ),G G G     

то ( ( )) ( ( )) F ( ) ( ).Soc G G Soc G G G G      С 

другой стороны, ( ( ) F ( ) ( ).Soc G G G G    

Значит, F ( ) ( ) F ( ) ( ).G G G G      Так как 

F( ) Ф( ) ( Ф( )),G G Soc G G  Ф( ) 1,G   то F( )G   

( ) F( ) Ф( ) ,Soc G G G    а потому F( ) ( )G G   

F( ) ( ).G G   Ввиду индуктивного предположе-

ния F( ) ( ) F ( ) ( );G G G G     значит, F( ) ( )G G   

F ( ) (G).G   А так как, согласно утверждению 

(2), F( ) F ( ),G G   то F( ) F ( ).G G   Пусть Ф( ) 1.G   

Тогда F( ) F( ) ( ).G G Soc G   По теореме Гашюца 

[1, теорема 8.8] ( ) ( ).G Z G   Докажем справед-

ливость включения F ( ) F( ).G G     

Пусть ( )N N Z G  − минимальная нор-

мальная подгруппа группы ( ).G Z G  Если N  − 

абелева группа, то N  нильпотентна, и 

F( ) F( ).N G G    

Пусть N  − неабелева группа. Если 

( ) 1,Z G   то F( ).N N G    Пусть ( ) 1.Z G   То-

гда 1 2 ... ,kN N N N     ( )i iN N Z G  − про-

стая неабелева группа, ,i jN N   , 1, 2,..., .i j k  

Понятно, что iN  централизует каждый свой глав-

ный фактор из ( ).Z G  Кроме того, для главного в 

iN  фактора ( ) ,iN Z G  конечно, справедливо 

равенство ( ( )).
ii i N iN N C N Z G  Следовательно, 
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iN  − квазинильпотентная субнормальная под-

группа группы .G  Так как формация N  являет-
ся радикальной, то, согласно следствию 7.7.2 
теоремы 7.7 из [1], F ( ).iN G  Так как Ф( ) 1,G   

то по утверждению (6) F( ) F ( ).G G  Следова-

тельно, 1 2 ... F( ).kN N N N G     

Так как F( ) F ( ),G G   то F( ) F ( ).G G        

 
2 Основные результаты 
Лемма 2.1. Пусть F  – непустая радикаль-

ная формация, G − группа. Имеют место сле-
дующие утверждения. 

I. ( ) ( );G G G G G 
F F F ( ) .G G 

F
FN

 
II.

 
Если

 
θ  − абнормально полный подгруп-

повой sm -функтор, то θ,Ф ( ) .G G 
F

FN
 

III.
 
Пусть θ  − регулярный  подгрупповой  

m-функтор, тогда θ, θФ ( ) Ф ( ).G G G G G
F F F  

Ес-

ли при этом функтор θ  является
 
абнормально 

полным, то θ,Ф ( ) .G G 
F

FN  

Доказательство. I. Пусть ( ) .G G G 
F

 То-

гда равенство ( ) ( )G G G G G 
F F F  очевидно, и 

так как ( ) ,G G F N  то ввиду теоремы 2.1[1] 

( ) .G G Ext  
F FN FN   

Пусть ( ) ,G G G 
F

 что возможно в сле-

дующих двух случаях. 
1) F( ),G G  т. е. в G  нет ненормальных 

максимальных подгрупп, значит, нет таковых и в 
.G GF  По определению, ( )G G G G  F F  

( ) ;G G G 
F F  ( ) .G G G   

F
N FN  

2) F( ),G G  но каждая ненормальная мак-

симальная подгруппа группы G не содержит .GF  

Значит, группа G GF  (возможно, единичная) не 

имеет ненормальных максимальных подгрупп, и 
по определению ( ) F( );G G G G G G  F F F  

( ) .G G G  
F

FN   

II. Пусть
 

θ  − абнормально полный под-
групповой sm -функтор. По определению, 

M ( ) θ( ),G GN  а значит, θ,M ( ) M ( ),G GG G
F F

N  

θ,Ф ( ) ( ).G GG G 
F F

 Так как θ  − sm -функтор, то 

группа θ,Ф ( )G G
F

 нормальна в .G  Следовательно, 

θ,Ф ( )G G 
F

FN  ввиду утверждения I и Sn -зам-

кнутости радикальной формации .FN   
III. Пусть θ  − регулярный подгрупповой  

m-функтор. Докажем справедливость равенства 

θ, θФ ( ) Ф ( ).G G G G G
F F F  

В случае θ,Ф ( )G G G
F

 

доказываемое равенство очевидно. Пусть 

θ,Ф ( ) ,G G G
F

 что возможно в следующих двух 

случаях.  
1)  θ( ) ,G G  что равносильно θФ ( ) .G G  

Тогда θФ ( )G G G GF F  ввиду регулярности θ.  

Так как θ,Ф ( ) ,G G G
F

 то θ,Ф ( )G G G 
F F  

θ=Ф ( ).G GF   

2)  θ( ) ,G G  что равносильно θФ ( ) .G G  

Таким образом, в G существуют максимальные 
θ -подгруппы и каждая из таких подгрупп не 
содержит .GF  Пусть при этом .G G F  Тогда, 

ввиду регулярности θ,  группа G GF  не имеет 

максимальных θ -подгрупп. По определению, 

θФ ( ) ,G G G GF F  что совпадает с θ,Ф ( )G G G
F F  

ввиду рассматриваемого случая θ,Ф ( ) .G G G
F

 

Пусть .G G F  Тогда θ,Ф ( )G G G
F F  − единичная 

группа. А так как θФ (1) 1,  ибо  θ( )G G  для 

любой группы ,G  то и в этом случае 

θ, θФ ( ) Ф ( ).G G G G G
F F F  

При условии абнормальной полноты θ  из 
замкнутости формации всех нильпотентных 
групп N  относительно подгрупп теперь следует 

θФ ( ) ( ) ,G G G G  F F N  а значит, 

θ,Ф ( ) .G G 
F

FN                             

Лемма 2.2. Пусть F  − непустая радикаль-
ная формация, G − группа. Имеют место сле-
дующие утверждения. 

(1) ФF ( ) F ( ).
G G

G G  
F F

  

(2) Если θ  − абнормально полный подгруп-
повой sm -функтор, то  

θ,Ф ФF ( ) F ( ) F ( ).
G G G

G G G   
F F F

 

Доказательство. (1) Обозначим .G G GF  

Применяя утверждение (1) леммы 1.1 для 
( ),GM G 

F
 K G F  и утверждение I леммы 2.1, 

имеем: ( )F ( ) F ( ) F ( )
G G G GG G G G     

FF F
F  − груп-

па, совпадающая с F( )G  по утверждению (7) 

леммы 1.1. Применение утверждения (5) леммы 
1.1 и утверждения (1) леммы 1.1 для 

Ф ( ),GM G
F

 K G F  даёт 

Ф ( ) ФF( ) F ( ) F ( ) .
G GG GG G G G   

FF F
F  

Следовательно, ФF ( ) F ( ).
G G

G G  
F F

  

(2) Так как функтор θ  является абнормаль-
но полным, то  

θ,M ( ) M ( ) M ( ),G G GG G G 
F F F

N  

следовательно,  

θ,Ф ( ) Ф ( ) ( ).G G GG G G  
F F F
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Ввиду утверждения (2) леммы 1.1 и нормально-
сти подгруппы θ,Ф ( )G G

F
 в G  

θ ,Ф ФF ( ) F ( ) F ( ).
G G G

G G G   
F F F

 

Из утверждения (1) теперь следует 

θ,Ф ФF ( ) F ( ) F ( ).
G G G

G G G   
F F F

               

Следствие 2.2.1 [3, следствие 1.2.2(2) лем-
мы 1.2]. Пусть θ  − абнормально полный под-
групповой sm -функтор, G  − группа. Тогда 

θФF ( ) F( ) F ( ).G G G     

Теорема 2.1. Пусть 1F  и 2F  − непустые ра-

дикальные формации, θ  − подгрупповой sm -функ-

тор. Тогда 
2 21 1 2

θ, θ, ,
(Ф ( )) (Ф ( ))G G G

G G
F F F

F F  для лю-

бой группы G.  
Доказательство. Если  θ( ) ,G G  то 

1 1 2
θ, θ, ,

Ф ( ) Ф ( ) ,G G G
G G G 

F F F
 и утверждение тео-

ремы верно. Пусть  θ( ) ,G G  а значит, 1.G   

И предположим, что 
1

θ,Ф ( ) ,G G G
F

 т. е. в нееди-

ничной группе G нет максимальных θ -подгрупп, 
содержащих 

1
.GF  Тогда в G  нет и ни одной мак-

симальной θ -подгруппы, которая бы содержала 

1
,GF  но не содержала 

2
.GF  Согласно определе-

нию, 
1 2

θ, ,
Ф ( ) .

G G
G G

F F
 Значит, в этом случае ут-

верждение теоремы выполняется. 
Пусть 

1
θ,Ф ( ) ,G G G

F
 а 

1
θ, ,

Ф ( ) .
G G

G G
F F2

 Это 

означает, что в G   существуют максимальные 
θ -подгруппы, содержащие 

1
,GF  и все они со-

держат 
2
,GF  откуда 

1 1 2
θ, θ,Ф ( ) Ф ( ).G G GG G

F F F
 Так 

как 
2 1

θ,Ф ( )GG G
FF  и 

1
θ,Ф ( )G G

F
 − нормальная 

подгруппа в ,G  то 
2 21

θ,(Ф ( )) .G G G
F F F  А так как 

1
θ, ,

Ф ( ) ,
G G

G G
F F2

 то 
2 21

θ, ,
(Ф ( )) .

G G
G G

F F2
F F  Таким 

образом, осталось рассмотреть случай, когда 
нормальная в G  подгруппа 

1
θ, ,

Ф ( ) .
G G

G G
F F2

 

Очевидно,  

2 21 1

21 21

θ, , θ, ,

θ,θ, ,

(Ф ( )) Ф ( )

(Ф ( ) Ф ( ))

G G G G

G GG G

G G G

G G G

 

  




F F F F2 2

F FF F2

F F

F

 

2 21 2 11
θ, θ,θ, ,

(Ф ( ) Ф ( )) (Ф ( )) ,G G GG G
G G G  

F F FF F2
F F  

т. к. 
1 1 21

θ, θ,θ, ,
Ф ( ) Ф ( ) Ф ( ).G G GG G

G G G 
F F FF F2

             

Следствие 2.1.1 [4, теорема 2.2]. Пусть X  − 
радикальная формация, содержащая формацию 
всех нильпотентных групп ,N  θ  − абнормально 

полный подгрупповой sm -функтор. Тогда  

θ θ,F θ, θ,
Ф ( ) F(Ф ( )) (Ф ( )) F(Ф ( ))

G G
G G G G  

X X
X  

для любой группы .G   

Доказательство. Положим в условии тео-
ремы 2.1  1F  − единичная формация, 2 .F X  Так 

как θФ ( ) ( ) ,G G   N X  то θ θФ ( ) (Ф ( ))G G X  

θ,
(Ф ( ))

G
G

X
X  по теореме 2.1. В частности, 

θ θ,F
Ф ( ) F(Ф ( )).G G  Значит, θ θ,

Ф ( ) F(Ф ( )).
G

G G
X

 

Следствие 2.1.2. Для всякой группы G и лю-
бой радикальной формации ,X  содержащей 
формацию всех нильпотентных групп, 

F
( ) F( ( )) ( ( )) F( ( )).

G G
G G G G      

X X
X  

Соответствующие частные случаи следствий 

2.1.1 и 2.1.2 имеют место для  , , . MX N S J   

Теорема 2.1 включает теорему 2.1 из [7] и её 
следствия 2.1.1 − 2.1.8, если для любой группы 
G  и подгруппового sm -функтора θ  положить 

 θ( ) M( ).G G G   Из теоремы 2.1 и утвержде-

ния II леммы 2.1 вытекает также 
Следствие 2.1.3. Пусть F  − непустая ра-

дикальная формация, θ  − абнормально полный 
подгрупповой sm -функтор, G  − группа. Тогда  

θ, θ, ,

θ, , θ, ,

Ф ( ) (Ф ( ))

(Ф ( )) (Ф ( ))

G G G

G G G G

G G

G G

 

 
F F FN

FN

X FN
F X F X

 

для любой радикальной формации ,X  содержа-

щей формацию .FN  

Следствие 2.1.4. Пусть F  − непустая ра-
дикальная формация, G − группа. Тогда  

,

, ,

( ) ( ( ))

( ( )) ( ( ))

G G G

G G G G

G G

G G

   

   

FNF F FN

X FN
F X F X

 

для любой радикальной формации ,X  содержа-

щей формацию .FN  

Применение леммы  1.1 (3)  позволяет рас-
пространить следствие 2.1.3 теоремы 2.1 на про-
изведение произвольного числа радикальных 
формаций .iF  

Следствие 2.1.5. Для любой группы G и аб-
нормально полного подгруппового sm -функтора 

θ  имеют место следующие утверждения. 
(1) Пусть 1 2 1, ,..., nF F F  − непустые ради-

кальные формации. Тогда  

... 1 2 11 2 1 ... ...1 2 1 1 2 1
θ, ...θ, ,

Ф ( ) (Ф ( ))
nn n n

G G G
G G

  
 

F F F F F F F F F N
F F F N  

1 2 1... ...1 2 1 1 2 1
...θ, , θ, ,

(Ф ( )) (Ф ( ))
nn n

G G G G
G G

 
 

F F F X F F F X
X F F F N  

для любой радикальной формации ,X  содержа-

щей формацию 1 2 1... .nFF F N  

(2) Пусть F  – непустая радикальная фор-
мация. Тогда  

θ, 1θ, ,1 1 1

1θ, , θ, ,1 1

Ф ( ) (Ф ( ))

(Ф ( )) (Ф ( ))

G nG Gn n n

nG G G Gn n

G G

G G

  


 

 

 

F NF F F N

X F NX XF F
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для любой радикальной формации ,X  содержащей 

формацию ,n-1F N  и любого натурального числа n.  
Следствие 2.1.6. Для любой группы G име-

ют место следующие утверждения. 
(1) Пусть 1 2 1, ,..., nF F F  − непустые ради-

кальные формации. Тогда  

... 1 2 11 2 1 ... ...1 2 1 1 2 1
...,

( ) ( ( ))
nn n n

G G G
G G

  
   

F F F F F F F F F N
F F F N  

1 2 1... ...1 2 1 1 2 1
..., ,

( ( )) ( ( ))
nn n

G G G G
G G

 
   

F F F X F F F X
X F F F N  

для любой радикальной формации ,X  содержа-

щей формацию 1 2 1... .nFF F N  

(2) Пусть F  – непустая радикальная фор-
мация. Тогда  

1,1 1 1

1, ,1 1

( ) ( ( ))

( ( )) ( ( ))

G nG Gn n n

nG G G Gn n

G G

G G

  


 

   

   

F NF F F N

X F NX XF F

 

для любой радикальной формации ,X  содержащей 

формацию ,n-1F N  и любого натурального числа n.  
Следствие 2.1.7. Для всякой группы G, аб-

нормально полного подгруппового sm -функтора 

θ  и любой радикальной формации ,X  содержа-

щей формацию ,nN  1,n   

1 1

1 1

θ, θ, ,

θ, , θ, ,

Ф ( ) (Ф ( ))

(Ф ( )) (Ф ( )) .

n
n n n

n
n n

G G G

G G G G

G G

G G

 

 

 

 
N N N

X
X XN N

N

N

 

Следствие 2.1.8. Для всякой группы G и лю-
бой радикальной формации ,X  содержащей фор-

мацию ,nN  1,n   

1 1

1 1

,

, ,

( ) ( ( ))

( ( )) ( ( )) .

n
n n n

n
n n

G G G

G G G G

G G

G G

 

 

   

   

NN N N

X
X XN N

N

 

Следствие 2.1.9. Для всякой группы G, аб-
нормально полного подгруппового sm -функтора 

θ  и любой радикальной формации ,X  содержащей 

формацию всех метанильпотентных групп 2 ,N  

2
2

2

θ,F θ,F,

θ,F, θ,F,

Ф ( ) (Ф ( ))

(Ф ( )) (Ф ( )) .

G

G G

G G

G G

 

 

N
N

X NX X

 

В частности, 

θ,F 2θ,F, θ,F,
Ф ( ) (Ф ( )) (Ф ( )) .

G G
G G G S NS S  

Следствие 2.1.10. Для всякой группы G и 
любой радикальной формации ,X  содержащей 

формацию всех метанильпотентных групп 2 ,N  

2 2F F, F, F,
( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) .

G G G
G G G G      

2
XN NX XN

 

В частности,  
2F F, F,

( ) ( ( )) ( ( )) .
G G

G G G    S NS S
 

Следствие 2.1.11. Для всякой группы G и аб-
нормально полного подгруппового sm -функтора 

θ  справедливо равенство 
θ,F,F

F (Ф ( )) F( ).G G

    

Доказательство. По теореме 2.1 

θ,Fθ,F,F
F (Ф ( )) F (Ф ( )).G G

   

Так как по утверждению II леммы 2.1 
2

θ,FФ ( ) ,G N  а значит, группа θ,FФ ( )G  разре-

шима, то θ,F θ,FF (Ф ( )) F(Ф ( )) F( ).G G G              

Следствие 2.1.12. Для всякой группы G 
справедливо равенство 

F,F
F ( ( )) F( ).G G

     

Следствие 2.1.13. Для всякой группы G, лю-
бой радикальной формации ,X  содержащей фор-

мацию ,N N  и абнормально полного подгруппо-

вого sm -функтора θ  

θ,F θ,F ,

θ,F , θ,F ,

Ф ( ) (Ф ( ))

(Ф ( )) (Ф ( )) .

G

G G

G G

G G

  


  

 

 
N N

X X

N N

X N N

 

Следствие 2.1.14. Для любой радикальной 
формации ,X  содержащей ,N N  и всякой группы G 

F F ,

F , F ,

( ) ( ( ))

( ( )) ( ( )) .

G

G G

G G

G G

  


  

   

   
N N

X X

N N

X N N

 

Полагая в теореме 2.1 1F  − единичная фор-

мация, 2 ,F F  получаем следующее следствие, 

учитывающее в частном случае (2) нильпотент-
ность подгруппы θФ ( )G  ввиду θ( ) M ( ).G G N  

Следствие 2.1.15. Пусть F  − непустая ра-
дикальная формация, θ  − абнормально полный 
подгрупповой sm -функтор, G − группа. Тогда  

θ θ,
(Ф ( )) (Ф ( )) .

G
G G

F
F F  

В частности: 
(1) для любого простого числа p справедли-

во равенство θ θ,O ( )
O (Ф ( )) O (Ф ( ));

p
p p G

G G  

(2) θ θ,O ( )
O (Ф ( )) O (Ф ( ))

G
G G


    

     θ, θ,O ( )
(Ф ( )) (Ф ( ))

G G
G G

 
 

N
N N  

для произвольного множества простых чисел ;  

если, в частности, θ(Ф ( )),G    то  

θ θ,O ( )

θ, θ,O ( )

Ф ( ) O (Ф ( ))

(Ф ( )) (Ф ( )) .

G

G G

G G

G G


 

 

 
N

N N

 

Следствие 2.1.16. Пусть F  − непустая ра-
дикальная формация, G − группа. Тогда 

( ( )) ( ( )) .
G

G G  F F
F

 

В частности: 
(1) для любого простого числа p справедли-

во равенство 
O ( )

O ( ( )) O ( ( ));
p

p p G
G G    

(2)    
O ( )

O ( ( )) O ( ( ))
G

G G


      

O ( )
( ( )) ( ( ))

G G
G G

 
   

N
N N  

для произвольного множества простых чисел ;  

если, в частности, ( ( )),G     то  
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O ( ) O ( )
( ) O ( ( )) ( ( )) ( ( )) .

G G G
G G G G

  
      

N
N N  

Пусть подгрупповой sm -функтор θ  выде-

ляет в каждой группе G саму группу G и все её 
абнормальные максимальные подгруппы. Тогда 
из теоремы 2.1 вытекает 

Теорема 2.2. Пусть 1,F  2F  − непустые ра-

дикальные формации, G − группа. Тогда  

2 21 1 2
,

( ( )) ( ( )) .G G G
G G  

F F F
F F  

Заметим, что следствия 2.1.2n, 1 8,n   
теоремы 2.1 вытекают также из  теоремы 2.2 с 
применением утверждения I леммы 2.1.  

Лемма 2.3. Пусть F  − непустая радикаль-
ная формация, G − группа. Имеют место сле-
дующие утверждения. 

(1) [7] ( Ф ( )) F ( Ф ( )).G GSoc G G G G
F F

 

(2) [7] F( Ф ( )) Ф ( );G GG G G G
F FFN   

ФF ( ).
G

G G 
F

FN  

(3) ( ( )) F ( ( )).G GSoc G G G G  
F F

 

(4) F( ( )) ( ).G GG G G G  
F FFN  

Доказательство. Обозначим .G G GF   

(3) Так как по утверждению I леммы 2.1 

( ) ( ),G G G G 
F F  

то ( ) ( ).GG G G G  
F

 Так 

как Ф( ( )) ( ( )) 1,G G G G      то по лемме 1.1 

(6) ( ( )) F ( ( )).Soc G G G G    Значит,  

( ( )) F ( ( )).G GSoc G G G G  
F F

 

(4) Применяя утверждение I леммы 2.1 и 
следствие 3.2.4 теоремы 3.2 [12], имеем 

F( ( )) F( ( )) F( ) ( )

( ) ( )

G

G G

G G G G G G

G G G G G G

     

   
F

F FFN F F FN

 

ввиду утверждения (4) леммы 1.1. А так как, оче-
видно, ( ) F( ( )),G GG G G G  

F FFN  то  

F( ( )) ( ).G GG G G G  
F FFN                   

Лемма 2.4. Пусть F  − непустая радикаль-
ная формация, θ  − абнормально полный под-
групповой sm -функтор, G − группа. Имеют ме-

сто следующие утверждения. 
(1) θ, θ,( Ф ( )) F ( Ф ( )).G GSoc G G G G

F F
 

(2) θ, θ,F( Ф ( )) Ф ( ).G GG G G G
F FFN   

(3) Тогда и только тогда ФF ( ) ,
G

G G
F

FN  ко-

гда θ,Soc( Ф ( ))GG G
F

 разрешим. 

Доказательство. (1) Пусть θ  − абнормаль-
но полный подгрупповой sm -функтор. По лемме 

2.2 (2) 
θ,Ф ФF ( ) F ( ) F ( ).

G G G
G G G   

F F F
 Так как 

θ,Ф ( ) Ф ( ),G GG G
F F

 то ввиду утверждения (1) лем-

мы 2.3 Ф θ,F ( ) Ф ( ) .
G GG G 

FF
N  Предположим, что  

Ф θ, θ, θ,F ( ) Ф ( ) F ( Ф ( )) Ф ( ).
G G G GG G G G R G 

F F FF
 

Тогда R  не входит в ФF ( ).
G

G
F

 А так как 

θ,Ф ( ) ( ),G GG G 
F F

 то 

( ) ( ) ( ) ,G G GR G G R R G     
F F F

N  

и, следовательно, ( ) ( ) F ( ( )).G G GR G G G G   
F F F

 

Из утверждения (3) леммы 2.3 следует 

ФR F ( ).
G

G 
F

 Полученное противоречие доказы-

вает справедливость равенства 

θ, θ,( Ф ( )) F ( Ф ( )).G GSoc G G G G
F F

 

(2) Пусть θ, θ,F( Ф ( )) Ф ( ).G GG G N G
F F

 Так 

как θ,Ф ( ) Ф ( ) ( ),G G GG G G  
F F F

 то из утвержде-

ния (2) леммы 2.3 следует θ, θ,Ф ( ) Ф ( ) ,G GG G G 
F FFN N  

откуда .G NFN  Кроме того, ( ) ( ) ;G GN G G  
F F

N  

ввиду утверждения (4) леммы 2.3 .N G FN  Зна-

чит, .N G FN   

Утверждение (3) вытекает из утверждений 
(1) и (2) с учётом утверждения (2) леммы 2.2.     

Следствие 2.4.1. Пусть F  − непустая ра-
дикальная формация, θ  − абнормально полный 
подгрупповой sm -функтор, G − группа. Тогда  

следующие четыре утверждения: ФF ( ) ,
G

G G
F

FN  

θ,Soc( Ф ( ))GG G
F

 разрешим, Soc( Ф ( ))GG G
F

 раз-

решим и Soc( ( ))GG G
F

 разрешим − равносильны. 

Лемма 2.5. Пусть F  − непустая радикаль-
ная формация, θ  − абнормально полный под-
групповой sm -функтор. Если факторгруппа 

Ф θ,θ, ,
F ( ) Ф ( ) Ф ( )

G GG G
G G G

FF F FN
 разрешима, то 

равносильны следующие три утверждения: 
(1) 

θ, ,
Ф ( ) ;

G G
G G

F FN
 

(2) Ф θ, ,
F ( ) Ф ( ) ;

G G G
G G G 

F F FN
 

(3) θ,Ф ( ) .G G G
F

 

Доказательство. Докажем равносильность ут-
верждений (1) и (3). Так как θ, θ, ,

Ф ( ) Ф ( ),G G G
G G

F F FN
 

то из утверждения (1) следует утверждение (3). 
Пусть выполняется утверждение (3), т. е. 

θ,Ф ( ) ,G G G
F

 что равносильно 

θ, Фθ,
Ф ( ) F ( ).G G

G G 
F

F
 

И предположим, что 
θ, ,

Ф ( ) .
G G

G G
F FN

 Тогда 

θ, θ,Ф ( ) Ф ( ) .G GG G G 
F FN FN  Согласно условию, фак-

торгруппа Ф θ, θ,F ( ) Ф ( ) ( Ф ( ))
G G GG G Soc G G

F FF
 

разрешима. По утверждению (3) леммы 2.4 

ФF ( ) ,
G

G G
F

FN  что противоречит 
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θ, Ф Фθ,
Ф ( ) F ( ) F ( ).

GG G
G G G  

F FF
 

Таким образом, из утверждения (3) следует 
утверждение (1). 

Докажем равносильность утверждений (2) и 

(3). Так как θ, Ф θ, ,
Ф ( ) F ( ) Ф ( ),

GG G G
G G G 

F F F FN
 то 

из утверждения (2) следует утверждение (3). 
Пусть выполняется утверждение (3). Как было 
показано, утверждение (3) равносильно утвер-
ждению (1). А из утверждения (1) следует ут-
верждение (2). Значит, утверждения (2) и (3) 
равносильны.                                                           

Замечание 2.1. Пусть θ  − абнормально 
полный подгрупповой m-функтор, F  − непустая 
радикальная формация. Справедливы следующие 
утверждения. 

(1) Условие θ,Ф ( )G G G
F

 θ(Ф ( )G G  в 

случае, если  1 )F  равносильно условию 

G G F  ( 1,G   соответственно), если θ  выделя-

ет в каждой группе G саму группу G и все её 
максимальные подгруппы. 

(2) Условие θ,Ф ( )G G G
F

 θ(Ф ( )G G  в слу-

чае, если  1 )F  равносильно условию G G FN  

( F( ),G G  соответственно), если θ  выделяет в 

каждой группе G саму группу G и все её макси-
мальные абнормальные подгруппы.  

Действительно, если абнормально полный 
подгрупповой m-функтор θ  выделяет в каждой 
группе G саму группу G и все её максимальные 
абнормальные подгруппы (случай (2)), то 

θ,Ф ( ) ( ).G GG G 
F F

 В соответствии с леммой 

1.1 (4) F( ) .G G G GF FN F  Поэтому условие 

( ) ,G G G 
F

 очевидно, равносильно условию 

.G G FN  

Таким образом, из леммы 2.5 вытекают  сле-
дующие следствия.   

Следствие 2.5.1 [7, лемма 2.6]. Пусть F  − 
непустая радикальная формация, G − группа, и 

пусть факторгруппа Ф ,
F ( ) Ф ( ) Ф ( )

G GG G
G G G

FF F FN
 

разрешима. Тогда равносильны следующие три 
утверждения: 

(1) 
,

Ф ( ) ;
G G

G G
F FN

 

(2) Ф ,
F ( ) Ф ( ) ;

G G G
G G G 

F F FN
 

(3) .G G F  

Следствие 2.5.2. Пусть F  − непустая ра-
дикальная формация, G − группа, и пусть фак-

торгруппа Ф ,
F ( ) ( ) ( )

G GG G
G G G 

FF F FN
 разре-

шима. Тогда равносильны следующие три ут-
верждения: 

(1) 
,

( ) ;
G G

G G 
F FN

 

(2) Ф ,
F ( ) ( ) ;

G G G
G G G 

F F FN
 

(3) .G G FN  

Теорема 2.3. Пусть F  − непустая ради-
кальная формация, θ  − абнормально полный под-
групповой sm -функтор, G − группа, θ,Ф ( ) .G G G

F
 

Тогда:
 (1) θ, Фθ, ,

Ф ( ) Ф ( ) F ( ),
GG G G

G G G G   
F F FN F

FN   

если факторгруппа Ф θ,θ, ,
F ( ) Ф ( ) Ф ( )

G GG G
G G G

FF F FN
 

разрешима; 

(2) θ, Фθ, ,
Ф ( ) Ф ( ) F ( ),

GG G G
G G G G   

F F FN F
FN   

если θ,( Ф ( ))GSoc G G
F

 разрешим. 

Доказательство. (1) Пусть θ,Ф ( ) ,G G G
F

 

Ф θ, ,
F ( ) Ф ( ) ,

G G G
G G N 

F F FN
 факторгруппа θ,Ф ( )GN G

F
 

разрешима. Тогда 

θ, θ, θ,Ф ( ) F( Ф ( )) Ф ( )G G GN G G G G G 
F F FFN  

ввиду леммы 2.4. Применение следствия 2.1.3 
теоремы 2.1 даёт θ,θ, ,

(Ф ( )) Ф ( ).GG G
N G G 

FF FN
FN  

Значит, θ, Фθ, ,
Ф ( ) Ф ( ) F ( ),

GG G G
G G G G   

F F FN F
FN  

учитывая лемму 2.3 (2). 
Утверждение (2) − частный случай утвер-

ждения (1); по лемме 2.4 (3) ФF ( ) .
G

G G
F

FN         

Замечание 2.2. Пусть F  − непустая ради-
кальная формация, G  − группа, θ  − абнормаль-
но полный подгрупповой sm -функтор. И пусть 

θ, θ, ,
Ф ( ) Ф ( ) .G G G

G G G 
F F FN

 Тогда 

θ,θ, θ, Ф ФФ ( ) Ф ( ) F ( ) F ( ).
G GG GG G G G G    

FN F F F
FN  

Значит, θ,Ф ( ) ,G G G G 
F FN  так как θ,Ф ( )G G G

F FN  

по лемме 2.1(II). Таким образом, согласно лемме 
2.4 (2), θ, θ,F( Ф ( )) Ф ( )G GG G G G

F FFN  − единич-

ная группа, а значит, по лемме 2.4 (1) 

θ, θ,( Ф ( )) F ( Ф ( ))G GSoc G G G G
F F

 − прямое про-

изведение простых неабелевых групп. 
Отметим следствие теоремы 2.3 для случая 

F  − единичная формация. 
Следствие 2.3.1. Пусть θ  − абнормально 

полный подгрупповой sm -функтор, G − группа, 

θФ ( ) .G G  Тогда:
 

(1) θ θ,F
Ф ( ) Ф ( ) F( ) F( ),G G G G      

если подгруппа 
θ,F

F( ) Ф ( )G G  разрешима; 

(2) θ θ,F
Ф ( ) Ф ( ) F( ) F( ),G G G G      

если подгруппа F( )G  разрешима. 

Применяя лемму 1.1 (3), распространим 
теорему 2.3 на произведение произвольного чис-
ла радикальных формаций .iF  
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Следствие 2.3.2. Пусть θ  − абнормально 
полный подгрупповой sm -функтор, G − группа. 

Имеют место следующие утверждения. 
I. Пусть 1 2 1, ,..., nF F F  − непустые ради-

кальные формации, 
...1 2 1

θ,Ф ( ) .
n

G G G



F F F

 Тогда:  

(1) 
...1 2 1 ... ...1 2 1 1 2 1

θ, θ, ,
Ф ( ) Ф ( )

n n n
G G G

G G
  

 
F F F F F F F F F N

 

1 2 1 ...1 2 1
... ФF ( ),

n G n

G G
 

  
F F F

F F F N  

если  факторгруппа  

...... ... ... 1 2 11 2 1 1 2 1 1 2 1
Ф θ,θ, ,

F ( ) Ф ( ) Ф ( )
G nn n n

GG G
G G G

  


F F FF F F F F F F F F N
  

разрешима; 
(2) 

...1 2 1 ... ...1 2 1 1 2 1
θ, θ, ,

Ф ( ) Ф ( )
n n n

G G G
G G

  
 

F F F F F F F F F N
 

1 2 1 ...1 2 1
... ФF ( ),

n G n

G G
 

  
F F F

F F F N  

если 
...1 2 1

θ,( Ф ( ))
n

GSoc G G
F F F

 разрешим. 

II. Пусть F  − непустая радикальная форма-

ция, θ,Ф ( ) ,
n-G G G
1F

 n − натуральное число. Тогда: 

(1) θ, θ, ,
Ф ( ) Ф ( )

n- n- n-
G G G

G G 
1 1 1F F F N

 

ФF ( ),n-

n-G
G G  1

1F

F N
 

если факторгруппа 

θ,θ, ,ФF ( ) Ф ( ) Ф ( )
n-n- n-

n-
GG GG

G G G
11 1

1 FF F NF

 

разрешима; 
(2) θ, θ, ,

Ф ( ) Ф ( ) n-
n- n- n-

G G G
G G G  1

1 1 1F
F NF F N

  

ФF ( ),
n-G

G 
1F

 если θ,( Ф ( ))G n-
Soc G G

1F
 разрешим. 

III. Пусть n − натуральное число, 

θ,Ф ( ) .
n-G G G
1N

 Тогда: 

(1) θ, θ, ,
Ф ( ) Ф ( ) n

n- n- n
G G G

G G G  
1 1 NN N N

 

1
ФF ( ),

nG
G



 
N

 если группа 
θ, ,ФF ( ) Ф ( )

n- n
n-

G GG
G G

1
1 N NN

 

разрешима; 
(2) θ, θ, ,

Ф ( ) Ф ( ) n
n- n- n

G G G
G G G  

1 1 NN N N
 

1
ФF ( ),

nG
G



 
N

 если группа 
1

ФF ( )
nG

G



N

 разрешима. 

Утверждение III следствия 2.3.2 теоремы 2.3 
учитывает разрешимость подгруппы θ,Ф ( ),G n-

G
1N

 

принадлежащей формации nN  согласно утвержде-
нию II леммы 2.1 и утверждению (3) леммы 1.1. 

Из теоремы 2.3 вытекает следующий ре-
зультат, ввиду следствия 2.5.1 леммы 2.5 равно-
сильный теореме 2.2 из [7]. 

Следствие 2.3.3. Пусть F  − непустая ра-

дикальная формация, G − группа, .G G F  Тогда:
 

(1) Ф,
Ф ( ) Ф ( ) F ( ),

GG G G
G G G G   

F F FN F
FN   

если факторгруппа Ф ,
F ( ) Ф ( ) Ф ( )

G GG G
G G G

FF F FN
 

разрешима; 

(2) Ф,
Ф ( ) Ф ( ) F ( ),

GG G G
G G G G   

F F FN F
FN   

если Soc( Ф ( ))GG G
F

 разрешим. 

В случае  1F  из следствия 2.3.3 теоремы 

2.3 получаем следующее утверждение: 

F
Ф( ) Ф ( ) F( ) F( ),G G G G      если 1,G   под-

группа 
F

F( ) Ф ( )G G  разрешима; в частности, 

F
Ф( ) Ф ( ) F( ) F( ),G G G G     если подгруппа F( )G  

неединичной группы G разрешима. Это утвер-
ждение вытекает также из следствия 2.3.1 с учё-
том замечания 2.1(1). Для разрешимой нееди-
ничной группы G  равенство 

F
Ф( ) Ф ( )G G  ус-

тановлено в [13]. 
В случае F  − формация всех нильпотент-

ных групп из следствия 2.3.2 теоремы 2.3 с при-
влечением следствия 2.5.1 леммы 2.5 получаем 

утверждение: 2
F2

F F, ФФ ( ) Ф ( ) F ( ),
G

G G G G   
N

N
 

если 
2F,

Ф ( ) ,
G

G G
N

 подгруппа 
F 2F,ФF ( ) Ф ( )

G
G G

N

 

разрешима; в частности, если группа G нениль-

потентна и подгруппа 
FФF ( )G  разрешима, то 

2
F2

F F, ФФ ( ) Ф ( ) F ( ).
G

G G G G   
N

N
  Метанильпо-

тентность пересечения FФ ( )G  для разрешимой не-

нильпотентной группы G была установлена в [13]. 
Следствие 2.3.4. Пусть G − группа. Имеют 

место следующие утверждения. 
I. Пусть 1 2 1, ,..., nF F F  − непустые ради-

кальные формации, 
1 2 1...

.
n

G G



FF F

 Тогда:  

(1) 
...1 2 1 ... ...1 2 1 1 2 1

,
Ф ( ) Ф ( )

n n n
G G G

G G
  

 
F F F F F F F F F N

 

1 2 1 ...1 2 1
... ФF ( ),

n G n

G G
 

  
F F F

F F F N  если  факторгруппа 

...... ... ... 1 2 11 2 1 1 2 1 1 2 1
Ф ,

F ( ) Ф ( ) Ф ( )
G nn n n

GG G
G G G

  


F F FF F F F F F F F F N
 

разрешима; 
(2) 

...1 2 1 ... ...1 2 1 1 2 1
,

Ф ( ) Ф ( )
n n n

G G G
G G

  
 

F F F F F F F F F N
 

1 2 1 ...1 2 1
... ФF ( ),

n G n

G G
 

  
F F F

FF F N  если 
...1 2 1

( Ф ( ))
n

GSoc G G
FF F

 

разрешим. 
II. Пусть F  − непустая радикальная фор-

мация, ,
n-

G G
1F

 n − натуральное число. Тогда: 

(1) 
,

Ф ( ) Ф ( ) n-
n- n- n-

G G G
G G G  1

1 1 1 F NF F F N
 

ФF ( ),
n-G

G 
1F

 если факторгруппа ФF ( )
n-G

G 
1F

 

,
Ф ( ) Ф ( )

n-n- n-
GG G

G G
11 1 FF F N

 разрешима; 

(2) 
,

Ф ( ) Ф ( ) n-
n- n- n-

G G G
G G G  1

1 1 1 F NF F F N
  

ФF ( ),
n-G

G 
1F

 если ( Ф ( ))G n-
Soc G G

1F
 разрешим. 

Утверждение I следствия 2.3.4 теоремы 2.3 
равносильно следствию 2.2.2 теоремы 2.2 [7] 
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ввиду следствия 2.5.1 леммы 2.5. Следующий 
результат равносилен теореме 2.3 из [7]. 

Следствие 2.3.5. Пусть G − группа. Для 
всякого натурального числа n имеют место сле-
дующие утверждения.  

(1) Если 1 ,nG G 
N

 подгруппа 
1

ФF ( )
G n-

G 
N

 

1 ,Ф ( )
G Gn- n

G
N N

 разрешима, то  

1 ,1 1
ФФ ( ) Ф ( ) F ( ).G G G nn- n Gn- n-

G G G G   
N NN N

N
 

(2) Если 1nG G 
N

 и подгруппа 
1

ФF ( )
G n-

G
N

 

разрешима, то  

1 ,1 1
ФФ ( ) Ф ( ) F ( ).G G G nn- n Gn- n-

G G G G   
NN NN N

 

Полагая  θ( ) M ( )G G G  N  для любой 

группы G, из теоремы 2.3, с учётом замечания 
2.1, получаем 

Следствие 2.3.6. Пусть F  − непустая ра-

дикальная формация, G − группа, .G G FN  Тогда:
 

(1) Ф,
( ) ( ) F ( ),

GG G G
G G G G     

F F FN F
FN  ес-

ли факторгруппа Ф ,
F ( ) ( ) ( )

G GG G
G G G 

FF F FN
 

разрешима; 

(2) Ф,
( ) ( ) F ( ),

GG G G
G G G G     

F F FN F
FN  ес-

ли ( ( ))GSoc G G
F

 разрешим.  

Следствие 2.3.7. Пусть G − группа. Имеют 
место следующие утверждения. 

I. Пусть 1 2 1, ,..., nF F F  − непустые ради-

кальные формации, 
1 2 1...

.
n

G G



F F F N

 Тогда:  

(1) 
...1 2 1 ... ...1 2 1 1 2 1

,
( ) ( )

n n n
G G G

G G
  

   
F F F F F F F F F N

 

1 2 1 ...1 2 1
... ФF ( ),

n G n

G G
 

  
F F F

F F F N  если факторгруппа 

...... ... ... 1 2 11 2 1 1 2 1 1 2 1
Ф ,

F ( ) ( ) ( )
G nn n n

GG G
G G G

  
 

F F FF F F F F F F F F N
  

разрешима; 
(2) 

...1 2 1 ... ...1 2 1 1 2 1
,

( ) ( )
n n n

G G G
G G

  
   

F F F F F F F F F N

 

1 2 1 ...1 2 1
... ФF ( ),

n G n

G G
 

  
F F F

FF F N  если 
...1 2 1

( ( ))
n

GSoc G G



FF F

 

разрешим. 
II. Пусть F  − непустая радикальная фор-

мация, ,
n-

G G
1F N

 n − натуральное число. Тогда: 

(1) 
,

( ) ( ) n-
n- n- n-

G G G
G G G    1

1 1 1 F NF F F N
 

ФF ( ),
n-G

G 
1F

 если факторгруппа ФF ( )
n-G

G 
1F

 

,
( ) ( )

n-n- n-
GG G

G G 
11 1 FF F N

 разрешима; 

(2) 
,

( ) ( ) n-
n- n- n-

G G G
G G G    1

1 1 1 F NF F F N
  

ФF ( ),
n-G

G 
1F

 если ( ( ))G n-
Soc G G

1F
 разрешим. 

Следствие 2.3.7 теоремы 2.3 включает сле-
дующий результат. 

Теорема 2.4. Пусть G − группа. Для всякого 
натурального числа n имеют место следующие 
утверждения. 

(1) Если nG G
N

 и подгруппа 
1

ФF ( )
G n-

G 
N

 

1 ,
( )

G Gn- n
G

N N
 разрешима, то  

1 ,1 1
Ф( ) ( ) F ( ).G G G nn- n Gn- n-

G G G G     
N NN N

N
 

(2) Если nG G
N

 и подгруппа 
1

ФF ( )
G n-

G
N

 

разрешима, то  

1 ,1 1
Ф( ) ( ) F ( ).G G G nn- n Gn- n-

G G G G     
N NN N

N
 

Следствие 2.4.1. Пусть G − ненильпотент-
ная группа. Тогда: 

(1) если подгруппа 
F

F( ) ( )G G  разреши-

ма, то 
F

( ) ( ) F( ) F( );G G G G       

(2) если подгруппа F( )G  разрешима, то 

F
( ) ( ) F( ) F( ).G G G G       

Следствие 2.4.1 вытекает также из следст-
вия 2.3.1 теоремы 2.3 с учётом замечания 2.1(2). 

Следствие 2.4.2. Пусть нильпотентная 
длина разрешимой группы G  больше натураль-
ного числа n. Тогда  

1 ,1 1
Ф( ) ( ) F ( ).G G G nn- n Gn- n-

G G G G     
N NN N

N
 

Следствие 2.4.3 [14]. Подгруппа Гашюца 
( )G  разрешимой ненильпотентной группы G 

совпадает с пересечением всех максимальных 
ненормальных подгрупп группы G, не содержа-
щих её подгруппу Фиттинга F( ).G   

Выделим случай теоремы 2.4, возникающий 
при 2.n    

Следствие 2.4.4. Пусть группа 2 .G G
N

 

Тогда: 

(1) если подгруппа 
F 2

Ф F,
F ( ) ( )

G
G G

N

 раз-

решима, то 2
F2

F ФF,
( ) ( ) F ( );

G
G G G G     

N
N

 

(2) если подгруппа 
FФF ( )G  разрешима, то 

2
F2

F ФF,
( ) ( ) F ( ).

G
G G G G     

N
N

 

Следствие 2.4.5. Пусть G − разрешимая 
группа, не являющаяся метанильпотентной. Тогда 

2
F2

F ФF,
( ) ( ) F ( ).

G
G G G G     

N
N

 

Теорема 2.5. Пусть F  − непустая ради-
кальная формация, G − группа. Имеют место 
следующие утверждения. 

I. Пусть θ  − абнормально полный подгруп-
повой sm -функтор. Если θ,Ф ( ) ,G G G

F
 то  

Ф
θ, Фθ, ,F

Ф ( ) Ф ( ) F ( ).
G

G
G G

G G G 


F FF
F

 

II. Если ,G G F  то  
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Ф
Ф,F

Ф ( ) Ф ( ) F ( ).
G

G
G G

G G G 


F FF
F

 

III. Если ,G G FN  то  

Ф
Ф,F

( ) ( ) F ( ).
G

G
G G

G G G   


F FF
F

 

Доказательство. I. Так как θ,Ф ( ) ,G G G
F

 то 

θ,θ, Ф ФФ ( ) F ( ) F ( )
G GG G G G  

F F F
 ввиду леммы 2.2 (2). 

Предположим, что 
Ф

θ, θ, ,F
Ф ( ) Ф ( ).

G
G G

G G F F
F

 Пусть 

θ,Ф ( )GN G
F

 − минимальная нормальная под-

группа группы θ,Ф ( ) ,GG G
F

 
Фθ, ,F

Ф ( ).
G

G
N G 

F
F

 

Так как 
ФФ

θ, θ,Fθ, ,F
Ф ( ) Ф ( ) Ф ( ),

GG
G G

G G G  F F FF

 то 

θ,Ф ( ),GN G
F

  что противоречит сделанному 

предположению. Значит, 
Ф

θ, θ, ,F
Ф ( ) Ф ( ).

G
G G

G G F F
F

 

Утверждения II и III вытекают из утверждения I 
ввиду замечания 2.1.                                               

Утверждение I теоремы 2.5 обобщает слу-
чай (2) теоремы 2.3, который вытекает из теоре-
мы 2.5 с применением  леммы 2.4 (3).  

Следствие 2.5.1. Пусть G − группа. Имеют 
место следующие утверждения. 

I. Пусть θ  − абнормально полный подгруп-
повой sm -функтор. Если θФ ( ) ,G G  то  

θ θ,F
Ф ( ) Ф ( ) F( ).G G G 

  

II. Если 1,G   то 
F

Ф( ) Ф ( ) F( ).G G G 
  

III. Если F( ),G G  то 
F

( ) ( ) F( ).G G G   
  

Следствие 2.5.1 включает результаты рабо-
ты [15]. 
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