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О произведении обратимых элементов кольца классов вычетов 
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Доказывается, что в кольце классов вычетов по модулю m  произведение всех обратимых элемен-

тов равно 1  или 1m . 
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We prove that the product of all inverse elements of residue classes modulo m  is equal to 1  or 1m . 

Keywords: residue, residue class rings, finite Abelian group, Euler phi function. 

 

Согласно теореме Вильсона натуральное число p  является простым тогда и только то-

гда, когда )(mod1)!1( pp  . Карл Фридрих Гаусс заметил [1, с. 77–78]: «В более общем 

виде теорему Вильсона можно высказать так. Произведение всех чисел, которые меньше не-

которого заданного числа A  и одновременно взаимно просты с ним, сравнимы по модулю A  

с единицей, взятой с положительным или с отрицательным знаком. С отрицательным знаком 

единица получается когда A  имеет вид mp  или mp2 , где p  означает отличное от 2 простое 

число, и, кроме того, при 4A , во всех остальных случаях получается положительная еди-

ница». Далее Гаусс отмечает: «Теорема, высказанная Вильсоном, содержится в первом слу-

чае. Доказательство мы ради краткости не приводим, заметим только, что оно может быть 

проведено подобным же образом, как в предыдущем пункте, .... Можно было бы также выве-

сти доказательство из рассмотрения индексов, ...». 

В 1903 г. Миллер [2] привел новое доказательство, использующее теорию групп. 

В настоящей заметке мы приводим более современное доказательство теоремы Милле-

ра, которое затем применяем для получения обобщенной теоремы Вильсона. Все используе-

мые понятия и обозначения соответствуют [3]–[4]. Через X  обозначается порядок конечной 

группы X , )(Gp  – произведение всех элементов группы G . 

Пусть m  – натуральное число и }1,,1,0{  mm   – кольцо классов вычетов по модулю 

m , где 1,,1,0 m  – наименьшие неотрицательные вычеты. Мультипликативная группа 
*

mZ обратимых элементов абелева порядка )(m  и состоит из тех классов, наименьшие неотри-

цательные вычеты которых взаимно просты с модулем m , [3, теорема 4.1, с. 86]. Здесь )(m  – 

функция Эйлера. Заметим, что класс 1m  принадлежит группе *

mZ  при любом 1m  и явля-

ется элементом порядка 2 при любом 2m . Группа *

mZ  циклическая [3, теорема 7.4, с. 168] 

тогда и только тогда, когда m A, где A {2, 4, , 2 | \{2}, }t tp p p t    . 

Здесь   – множество всех натуральных чисел, а   – множество всех простых чисел. 

Лемма 1. Если BAG   – конечная абелева группа, A  и B  – ее подгруппы, то 
| | | |( ) ( ) ( )B Ap G p A p B . 

Доказательство. Пусть }...,,,1{ 21 naaaA  , || An  , }...,,,1{ 21 mbbbB  , || Am  . 

Все элементы группы G  запишем в виде следующей таблицы умножения элементов под-

групп A  и B . В последней строке (последнем столбце) указано произведение элементов 

столбца (строки) (таблица 1). 
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Таблица 1 – Умножение элементов подгрупп A  и B  
 

1 2 3 4 5 6 7 

1 
2b  … 

jb  … 
mb  )(Bp  

2a  22ba  … 
jba2  … 

mba2  )(2 Bpam
 

   …    

ia  2bai  … 
jiba  … 

miba  )(Bpam

i  

   …    

na  2ban  … 
jnba  … 

mnba  )(Bpam

n  

)(Ap  nbAp 2)(  … n

jbAp )(  … n

mbAp )(  
nm BpAp )()(  

 

Ясно, что nmn

m

n

j

n BpApbApbApbApApGp )()()()()()()( 2   . 

Лемма 2. Если G  – абелева группа нечетного порядка, то .1)( Gp  

Доказательство. В группе G  нечетного порядка нет элементов порядка 2 по теореме 

Лагранжа, поэтому 1 aa  для любого }1{\Ga . Действительно, если существует элемент 

}1{\Ga  такой, что 1 aa , то 112  aaaaa , противоречие. Поэтому все элементы 

группы G  можно выписать, чередуя их с обратными: ,,,,,, 111  ccbbaa .Теперь  
1 1 1( ) 1p G aa bb cc    . 

Лемма 3. Если P  – силовская 2-подгруппа абелевой группы G , то | : |( ) ( )G Pp G p G . 

Доказательство. Так как G  – абелева группа, то HPG  , где H  – 2 -холлова под-

группа группы G . По лемме 1 | | | |( ) ( ) ( )H Pp G p P p H . Так как 1)( Hp  по лемме 2 и 

|:||| PGH  , то | : |( ) ( )G Pp G p G . 

Заметим, что если в абелевой группе G  четного порядка силовская 2-подгруппа цикли-

ческая, то элемент порядка 2 в группе G  единственный. 

Лемма 4. Если aG    – циклическая группа порядка 12 k , то 
12( )

k

p G a


 . 

Доказательство. Пусть },,,,1{ 122 
k

aaaG  . Тогда 
1 12 2 1 2 1 2 2 2 2 2( )

k k k k k

p G a a a a a a a a a
           . 

Заметим, что 
12 k

a  – элемент порядка 2. 

Лемма 5. Если абелева 2-группа G  нециклическая, то 1)( Gp . 

Доказательство. Пусть A  – циклическая подгруппа наибольшего порядка в группе G . 

Согласно [4, лемма 3.3] существует подгруппа B  такая, что BAG  . По лемме 1 

.)()()( |||| AB BpApGp   

По лемме 4 aAp )( , 2|| a . Так как 22||  kB , то 1)( || BAp . 

Если B  нециклическая, то по индукции 1)( Bp  и 1)( Gp . 

Если B  циклическая, то по лемме 4 bBp )( , 2|| b . Так как 22||  lA , то 

1)( || BAp  и 1)( Gp . 

Теорема 1. (Теорема Миллера) Пусть G  – конечная абелева группа с единичным эле-

ментом 1 и P  – ее силовская 2-подгруппа. Если P  нециклическая, то 1)( Gp . Если P  цик-

лическая и }1{P , то iGp )( , где i – элемент порядка 2. 

Доказательство. Пусть P  – силовская 2-подгруппа группы G . По лемме 3 
|:|)()( PGGpGp  . Если P  нециклическая, то 1)( Pp  по лемме 5 и 1)( Gp . Если P  цикли-

ческая, то iPp )(  по лемме 4, где i – элемент порядка 2. Так как |:| PG  – нечетное число, 

то ii PG |:|  и iGp )( . 
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Следствие 1. Пусть m , 1m . Произведение всех обратимых элементов кольца 

mZ  равно 1m  при m A и 1 при m A. 

Доказательство. Можно считать 1m . Обратимые элементы кольца mZ  составляют 

абелеву группу *

mZ  четного порядка )(m . Поэтому произведение обратимых элементов 

кольца mZ  совпадает с )( *

mZp . 

Если m A, то группа *

mZ  циклическая [3, теорема 7.4, с. 168] и )( *

mZp  – элемент по-

рядка 2 по теореме 2. Поскольку в циклической группе четного порядка существует только 

один элемент порядка 2, то 1)( *  mZp m . 

Пусть m A. Тогда либо 42  tm , либо 21mmm  , 221  mm , где числа 1m  и 2m  

взаимно просты. При 42  tm  группа *

mZ
 
будет нециклической группой порядка 12 t . При 

21mmm   группа ***

21 mmm ZZZ   [3, теорема 7.4, с. 168].Так как *

1mZ  и *

2mZ  – группы четных 

порядков, то силовская 2-подгруппа в *

mZ  нециклическая. Итак, в любом случае при m A 

силовская 2-подгруппа в *

mZ  нециклическая и 1)( * mZp  по теореме 2. 

Следствие 2. (Теорема Вильсона) Натуральное число p  является простым тогда и 

только тогда, когда )(mod1)!1( pp  . 

Доказательство. Если p  – простое, то все ненулевые элементы кольца pZ  обратимы и 

1121  pp  по теореме 1. Поэтому )(mod1)!1( pp  . 

Обратно, пусть )(mod1)!1( pp  . Предположим, что p  не простое. Тогда klp  , 

plk 1  и )(mod0)!1( pp  , противоречие. 

Для натурального числа k  через !k  будем обозначать произведение всех тех чисел от 

1 до k , которые взаимно просты с k . 

Следствие 3. (Теорема Гаусса) Пусть m  – натуральное число. Если m A, то 

)(mod1! mm  . Если m A, то )(mod1! mm  . 

Доказательство. Достаточно заметить, что !m  совпадает с произведением обратимых 

элементов кольца mZ , а затем применить теорему 1. 
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