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Рассмотрен иерархический подход к адаптации скорости обучения в градиентных методах, назы-
ваемый оптимизацией скорости обучения (ОСО). ОСО формулирует проблему адаптации скоро-
сти обучения как задачу иерархической оптимизации, которая минимизирует функцию потерь по 
отношению к скорости обучения для текущих параметров и градиентов модели. Затем ОСО опти-
мизирует скорость обучения на основе метода множителей переменного направления. В процессе 
этой оптимизации не требуется никакой информации второго порядка и вероятностной модели, 
поэтому он очень эффективен. Кроме того, ОСО не требует дополнительных гиперпараметров по 
сравнению с методом градиента с простым экспоненциальным спадом скорости обучения. Если 
сравнить эффективность оптимизации с современными методами адаптации скорости обучения, а 
также с наиболее часто используемыми методами адаптивного градиента, то ОСО превосходит 
другие методы в задачах классификации. 
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A hierarchical approach to adapting the learning rate in gradient methods, called learning rate optimiza-
tion (LRO), is considered. LRO formulates the learning rate adaptation problem as a hierarchical optimi-
zation problem that minimizes the loss function with respect to the learning rate for current model param-
eters and gradients. LRO then optimizes the learning rate based on the alternating direction multiplier 
method. In the process of this optimization it does not require any second order information and a proba-
bilistic model, so it is very efficient. In addition, LRO does not require any additional hyperparameters 
compared to the gradient method with a simple exponential learning rate decay. If we compare the opti-
mization efficiency with modern learning rate adaptation methods, as well as with the most commonly 
used SGD adaptive gradient methods, then LRO outperforms all competitors in classification tasks. 
Keywords: deep learning, machine learning, mathematical optimization. 
 
Введение. Градиентные методы широко используются для подбора параметров модели 

в интеллектуальном анализе данных и машинном обучении, благодаря их эффективности. В 
градиентных методах скорость обучения (или размер шага) является одним из наиболее важ-
ных параметров, определяющих общую производительность оптимизации. По этой причине 
методы адаптации скорости обучения широко изучались с различных точек зрения, таких как 
информация второго порядка, обучение с подкреплением и статистический тест [1]. Однако 
эти методы почти не используются на практике из-за сложной реализации, больших трудо-
емких вычислений. 

Для эффективной и действенной адаптации скорости обучения был предложен новый 
иерархический подход к адаптации скорости обучения, называемый оптимизацией скорости 
обучения (ОСО). ОСО формулирует проблему адаптации скорости обучения как проблему су-
боптимизации градиентных методов. В частности, скорость обучения оптимизирована для ми-
нимизации линеаризованной функции потерь для текущих параметров и градиентов модели. 
Затем оптимальная скорость обучения эффективно рассчитывается на основе метода множите-
лей переменных направлений [2]. Поскольку ОСО напрямую оптимизирует скорость обуче-
ния, чтобы минимизировать функцию потерь без каких-либо эвристических предположений, 
мотивация и причина повышения производительности ОСО ясны и хорошо обоснованы. 

ОСО не требует каких-либо архитектурных ограничений для моделей прогнозирования, 
а также трудоемкой информации второго порядка, вероятностных моделей и статистических 
тестов для адаптации скорости обучения. Следовательно, ОСО эффективен и прост в реали-
зации, дополнительная временная сложность от применения ОСО в градиентных методах 
незначительна в задачах оптимизации большого масштаба, таких как обучение глубоких 
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нейронных сетей. Кроме того, ОСО имеет только два гиперпараметра: начальную верхнюю 
границу скорости обучения и коэффициент затухания, что равно количеству гиперпараметров 
метода ванильного градиента с экспоненциальным спадом скорости обучения. В ОСО нет до-
полнительных гиперпараметров, если сравнивать его с методом простого градиента [1]. 

Метод ОСО значительно улучшил сходимость и оптимизацию метода градиентного 
спуска. Кроме того, градиентные методы с ОСО значительно превзошли популярные и со-
временные градиентные методы при обучении глубоких нейронных сетей. 

Оптимизация скорости обучения. Цель метода ОСО – найти оптимальную скорость 
обучения для заданных в данный момент параметров модели и градиентов. Таким образом, 
ОСО является подмодулем градиентных методов для адаптации скорости онлайн-обучения. 
Вкратце, градиентные методы с ОСО оптимизируют параметры модели в три этапа: 

1. Расчет градиентов для целевых и текущих параметров модели. 
2. Поиск оптимальной скорости обучения для заданных параметров модели и градиентов. 
3. Обновление параметров модели, используя градиенты и оптимизированную скорость 

обучения. 
Цель ОСО – найти параметр *η  – оптимальную скорость обучения, который миними-

зирует функцию потерь для заданных текущих параметров модели и градиентов как: 

{ }* arg min I( ) ( ) ,ηη θ ην θ νη= − +Ω −                                         (1) 
где I  – функция потерь обучения, Ω  – срок регуляризации θ  – параметры модели, ν  – адап-
тивный градиент для обновления θ . Поскольку методы градиента обновляют параметры моде-
ли, перемещаясь в направлении, противоположном градиенту ( )θ θ ην← ← , функция потерь 
I( )θ  и срок регуляризации ( )θΩ  можно переписать как I( )θ ην−  и ( )θ ηνΩ − , соответственно. 

Однако в реальных задачах непосредственно решать задачу оптимизации в уравнении 
(1) невозможно из-за сильной нелинейности I . Чтобы справиться с этой трудностью, сначала 
линеаризуется I  вблизи θ  в виде: 

,I( ) I( ) ( I) ( ) I( ) TT gθθ ην θ θ η θ νν θ η− ≈ + ∇ − − = −                                (2) 
где Ig θ= ∇  является истинным градиентом. Однако для линеаризации уравнения (2) η  дол-
жен быть достаточно мал. Для этого ограничения мы вводим ограничение неравенства для 
верхней границы η  [3]. Таким образом, задача оптимизации ОСО окончательно определяет-
ся следующим образом: 

{ }*
0arg min I( ) ( ) ,Tgη εη θ η ν θ ην≤ ≤= − +Ω −                                        (3) 

где ε  – положительный гиперпараметр, определяющий верхнюю границу скорости обуче-
ния. Таким образом, ОСО адаптирует скорость обучения, решая задачу оптимизации с огра-
ничениями в уравнении (3) для текущих параметров модели и градиентов. 

Расширенный метод Лагранжа для задачи оптимизации скорости обучения. Рас-
ширенный метод Лагранжа – это широко используемый метод оптимизации для решения за-
дачи оптимизации с ограничениями путем преобразования ее в задачу без ограничений [4]. 
Однако задача оптимизации расширенного метода Лагранжа должна быть определена при 
ограничениях равенствах. По этой причине необходимо преобразовать задачу оптимизации с 
ограничениями неравенствами в уравнении (3) к задаче с ограничениями – равенствами. Для 

этого введем переменную [ ]1 2, Ts s s= , затем преобразуем проблему в проблему с ограниче-
ниыми равенствами как: 

{ }*
0arg min I( ) ( ) ,Tgη εη θ η ν θ ην≤ ≤= − +Ω −                                   (4) 

1 2 1 20, 0,               0, 0,s s s sη ε η− = − − = ≥ ≥  
где 1s  и 2s  являются слабыми переменными с неотрицательным ограничением. 

Наконец, расширенная функция Лагранжа для задачи определяется как: 
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L ( , , ) I( ) ( )Ts gλ η λ θ η ν θ ην= − +Ω − −  
2 2

1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ,
2 2

s s s sµ µλ η λ ε η η ε η− − − + − + − + − −                            (5) 

где [ ]1 2, Tλ λ λ=  является двойственной переменной для расширенной функции Лагранжа и 
0µ ≥  является гиперпараметром метода множителей переменных направлений (ММПН) для 

управления балансом целевой функции и штрафного члена для ограничений равенств. В це-
лом,  просто настроен на постепенное увеличение в процессе оптимизации, чтобы гаранти-
ровать выполнимость решения для ограничений равенств [5]. 

Оптимизация. Оптимизация ОСО реализуется на основе ММПН, чтобы найти опти-
мальную скорость обучения, которая минимизирует расширенную функцию Лагранжа в 
уравнении (5). Основанное на ММПН решение для ОСО имеет два преимущества: 

1. Оно эффективно, поскольку правила обновления получаются на основе простых ска-
лярных вычислений. 

2. Легко расширяется до нескольких ограничений и скоростей обучения, адаптирован-
ных для каждого параметра модели. 

В математической оптимизации ММПН широко используется для решения задачи оп-
тимизации [6], содержащей различные типы первичных переменных x  и z  с ограничениями 
равенствами: 

,
, arg ( ) ( )min

x z
x z f x g z= +                                                       (6) 

,Ax Bz c+ =  
где A и В матрицы коэффициентов ограничений равенств, с является константой. ММПН 
итеративно находит оптимальные значения основных переменных путем минимизации рас-
ширенной функции Лагранжа ( , , )L x zµ λ  для задачи (6). В частности, ММПН оптимизирует 
простые и двойственные переменные по методу Гаусса-Зейделя [6], за один проход 

( , , )L x zµ λ минимизируется по отношению к x  и z  альтернативно для фиксированной пере-

менной λ . Затем, ( , , )L x zµ λ  сводится к минимуму по λ  для фиксированных x  и z . 
Задача оптимизации скорости обучения уравнения (4) представляет собой проблему с ог-

раничениями равенствами, а также имеет два типа основных переменных: скорость обучения и 
переменная резерва [7]. То есть, для основных переменных η  и s задача оптимизации скорости 

обучения имеет ту же структуру, что и задача (6), ( ) ( ) ( ), ( ) 0Tf I g g sη θ η ν θ ην= − +Ω − =  для 

1 2[ , ]Ts s s= , и ограничения равенства 1 20 и 0s sη ε η− = − − = . Таким образом, основные и 
двойные переменные задачи оптимизации скорости обучения могут быть оптимизированы с по-
мощью ММПН [8] следующим образом: 

( 1) ( ) ( )arg min L ( , , ),t t tsη µη η λ+ ←                                                 (7) 
( 1) ( 1) ( )[arg min ( , , )] ,t t t

ss L sµ η λ+ +
+←                                              (8) 

( 1) ( ) ( 1)( 1)
1 1 1( ),t t tt sλ λ µ η+ ++← − −                                                    (9) 

( 1) ( ) ( 1)( 1)
2 2 2( ),t t tt sλ λ µ ε η+ ++← − − −                                              (10) 

где [  ]+  является операцией поэлементной максимизации, где максимизация применяется к 
уравнению (8) для удовлетворения неотрицательного ограничения переменной резерва [9]. В 
этом процессе оптимизации, поскольку переменная резерва не зависит от функции потерь и 
члена регуляризации в задаче оптимизации скорости обучения, правила обновления пере-
менной резерва могут быть указаны как [9]: 
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( )
( 1) ( 1) 1
1 [ ] ,

t
t ts

λ
η

µ
+ +

+= −                                                     (11) 

( )
( 1) ( 1) 2
2 [ ] .

t
t ts

λ
ε η

µ
+ +

+= − −                                                 (12) 

Сходимость ОСО зависит от члена регуляризации ( )θ ηνΩ − . В частности, поскольку 
условия потерь уже выпуклы относительноη , сходимость ОСО гарантируется, когда 

( )θ ηνΩ −  выпукла. Однако, в целом член регуляризации определяется как выпуклая функ-
ция или намеренно сведен к выпуклой функции в машинном обучении [10]. Таким образом, 
сходимость ОСО гарантируется в общих случаях машинного обучения. 
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