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Введение 
 Обычно для параксиальных пучков исполь-
зуется аподизация соответствующей функции в 
форме гауссиана, чтобы функция, описывающая 
такой пучок, была квадратично интегрируемой 
(КИ) [1]–[4]. Однако – это не обязательно. Нами 
в работе [5] было показано, что возможны новые 
типы скалярных световых пучков (пучков Кум-
мера), у которых гауссова аподизация отсутству-
ет. Однако комплексные амплитуды таких пуч-
ков обладают КИ при определенных ограниче-
ниях на их свободные параметры и, тем самым, 
конечной мощностью.  

В настоящей работе этот формализм обоб-
щается на векторные декартовы пучки Куммера. 
Сначала обсуждаются скалярные 3D пучки Кум-
мера. В разделе 2 рассматриваются поляризаци-
онные и энергетические характеристики 3D век-
торных пучков Куммера. Затем проведено гра-
фическое моделирование интенсивности и попе-
речных потоков энергии. Выполнен анализ полу-
ченных результатов, который подтвердил и про-
иллюстрировал аналитические расчеты. 
 
  

1 3D скалярные пучки Куммера 
Для монохроматических волн вида 

( , ) exp( )f t f ikz i t  r  

скалярное волновое уравнение в параболическом 
приближении 

2 2
, ,( 2 ) 0x x y y zik f                  (1.1) 

после перехода к безразмерным переменным  
 0 0 0/ , / , / ,X x x Y y x Z z z        (1.2) 

где 0 0,x   2
0 0 / 2z k x  – характерные линейные 

размеры пучка в поперечном и продольном на-
правлениях соответственно, приобретает вид 

2 2
, ,( 4 ) 0.X X Y Y Zi f                  (1.3) 

Чтобы найти решения в виде функций Куммера, 
произведем в (1.3) следующую замену перемен-
ных: 

1 ;
( )X

i
X X

Q Z
   1 ,

( )Y

i
Y Y

Q Z
     (1.4) 

где введены два комплексные параметра пучка 

0( )X XQ Z Z Q   и 0( ) ,Y YQ Z Z Q   причем 

0 0 0 ,X X XQ Q iQ    0 0 0 .Y Y YQ Q iQ    Теперь (1.3) 

редуцируется к дифференциальному уравнению 
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  (1.5) 

Сейчас переменные разделяются. Следуя подхо-
ду [5], находим решение (1.5) в виде произведе-
ния двух независимых решений xf и yf  в плос-

костях XZ и YZ соответственно, т. е.  
.x yf f f                           (1.6) 

В свою очередь x ex oxf f f   и y ey oyf f f   со-

держат независимые четные и нечетные решения 
уравнения (1.6) (и уравнения (1.1)). Последние 
функции выражаются через функции Куммера М: 

2 2(0)1
, , ,

2 2 ( )( )

X

X X
ex

XX

QiX
f M

Q ZQ Z



  
   

  
 

2 2(0)1
, , ,

2 2 ( )( )

Y

Y Y
ey

YY

QiY
f M

Q ZQ Z



  
   

  
    (1.7) 
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 (1.8) 

Индексы o и e  характеризуют соответственно 
четность (even) и нечетность (odd) функций ef  и 

of  относительно изменения знака их аргументов 

X и Y. Функции Куммера M – это, фактически, 
конфлюэнтные гипергеометрические функции 

1 1F  [6]. Поэтому пучки с амплитудами (1.6) есте-

ственно называть пучками Куммера. Постоянные 
разделения переменных X  и Y  являются, в 

общем случае, свободными комплексными пара-
метрами:  ,X X Xi        .Y Y Yi       Суще-

ственно также, что амплитуды декартовых ска-
лярных пучков Куммера x yf f f  не содержат 

гауссовой аподизации  
Итак, общее решение параксиального урав-

нения (1.1) – .x yf f f  Получаем четыре типа 

пучков Куммера: ,ee ex eyf f f   ,oe ex oyf f f   

,oe ox eyf f f   .oo ox oyf f f   В общем случае ам-

плитуда 3D скалярного пучка Куммера зависит 
от трех координат и четырех свободных ком-
плексных параметров 0 0, , , .X Y X YQ Q   

Для физически реализуемых пучков конеч-
ной мощности должна выполняться квадратичная 

интегрируемость (КИ) функций f. Можно пока-
зать, что условия КИ, т. е. физической реализуе-
мости для четных и нечетных мод Куммера оди-
наковы, поэтому далее индексы o и e при ампли-
тудах f опускаем. Необходимые условия КИ ам-
плитуд пучков Куммера – 0{ 0}.Q   В работе [5] 

нами было установлены достаточные условия 
КИ скалярных пучков Куммера, а именно: 
{ 1/ 2; 1/ 2}.X Y        Во всех случаях мнимые 

части ,X y    комплексных параметров X  и Y  

не влияют на КИ пучков Куммера. 
 

2 Поляризационные и энергетические ха-
рактеристики 3D векторных пучков Куммера 
с однородной поляризацией 
 Обобщим полученные результаты на век-
торные пучки. Перейдем к обсуждению физиче-
ских свойств векторных пучков Куммера типа 

.eef  С этой целью перейдем к векторному пара-

болическому уравнению 
2 2

, ,( 2 ) 0.x x y y zik     E              (2.1) 

Начнем с обсуждения векторных пучков Кумме-
ра с однородной поляризацией по всему сечению 
пучка. Для пучков с однородной поляризацией 
поперечную часть E  векторной амплитуды E  

пучка можно представить в виде ,f E e  где 

функция f – некоторое решение параксиального 
скалярного уравнения (1.3). Введенный ком-
плексный постоянный нормированный вектор 
поляризации e  не зависит от координат (x, y). 

Его можно разложить по декартовому базису 
( , , ):x y ze e e  

x y

2 2
x y

.
| | | |

x y


  


  

e e
e  

Проще всего ввести, следуя Федорову [7], ком-
плексный угол i       соотношением 

( ).y

x

tg i


      


 Тогда азимут поляризации 

светового пучка равен ,  а его эллиптичность 

  (отношение полуосей эллипса поляризации) 

можно представить как th .    

Полный вектор электрического поля век-
торного, однородно поляризованного, пучка 
Куммера можно выразить через E  [8]: 

.f E e  Здесь оператор z1
i

k    e  вос-

станавливает полное поле по его поперечной 
части.  

Перейдем к расчету энергетических харак-
теристик векторных пучков Куммера. Согласно 
[8], [9] усредненные плотности энергии продоль-
ного и поперечного потоков энергии электромаг-
нитного поля для параксиальных векторных 
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пучков с однородной поляризацией соответст-
венно равны:  

2

;
8

f
w





 z ;

c
S w

n
                 (2.2) 

  21
Im( ) th 2 , .

8 2 z

c
f f f

nk


  

         
S e  

Эти общие формулы, разумеется, применимы и к 
векторным декартовым пучкам Куммера. В вы-
ражении для S  целесообразно выделить мно-

жителем плотность продольного потока энергии 

z .S  Запишем также плотность поперечного по-

тока энергии S  в безразмерных переменных 

z Im th 2 Re , ,

o s

z

f f
S

f f



 

  

                     

S S S

e
 (2.3) 

где выражены явно, следуя Берри и Бекшаеву 
[10]–[12], плотность орбитального oS  и спино-

вого sS  потоков энергии. Здесь 

1
R R R      e e  – поперечный оператор набла 

в безразмерных координатах, 
0

1

kx
  ~ 410  – 

безразмерный параметр параксиальности пучка. 

Видим, что z 1,
S




S

 как и следовало ожидать. 

Если скалярная амплитуда однородно поля-
ризованного пучка Куммера ,x yf f f  где 

( ),x xf f X  ( ),y yf f Y  тогда плотность орби-

тального и спинового потоков энергии равны  

 z ;o x x y yS Im a a   S e e   

 z Re th 2 ,s x y y xS a a      S e e  

где введены, для краткости, обозначения  

;X x
x

x

f
a

f


  .Y y

y
y

f
a

f


  

Например, если ,x exf f  то  
2

2

2 1 3
, ,

2 2( ) ( )

1
, ,

2 2 ( )

X X

X X
x

X

X

iX iX
M

Q Z Q Z
a

iX
M

Q Z

    
 
 

 
 
 

 

и аналогично .ya  Здесь использованы преобра-

зования Куммера  

( , , ) ( 1, 1, )u

a
M a b u M a b u

b
     

[6] для функции Куммера М. 
 С помощью системы компьютерной мате-
матики «Mathematica» нами было проведено 3D 
графическое моделирование интенсивности и 
поперечных потоков энергии векторных декар-
товых пучков Куммера с однородной поляриза-
цией и переносимой конечной мощностью. Не-
которые результаты изображены на рисунках 
2.1–2.3 при различных значениях свободных па-
раметров. Выбирались параметры 1,X    

1,Y    чтобы обеспечить КИ функций f пучков 

Куммера и, тем самым, переносимую конечную 
мощность через поперечное сечение пучка. По-
следнее обеспечивает необходимые условия для 
физической реализации таких пучков. 
 На рисунке 2.1 показаны направления попе-
речных орбитальных потоков энергии oS  для 

векторных пучков Куммера. Видно, что если 
0,X Y      то такие потоки строго радиальны. 

При 0X   возникает составляющая орбиталь-

ного потока энергии, параллельная оси ОY пото-
ка, однако КИ не нарушается. При увеличении 
продольного расстояния Z картина немного ви-
доизменяется.  
 На рисунке 2.2 показаны поперечные спи-
новые потоки энергии векторных sS  пучков 

Куммера для циркулярной поляризации (эллип-
тичность 1).   В части а) видно, что поток sS  

 

         
                               a)                                                          b)                                                          c) 

Рисунок 2.1 – Орбитальные потоки энергии S0 для векторных пучков Куммера:  
a) 0, 0,5;X Z    b) 1, 0,5;X Z    c) 1, 3.X Z     

Во всех случаях 1,X Y       0,Y   0 0 1.X YQ Q    
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                               a)                                                          b)                                                          c) 
 

Рисунок 2.2 – Спиновые потоки энергии Ss для векторных пучков Куммера:  
a) 0, 0,5;X Z    b) 1, 0,5;X Z    c) 1, 1.X Z     

Во всех случаях 1,X Y       0,Y   0 0 1,X YQ Q    эллиптичность 1.   

 

           
                               a)                                                          b)                                                          c) 
 

Рисунок 2.3 – 3D интенсивность векторных пучков Куммера: 
a) 1,X    0;X   b) 4, 0;V Xv      c) 4, 1.X Y        

Во всех случаях 0 0 1,X YQ Q    1,Y    0,Y   0,5.Z   

 
направлен азимутально. Однако включение мни-
мой части X  свободного параметра Xv  приво-

дит к дополнительной компоненте спинового 
потока энергии ,sS  параллельной оси ОX. В час-

ти 2.2, с) видно, что возрастание расстояния Z 
приводит к значительному изменению картины. 

На рисунке 2.3 изображена интенсивность в 
относительных единицах в 3D формате для не-
скольких значений свободных параметров. Вид-
но, что при малых значениях параметров X  и 

Y  и отсутствии мнимых частей X  и Y  сво-

бодных параметров X  и Y  картина интенсив-

ности представляет собой гауссовоподобную или 
колоколообразную поверхность, аналогичную 
поверхности интенсивности гауссова пучка. Од-
нако уменьшение параметра X  приводит к воз-

никновению двух дополнительных  максимумов, 
которые постепенно растут и при 4X    видны 

уже чёткие три максимума. Появление мнимых 
частей параметров X  и Y  свободных парамет-

ров X  и Y  приводит к сильной деформации 

поверхности интенсивности (рисунок 2.3, с), од-
нако КИ по-прежнему сохраняется. 

Заключение 
В данной работе представлены новые реше-

ния векторного параболического уравнения, 
описывающие параксиальные декартовы вектор-
ные 3D световые пучки Куммера конечной мощ-
ности с однородной поляризацией. Установлено, 
что имеются четыре типа таких пучков, обозна-
чаемые , , , .ee eo oe oof f f f  Существенно, что ам-

плитудные векторные функции f таких пучков 
явно не содержат гауссиана G. Тем не менее, 
такие пучки Куммера обладают конечной пере-
носимой энергией. Показано, что условия физи-
ческой реализуемости пучков Куммера всех ти-
пов одинаковы и сводятся к ограничениям на 
вещественные части параметров ,X  Y  и на 

мнимые части параметров 0 ,XQ  0 .YQ  При этом 

мнимые части свободных параметров X  и Y  

не влияют на КИ, хотя и изменяют потоки  
энергии.  

Проведенное графическое моделирование 
интенсивности и поперечных потоков энергии 
подтвердило и проиллюстрировало аналитиче-
ские расчеты. 
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