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Получены необходимые условия принадлежности исследуемой системы к системам типа Пенлеве.  
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1 Предварительные результаты 
В работе, на предмет отсутствия подвижных 

критических особых точек, будем рассматривать 
систему двух дифференциальных уравнений 
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   ,iA  0, 2,i   − полиномы 

по x с аналитическими по t коэффициентами, 

,jB  0, 2,j   − полиномы по y  с аналитиче-

скими по t коэффициентами, 
 2 20, 0,A B                       (1.2) 

и правые части не являются одновременно полны-
ми квадратами. Запись 0,P   здесь и далее озна-
чает, что коэффициенты полинома P одновременно 
не обращаются в нуль в некоторой области D.  

Пенлеве-анализ дифференциальной систе-
мы (1.1) в частных случаях проводился, напри-
мер, в [1]–[5]. Были получены необходимые и 
достаточные условия отсутствия подвижных 
критических особых точек у решений исследо-
ванных там дифференциальных систем. 

В данной работе найдем необходимые усло-
вия отсутствия подвижных критических особых 
точек для дифференциальной системы (1.1) в 
общем случае. 
 

2 Необходимые условия наличия свойст-
ва Пенлеве у дифференциальной системы 
второго порядка 
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Вводя в (1.1) малый параметр по формулам 
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Рассмотрим случаи. 
Если 2 1,m m  2 0 ,m m 2 4,m   то в (2.1) 

положим 2,p    2 2.r m   При 0   получим 

упрощенную дифференциальную систему 
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где 2 4,m   
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Если 1 2 ,m m  1 0 ,m m 1 4,m   то в (2.1) 

положим 2,p    1 2.r m   При 0   получим 

упрощенную дифференциальную систему 
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где 1 4,m    
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Если 0 2 ,m m  0 1,m m 0 4,m   то в (2.1) 

положим 2,p    0 2.r m   При 0   получим 

упрощенную дифференциальную систему 
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Решения систем (2.2)–(2.4) имеют подвиж-
ные критические особые точки [6]. 

Учитывая, что переменные x и y входят в 
систему (1.1) симметрично, заключаем, что для 
отсутствия подвижных критических особых то-
чек у решений дифференциальной системы не-
обходимо требовать, чтобы 2 4,n   1 4,n   0 4.n   

Таким образом, имеет место 
Лемма 2.1. Для того, чтобы дифференци-

альная система (1.1) имела свойство Пенлеве не-

обходимо, чтобы степени полиномов ,iA  0,2,i   

по переменной x и степени полиномов ,jB  0,2,j   

по переменной y были не выше 4. 
 

3 Необходимые условия наличия свойст-
ва Пенлеве у дифференциального уравнения 
второго порядка второй степени 

Изучение системы (1.1) на предмет отсутст-
вия подвижных критических особых точек очень 
часто приводит к изучению уравнения второго 
порядка второй степени вида 

     2
, , , , ,x E x x t F x x t             (3.1) 

где ,E F  – рациональные функции от ,x x  с 

аналитическими по t коэффициентами. 
Основные результаты по отысканию необ-

ходимых условий, а в некоторых случаях и дос-
таточных, содержатся в работах [7], [8]. Приве-
дем некоторые из них. 

Лемма 3.1 [7], [8]. Для наличия свойства 
Пенлеве у дифференциального уравнения (3.1) 
необходимо, чтобы  , , ,E x x t   , ,F x x t  были 

полиномами по x  степени не выше 2 и 4 соот-
ветственно, коэффициенты которых являются 
рациональными по x функциями с аналитически-
ми по t коэффициентами, т. е. 
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Лемма 3.2 [8]. Пусть  ,x x t    – нуль не-

четной кратности  , ,F x x t  в котором  , ,E x x t  

голоморфна. Тогда для наличия свойства Пенле-
ве у дифференциального уравнения (3.1) необхо-
димо, чтобы решения дифференциального урав-
нения  ,x x t    были особыми для (3.1). 

Лемма 3.3 [8]. Если (3.1) имеет свойство 
Пенлеве, то нули  , ,F x x t  вида  x t   долж-

ны быть четной кратности, при условии, что 

 , ,E x x t  голоморфна в этих нулях. 

Уравнение 

     22 4
2 4x E x x F x x               (3.2) 

инвариантно относительно замены переменных 

   0, ,t x t t x   и, следовательно, является 

упрощенным в смысле Пенлеве для (3.1). 
Пусть 0x x  является полюсом хотя бы од-

ной из функций 2 ,E  4 .F  Поскольку подстановка 

0 ,X x x   не изменяя существенно уравнение, 

изменяет рассматриваемый полюс функции на 
0,X   то можно принять, что 0x  равно нулю. 

Таким образом, функции 2 ,E  4F  могут быть 

записаны в виде 
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где 2, 4, 0.m ne f    

Уравнение (3.2) заменим системой 
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2 4, .x y y E x y F x y         (3.4) 

В (3.4) введем малый параметр   по формулам 

,px X   .qy Y   В результате получим 
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Пусть выполняется хотя бы одно из нера-
венств 1,m   2.n   Рассмотрим случаи. 

1. Если 2 ,n m  то, полагая 2,p   ,q n  

при 0   упрощенная система примет вид 
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здесь и далее, произвольные постоянные интег-

рирования, 0
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Разлагая решения системы (3.5) по степеням 
,  получим 
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Для нахождения 1X  будем иметь уравнение 
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 из которого находим, что  

 1 0ln ,X t t C     

где C  – здесь и далее, постоянная интегрирова-
ния. Следовательно 1,X  а потому и ,X  имеют 
подвижную логарифмическую точку ветвления в 
рассматриваемом случае. 

2. Если 2 ,n m  то, полагая 2,p   2 ,q m  
при 0   упрощенная система примет вид 
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Разлагая решения системы (3.5) по степеням 
,  получим 
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Для нахождения 1X  будем иметь уравнение 
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 из которого находим, что 

 1 0ln .X t t C     

Следовательно 1,X  а потому и ,X  имеют под-
вижную логарифмическую точку ветвления в 
рассматриваемом случае. 

3. Если 2 ,n m  то, полагая 2,p   2 ,q m  
при 0   упрощенная система примет вид 
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Разлагая решения системы (3.5) по степеням 
,  получим 
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Для нахождения 1X  будем иметь уравнение 
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 из которого находим, что 

 1 0ln .X t t C     

Следовательно 1,X  а потому и ,X  имеют под-
вижную логарифмическую точку ветвления в 
рассматриваемом случае. 

Таким образом, имеет место 
Лемма 3.4. При 1m   или 2n   общее ре-

шение дифференциального уравнения (3.2), где 

2 ,E 4F  определяются соотношениями (3.3), име-

ет подвижные критические особые точки. 
Согласно лемме 3.4, для отсутствия под-

вижных критических особых точек у общего ре-
шения уравнения (3.2) необходимо, чтобы 
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Рассмотрим уравнение (3.2) в случае 

 2, 1 4, 2 0.e f                      (3.7) 

Введем в (3.2) малый параметр   по формуле 
2 .x X   При 0   имеем упрощенное диффе-

ренциальное уравнение 
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Интегрируя его, получим 
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где 1 2,C C  – постоянные интегрирования, 

 2, 1 4, 2 ,e f                        (3.8) 
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, \{0}.   Следовательно, имеет место 

Лемма 3.5. Для отсутствия у решений 
дифференциального уравнения (3.2) в случае (3.6), 
(3.7) подвижных критических особых точек не-

обходимо, чтобы было 1,   либо 
1

1 ,  


 

\{0},   где   определяется (3.8). 

Пусть 2, 1 0.e    Тогда, с учетом (3.6), где 

4, 2 0,f    уравнение (3.2) запишем в виде 
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Введя малый параметр   по формулам ,x X   
при 0   получим упрощенное дифференци-
альное уравнение 
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В [8], непосредственным интегрированием, най-
дено общее решение этого уравнения, которое 
однозначно только при 4, 2 0.f    

Также 4F  не может иметь простой полюс при 

значении 0 ,x x  для которого 2E  голоморфна, 
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поскольку в этом случае ( )x t  должна допускать 

сходящееся разложение по возрастающим степе-

ням  
1

2
0t t  в виде 
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Следовательно, ( )x t  имеет подвижную алгеб-

раическую точку ветвления. 
Таким образом 
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где 2 0k   или 2 4 4 0.k k k       

Подставим полученные выражения для 2 ,E  

4F  в (3.2) и выполним замену 
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Согласно лемме 3.4, для отсутствия под-
вижных критических особых точек у решений 
дифференциального уравнения (3.2), необходимо 

требовать, чтобы 2 0,i   0, ,i m  и 4 0,j   

0, .j n  

Таким образом, имеет место 
Лемма 3.6. Для отсутствия у решений 

уравнения (3.1) подвижных критических особых 
точек необходимо, чтобы 
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причем, если  2 0,k t   то должно быть 

   4 4 0.k kt t     

Рассмотрим дифференциальное уравнение 
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где 2 1 0 4 3 2 1 0, , , , , , ,E E E F F F F F  – рациональные 

функции по x  с аналитическими по t  коэффи-
циентами. Пусть ( )x h t  при каждом t  будет 

полюсом рассматриваемых функций. Поскольку 
подстановка ( ),X x h t   не изменяя сущест-

венно уравнение, изменяет указанный полюс в 
рассматриваемых функциях на 0,X   то можно 

принять, что ( )h t  тождественно равно нулю. 

Таким образом, с учетом доказанных выше лемм, 
уравнение (3.9) может быть записано в форме 

   

   

2

2, 1 1,

2 4

0, 4, 22

( ) ( )

1
( ) ( )

nn

mm

x x
x e O x e O x

x x

x
e O x f O x

x x

 

 

  
       

     

   

   

3 2

3, 2,

1, 0,

( ) ( )

1
( ) ( ) .

k lk l

j ij i

x x
f O x f O x

x x
x

f O x f O x
x x

 

 

 
    


   

 

Будем считать, что имеет место (3.7). Вве-
дем малый параметр по формулам ,x X   

0 .rt t z    В результате получим 
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здесь точки обозначают производные по новой 
независимой переменной .z  

Сравнивая выражения ,r n  2 1 ,r m   

1 ,r k   2 ,r l  3 1 ,r j   4 2r i   при 0   

получим соответствующие упрощенные уравне-
ния. Однако, все эти уравнения можно заменить 
одним 
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если считать 
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В (3.11) выполним замену 

 1 1
.nXX

Y
                    (3.13) 

Тогда, находя логарифмическую производную, 
получим 

 
( 1)

.
X Y n X

Y XX


  

  
               (3.14) 

В силу (3.13), (3.14) уравнение (3.11) запишется в 
виде 

2
2

2, 1 1, 0, 2 1 2 1

( 1)

1
n nn n

Y n X
X

Y X

X X
e e e

X X X    

  
      

 
         

 

 
 

4 3 2

4, 2 3, 1 2, 22 1 2

1, 3 1 0, 4 23 1 4 2

1
,

n nn n

n nn n

X X X
f f f

X X X

X
f f

X X

   

    

      

   

  

  

или 
2

2, 1 1, 0, 2 11n
n nYX n e e Y e Y             (3.15) 

2 3 4
4, 2 3, 1 2, 2 1, 3 1 0, 4 2 .n n n nf f Y f Y f Y f Y                 

Уравнение (3.11) заменим системой 
2

2, 1 1, 0, 2 11n
n nYX n e e Y e Y             

2 3 4
4, 2 3, 1 2, 2 1, 3 1 0, 4 2 ,n n n nf f Y f Y f Y f Y                 

1

1
.

n
X

YX                       (3.16) 

Если 1n  , то 1 0n     в силу леммы 

3.5. Поэтому уравнение 
2

2, 1 1, 0, 2 11 n nn e e Y e Y         

2 3 4
4, 2 3, 1 2, 2 1, 3 1 0, 4 2 0n n n nf f Y f Y f Y f Y              

относительно Y  с постоянными коэффициента-
ми имеет не меньше одного не равного нулю 
корня, например 1Y Y . Тогда 1Y Y  будет част-

ным решением первого уравнения системы 
(3.16). Но второе уравнение системы имеет ре-
шение с подвижной критической особой точкой 
(поскольку 1).n   Следовательно, уравнение 

(3.11) не обладает свойством Пенлеве. Итак, n  
должно равняться единице, и соответственно 

1,m   2,k   2,l   2,j   2.i   Таким образом, 

если 1 0 3 2 1 0, , , , ,E E F F F F  имеют полюс ( ),x h t  

то для 1,E  0E  он должен быть первого порядка, 

а для 3 ,F  2 ,F  1,F  0F  – не выше второго порядка. 

Рассмотрим уравнение (3.11) в случае 

2, 1 0,e    при этом 4, 2 0f    по лемме 3.6, т. е., 

когда 0X   является полюсом хотя бы для 

одной из функций 1,E  0 ,E  3 ,F 2 ,F 1,F  0 ,F  но не 

является полюсом для 2 ,E  4 .F  Значит (3.11) 

примет вид 
2

1, 1 0, 1

3 2

3, 2 2, 2 1, 2 0, 22 2 2 2

1

1

X
X e e

X X

X X X
f f f f

X X X X

 

   

  
         

       



  
(3.17) 

и будет эквивалентно системе 

2
2

1, 1 0, 1

2 3 4

3, 2 2, 2 1, 2 0, 22 2 2 2

1
,

.

X
Y

Y Y
Y e e

X X

Y Y Y Y
f f f f

X X X X

 

   



  
         

       



  

Введя в эту систему малый параметр   по фор-

мулам 2 ,z     ,X u  2 ,Y w   получим 

2
2 2 4

1, 1 0, 1

2 2 4 3 6 4 8
3, 2 2, 2 1, 2 0, 2

1,

.

du
w

d

dw
u e w e w

d

f w f w f w f w

 

   




       
       

(3.18) 

Будем искать решение системы (3.18) в виде 
ряда по степеням :  

 
2

0 1 2

2
0 1 2

,u u u u

w w w w

     

     




         (3.19) 

Подставляя (3.19) в (3.18), найдем системы 
уравнений для определения функций ,iu  .jw  Из 

них получим, что 0 ,w const  0
0

0

.u
w

  
  

Далее, если 3, 2 0,f    то 

 1 0 3, 2 0 0ln .w w f w      

Следовательно, 1w  имеет подвижную логариф-

мическую точку ветвления. Поэтому требуем, 
чтобы 3, 2 0.f    Тогда 1 .w const  

Если 1, 1 2, 2 0,e f    то 

   2
2 0 1, 1 2, 2 0ln .w w e f        

Требуем, чтобы 1, 1 0,e    2, 2 0.f    Тогда 2 .w const  

Если 1, 2 0,f    то  

 2
3 0 1, 2 0 0ln .w w f w      

Следовательно, надо требовать, чтобы 1, 2 0.f    

Тогда 3 .w const  

Если 0, 1 0, 2 0,e f    то 

   3
4 0 0, 1 0, 2 0ln .w w e f        

Значит, надо полагать, что 0, 1 0,e    0, 2 0.f    

Тогда 4 .w const  
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Таким образом, имеет место 
Лемма 3.7. Для отсутствия у общего реше-

ния дифференциального уравнения (3.1), под-
вижных критических особых точек необходимо, 
чтобы полюс ( )x h t  для 2 ,E  1,E  0E  был пер-

вого порядка, а для 4 ,F  3 ,F  2 ,F  1,F  0F  – не выше 

второго порядка и полюсы функций 1,E  0 ,E  4 ,F  

3 ,F 2 ,F 1,F 0F  совпадали с полюсами функции 2 .E  

Следовательно, уравнение (3.9) может быть 
записано в виде 
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где коэффициенты – аналитические по t  функ-

ции. Выполним замену 
1

,x
y

  получим 

 
2

22

1 111 12
10 2

2
1

1

k

k

k m
m

k

y
y y

y y y

y
y

y y y y

         
               



 

 

3
20

00 01 02

2

03 04 0
2 2

1
k

k

m
m

y
y y

y

y y y 


       

 

   
    

 




 

   
44 4

2 32 11
k k

kk

y
y yy y

       
    
   

   
3 3

2

330 31 3
2 3 2

11
k k

kk

r
r

y yy

y
y y y 

  
  
   
         



 



 

 

2
2 2

2

223 221 22
20 2 3

11
k k

kk

l
l

y y

yy

y
y y y y

  
  
   

           


 



 

 

4 3
1 1

2

2
10 11 12

113 1514
2 3 2

11
k k

kk

j

j

y y

yy

y y

y
y y y y 

  
  
   

   

         


 



 

 

6 5
0 0

2

4 3 2
00 01 02 03

11
k k

kk

y y

yy

y y y y

 
  

  

    

 
 

05 06 07 0
04 2 3 4

.i
iy y y y 

   
       

Таким образом, справедлива 
Теорема 3.1. Для того, чтобы общее реше-

ние уравнения (3.1) имело свойство Пенлеве не-
обходимо, чтобы оно имело вид 
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2 0 0

02 01 00 2
,k k
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где коэффициенты – аналитические по t функции. 
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