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Введение 
Полиадическая операция s, , k была опре-

делена в [1]. Если в определении операции s, , k 
положить n = 2, то получим определение l-арной 
операции [ ]l, , k, которая первоначально была 
определена в [2]. Подробному изучению опера-
ции [ ]l, , k и некоторых её обобщений посвящена 
книга [3]. При 

k = m – 1, l = m,  = (12  m – 1), A = Sn 
операция [ ]l, , k совпадает с m-арной операцией 
Э. Поста, определенной в [4] на декартовой сте-
пени 1Sm

n
-  симметрической группы Sn, а при 

A = GLn(C) и тех же k, l и  операция [ ]l, , k сов-
падает с m-арной операцией Э. Поста, опреде-
ленной в [4] на декартовой степени 1GL (C)m

n
-  

полной линейной группы GLn(C). Таким обра-
зом, и операция [ ]l, , k и обе отмеченные опера-
ции Э. Поста являются частными случаями опе-
рации s, , k. 

В данной статье получены новые критерии 
ассоциативности операции s, , k для некоторых 
конкретных подстановок, в частности для цик-
лических подстановок 

 
1 Предварительные сведения 
Напомним, что n-арную операцию  n-ар-

ного группоида < A,  > называют ассоциатив-
ной, если в нём выполняется каждое из следую-
щих n – 1 тождеств 

[[x1  xn]xn+1  x2n–1]] =  
= [x1[x2  xn+1]xn+2  x2n–1], 

[[x1  xn]xn+1  x2n–1]] =  
= [x1x2[x3  xn+2]xn+3  x2n–1], 

 
[[x1  xn]xn+1  x2n–1]] =  

= [x1  xn–2[xn–1  x2n–2]x2n–1], 
[[x1  xn]xn+1  x2n–1]] =  

= [x1  xn–1[xn  x2n–1]]. 
Если в < A,  > выполняется последнее тож-

дество, то n-арную операцию  называют полу-
ассоциативной. 

Теорема 1.1 [1]. Если n-арная операция  – 
ассоциативна, подстановка  из Sk удовлетво-
ряет условию l = , то l-арная операция s, , k 
ассоциативна. 

В [5] доказано, что неравенство l   и на-
личие в n-арной полугруппе < A,  > идемпотен-
та a и отличного от него элемента b такого, что 

(
1n

a a
-

 b)  a,                       (1.1) 

является достаточным условием неполуассоциа-
тивности l-арной операции s, , k. 

Теорема 1.2 [5]. Пусть < A,  > – n-арная 
полугруппа, обладающая идемпотентом a и от-
личным от него элементом b таким, что верно 
(1.1);  – подстановка из Sk, удовлетворяющая 
условию l  . Тогда в < Ak, s, , k > не выполня-
ется тождество 

s, , k(s, , k(x1  xl)xl+1  x2l–1) = 
= s, , k(x1  xl–1s, , k(xl  x2l–1)),     (1.2) 

то есть l-арная операция s, , k не является по-
луассоциативной, а значит и ассоциативной. 

Заметим, что ранее в [6] было доказано, что 
для неполуассоциативности l-арной операции 
s, , k достаточно наличия в n-арной полугруппе 
< A,  >, содержащей более одного элемента, 
левой нейтральной последовательности и выпол-
нимость условия l  . 

Теоремы 1.1 и 1.2 позволяют сформулиро-
вать следующую теорему. 

Теорема 1.3 [5]. Пусть < A,  > – n-арная 
полугруппа, обладающая идемпотентом a и от-
личным от него элементом b таким, что верно 
(1.1);  – подстановка из Sk. Тогда следующие 
утверждения равносильны: 

МАТЕМАТИКА
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1) l-арная операция s, , k является ассо-
циативной; 

2) l-арная операция s, , k является полуас-
социативной; 

3) подстановка l–1 – тождественная. 
Напомним, что n-арный группоид < A,  > 

называют n-арным группоидом с левым сокраще-
нием, если для любых x1, x2, , xn–1, a, b  A из 

(x1  xn–1a) = (x1  xn–1b) 
следует a = b. 

Теорема 1.4 [5]. Пусть < A,  > – неодно-
элементная n-арная полугруппа с левым сокра-
щением, обладающая идемпотентом;  – под-
становка из Sk, удовлетворяющая условию 
l  . Тогда в l-арном группоиде < Ak, s, , k > не 
выполняется тождество (1.2), то есть l-арная 
операция s, , k не является полуассоциативной, 
а значит и ассоциативной. 

Теоремы 1.1 и 1.4 позволяют сформулиро-
вать следующую теорему. 

Теорема 1.5 [5]. Пусть < A,  > – неодно-
элементная n-арная полугруппа с левым сокра-
щением, обладающая идемпотентом;  – под-
становка из Sk. Тогда следующие утверждения 
равносильны: 

1) l-арная операция s, , k является ассо-
циативной; 

2) l-арная операция s, , k является полуас-
социативной; 

3) подстановка l–1 – тождественная. 
 

2 Основные результаты 
Теорема 2.1 . Пусть < A,  > – n-арная полу-

группа, обладающая идемпотентом a и отлич-
ным от него элементом b таким, что верно 
(1.1);  – подстановка из Sk порядка d. Тогда: 

1) l-арная операция s, , k является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда 

l  {td + 1  t = 1, 2 ,, };            (2.1) 
2) l-арная операция s, , k не является ассо-

циативной тогда и только тогда, когда 
l  {td + r  | t = 0, 1, 2, , ; r = 2, , d}.  (2.2) 
Доказательство. Множество всех нату-

ральных чисел l  2 может быть представлено в 
виде объединения двух непересекающихся под-
множеств, присутствующих в (2.1) и (2.2). 

Так как подстановка  имеет порядок d, то 
для всех l из (2.1) верно равенство l = , а для 
всех l из (2.2) верно неравенство l  . 

1) Пусть l-арная операция s, , k является ас-
социативной и предположим, что натуральное 
l  2 не принадлежит множеству из (2.1). Тогда l 
принадлежит множеству из (2.2), и верно нера-
венство l  . Поэтому по теореме 1.3 l-арная 
операция s, , k – неассоциативна, что противоре-
чит её ассоциативности. 

Если теперь l принадлежит множеству из 
(2.1),  то  верно равенство l = . Поэтому по 

теореме 1.1 l-арная операция s, , k является ас-
социативной. 

2) Пусть l-арная операция s, , k не является 
ассоциативной и предположим, что натуральное 
l  2 не принадлежит множеству из (2.2). Тогда l 
принадлежит множеству из (2.1) и верно равен-
ство l = . Поэтому по теореме 1.1 l-арная опе-
рация s, , k – ассоциативна, что противоречит её 
неассоциативности. 

Если теперь l принадлежит множеству из 
(2.2), то верно неравенство l  . Поэтому по 
теореме 1.3 l-арная операция s, , k не является 
ассоциативной.                                                         

Заметим, что в доказательстве теоремы 2.1 
вместо теоремы 1.1, может быть использована и 
теорема 1.3. 

Так как любой цикл длины k из Sk имеет по-
рядок k, то из теоремы 2.1 вытекает 

Следствие 2.1. Пусть < A,  > – n-арная 
полугруппа, обладающая идемпотентом a и от-
личным от него элементом b таким, что верно 
(1.1);  – цикл длины k из Sk. Тогда: 

1) l-арная операция s, , k является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда 

l  {tk + 1  t = 1, 2 ,, };             (2.3) 
2) l-арная операция s, , k не является ассо-

циативной тогда и только тогда, когда 
l  {tk + r | t = 0, 1, 2, , ; r = 2, , k}. (2.4) 

Полагая в следствии 2.1  = (12  k), получим 
Следствие 2.2. Пусть < A,  > – n-арная 

полугруппа, обладающая идемпотентом a и от-
личным от него элементом b таким, что верно 
(1.1). Тогда: 

1) l-арная операция s, (12  k), k является ас-
социативной тогда и только тогда, когда l та-
кое же, как в (2.3); 

2) l-арная операция s, (12  k), k не является 
ассоциативной тогда и только тогда, когда l 
такое же, как в (2.4). 

Так как для всякого идемпотента a n-арной 
группы < A,  > и отличного от него элемента b 
верно (1.1), то следующая теорема получается из 
теоремы 2.1, если в ней n-арную полугруппу за-
менить n-арной группой. 

Теорема 2.2 . Пусть < A,  > – неодноэле-
ментная n-арная группа, обладающая идемпо-
тентом;  – подстановка из Sk порядка d. Тогда: 

1) l-арная операция s, , k является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l такое 
же, как в (2.1); 

2) l-арная операция s, , k не является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l такое 
же, как в (2.2). 

Следующие два следствия можно извлечь 
как из теоремы 2.2, так и из следствий 2.1 и 2.2 
соответственно. 

Следствие 2.3. Пусть < A,  > – неодно-
элементная n-арная группа, обладающая идем-
потентом;  – цикл длины k из Sk. Тогда: 
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1) l-арная операция s, , k является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l такое 
же, как в (2.3); 

2) l-арная операция s, , k не является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l такое 
же, как в (2.4). 

Следствие 2.4. Пусть < A,  > – неодно-
элементная n-арная группа, обладающая идем-
потентом. Тогда: 

1) l-арная операция s, (12  k), k является ас-
социативной тогда и только тогда, когда l та-
кое же, как в (2.3); 

2) l-арная операция s, (12  k), k не является 
ассоциативной тогда и только тогда, когда l 
такое же, как в (2.4). 

Если в теореме 2.1 положить d = 2, то мно-
жество всех l в (2.1) совпадает с множеством 
всех нечётных чисел без единицы, а множество 
всех l в (2.2) совпадает с множеством всех чёт-
ных чисел. Если при этом учесть, что порядок 
любой транспозиции равен двум, то из теоремы 
2.1 вытекает 

Следствие 2.5. Пусть < A,  > – n-арная 
полугруппа, обладающая идемпотентом a и от-
личным от него элементом b таким, что верно 
(1.1);  – транспозиция из Sk. Тогда: 

1) l-арная операция s, , k является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l – не-
чётное, большее единицы; 

2) l-арная операция s, , k не является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l – чётное. 

Аналогично, из теоремы 2.2 или из следст-
вия 2.5 вытекает 

Следствие 2.6. Пусть < A,  > – неодно-
элементная n-арная группа, обладающая идем-
потентом;  – транспозиция из Sk. Тогда: 

1) l-арная операция s, , k является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l – не-
чётное, большее единицы; 

2) l-арная операция s, , k не является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l – чётное. 

Полагая в следствиях 2.5 и 2.6  = (12), по-
лучим ещё два следствия. 

Следствие 2.7. Пусть < A,  > – n-арная 
полугруппа, обладающая идемпотентом a и от-
личным от него элементом b таким, что верно 
(1.1). Тогда: 

1) l-арная операция s, (12), k является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l – не-
чётное, большее единицы; 

2) l-арная операция s, (12), k не является ас-
социативной тогда и только тогда, когда l – 
чётное. 

Следствие 2.8. Пусть < A,  > – неодно-
элементная n-арная группа, обладающая идем-
потентом. Тогда: 

1) l-арная операция s, (12), k является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l – не-
чётное, большее единицы; 

2) l-арная операция s, (12), k не является ас-
социативной тогда и только тогда, когда l – 
чётное. 

Замечание 2.1. Если в приведённых выше 
утверждениях этого раздела положить n = 2, то 
получим новые утверждения, отличающиеся от 
прежних только тем, что в них вместо операции 
s, , k будет присутствовать операция [ ]l, , k. На-
пример, теоремам 2.1 и 2.2 соответствуют сле-
дующие два следствия. 

Следствие 2.9. Пусть A – полугруппа, об-
ладающая идемпотентом a и отличным от него 
элементом b таким, что ab  a;  – подстанов-
ка из Sk порядка d. Тогда: 

1) l-арная операция [ ]l, , k является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l такое 
же, как в (2.1); 

2) l-арная операция [ ]l, , k не является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l такое 
же, как в (2.2). 

Следствие 2.10. Пусть A – неединичная 
группа,  – подстановка из Sk порядка d. Тогда: 

1) l-арная операция [ ]l, , k является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l такое 
же, как в (2.1); 

2) l-арная операция [ ]l, , k не является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l такое 
же, как в (2.2). 

Так как всякая регулярная полугруппа об-
ладает идемпотентом, то следствие 2.9 позволяет 
сформулировать 

Следствие 2.11. Пусть A – регулярная по-
лугруппа, в которой для некоторого её идемпо-
тента a и отличного от него элемента b верно 
ab  a;  – подстановка из Sk порядка d. Тогда: 

1) l-арная операция [ ]l, , k является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l такое 
же, как в (2.1); 

2) l-арная операция [ ]l, , k не является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l такое 
же, как в (2.2). 

Следствие 2.12. Пусть A – регулярная по-
лугруппа, в которой для некоторого её идемпо-
тента a и отличного от него элемента b верно 
ab  a;  – цикл длины k из Sk. Тогда: 

1) l-арная операция [ ]l, , k является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l такое 
же, как в (2.3); 

2) l-арная операция [ ]l, , k не является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l такое 
же, как в (2.4). 

Следствие 2.13. Пусть A – регулярная по-
лугруппа, в которой для некоторого её идемпо-
тента a и отличного от него элемента b верно 
ab  a. Тогда: 

1) l-арная операция [ ]l, (12  k), k является ас-
социативной тогда и только тогда, когда l та-
кое же, как в (2.3); 
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2) l-арная операция [ ]l, (12  k), k не является 
ассоциативной тогда и только тогда, когда l 
такое же, как в (2.4). 

Случай n-арных группоидов с левым со-
кращением. Следующая теорема доказывается 
аналогично теореме 2.1, при этом вместо теоре-
мы 1.3 используется теорема 1.5. 

Теорема 2.3 . Пусть < A,  > – неодноэле-
ментная n-арная полугруппа с левым сокращени-
ем, обладающая идемпотентом;  – подстанов-
ка из Sk порядка d. Тогда: 

1) l-арная операция s, , k является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l такое 
же, как в (2.1); 

2) l-арная операция s, , k не является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l такое 
же, как в (2.2). 

Из теоремы 2.3 вытекает 
Следствие 2.14. Пусть < A,  > – неодно-

элементная n-арная полугруппа с левым сокра-
щением, обладающая идемпотентом;  – цикл 
длины k из Sk. Тогда: 

1) l-арная операция s, , k является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l такое 
же, как в (2.3); 

2) l-арная операция s, , k не является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l такое 
же, как в (2.4). 

Полагая в следствии 2.14  = (12  k), по-
лучим 

Следствие 2.15. Пусть < A,  > – неодно-
элементная n-арная полугруппа с левым сокра-
щением, обладающая идемпотентом. Тогда: 

1) l-арная операция s, (12  k), k является ас-
социативной тогда и только тогда, когда l та-
кое же, как в (2.3); 

2) l-арная операция s, (12  k), k не является 
ассоциативной тогда и только тогда, когда l 
такое же, как в (2.4). 

Если в теореме 2.3 положить d = 2, то из 
теоремы 2.3 вытекает 

Следствие 2.16. Пусть < A,  > – неодно-
элементная n-арная полугруппа с левым сокра-
щением, обладающая идемпотентом;  – 
транспозиция из Sk. Тогда: 

1) l-арная операция s, , k является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l – не-
чётное, большее единицы; 

2) l-арная операция s, , k не является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l – чётное. 

Полагая в следствии 2.15 k = 2 или в следст-
вии 2.16  = (12), получим 

Следствие 2.17. Пусть < A,  > – неодно-
элементная n-арная полугруппа с левым сокра-
щением, обладающая идемпотентом. Тогда: 

1) l-арная операция s, (12), k является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l – не-
чётное, большее единицы; 

2) l-арная операция s, (12), k не является ас-
социативной тогда и только тогда, когда l – 
чётное. 

Замечание 2.2. Если в теореме 2.3 и следст-
виях из неё положить n = 2, то получим новые 
утверждения, отличающиеся от прежних только 
тем, что в них вместо операции s, , k будет при-
сутствовать операция [ ]l, , k. Например, теореме 
2.3 соответствует 

Следствие 2.18. Пусть A – неодноэлемент-
ная полугруппа с левым сокращением, обладаю-
щая идемпотентом;  – подстановка из Sk по-
рядка d. Тогда: 

1) l-арная операция [ ]l, , k является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l такое 
же, как в (2.1); 

2) l-арная операция [ ]l, , k не является ассо-
циативной тогда и только тогда, когда l такое 
же, как в (2.2). 
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