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Список обозначений и сокращений

В работе используется естественная для релятивистской кван-

товой теории и физики элементарных частиц система единиц, в

которой скорость света c и постоянная Планка ~ равны единице

т.е. c = ~ = 1.

i– мнимая единица
(
i2 = −1

)

p = (p1,p2, p3)– трехмерный вектор с компонентами pa (a = 1,2,3)

p = (p0,p)– четырехмерный вектор в пространстве Минковского с

компонентами pα (α = 0,1,2,3)

(pk) = p1k1 + p2k2 + p3k3– скалярное произведение трехмерных

векторов p и k

p · k = (pikj)– матрица-диада, образованная из векторов p и k

p = |p| =
√

p2
1 + p2

2 + p2
3– модуль трехмерного вектора p

ǫabc – трехмерный символ Леви-Чивита

(q×)ab = ǫabcqc

gµν = gµν–метрический тензор в пространстве Минковского

(pk) = pµkµ = pµgµνk
ν = p0k0 − (pk) – скалярное произведение

четырехмерных векторов p и k

ǫµνρσ– тензор Леви-Чивита для 4-мерного пространства, ǫ0123 = 1

γµ =
(
γ0, γ1, γ2, γ3

)
–матрицы Дирака, γ5 = iγ0γ1γ2γ3

p̂ = pµγ
µ = (γp) –свертка 4-вектора pµ с матрицами Дирака γµ

(p · k)αβ = (pαkβ) – четырехмерная матрица-диада, образованная

из 4-векторов p и k
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δC,A–дельта-символ Кронекера; δ (x)–одномерная дельта–функция

Дирака

δ (p − k) = δ (p1 − k1) δ (p2 − k2) δ (p3 − k3)– трехмерная дельта–

функция Дирака

[A,B] = A B − B A –коммутатор операторов A и B.

ωm (p) =
√

p2 + m2–энергия частицы с массой m и импульсом p

Для математических операций используются обозначения:

∗– комплексное сопряжение.

†– эрмитово сопряжение.

Следует различать следующие термины:

Спинор–двухкомпонентная функция ξ

ξ =

(
ξ1

ξ2

)

представляет собой пару комплексных чисел ξ1, ξ2.

Спинор Дирака (или биспинор)–четырехкомпонентная

функция ψ

ψ =




ψ1

ψ2

ψ3

ψ4




представляет собой четверку комплексных чисел ψ1, ψ2, ψ3, ψ4.
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ВВЕДЕНИЕ

Раздел 1. Основные соотношения и определения.

Тема 1. Пространство Минковского. Система единиц (~ =

c = 1). Стандартные обозначения, верхние и нижние индексы. Ба-

зис пространства Минковского. Изотропная тетрада пространства

Минсковского. Тензор Леви-Чивита в пространстве Минковского.

Базис пространства Минковского и физические векторы.

Тема 2. Матрицы Дирака. Матрицы Дирака. Основные свой-

ства матриц Дирака. Произведения матриц Дирака Вычисление

следов от произведений матриц Дирака. Разложение четырехмер-

ных матриц.

Раздел 2. Элементы квантовой электродинамики и

правила Фейнмана.

Тема 3. Дифференциальное сечение и ширина распа-

да. Основные типы элементарных частиц. Чем характеризуются

элементарные частицы в эксперименте? Постановка эксперимента

в ФЭЧ: сечения рассеяния и ширины распадов. Кинематика би-

нарных процессов.

Тема 4. Квантовая электродинамика. Матрица рассеяния

и наблюдаемые величин в квантовой теории поля. Основы кванто-

вой электродинамики (КЭД). Взаимодействие в КЭД.

Тема 5. Уравнение Дирака. Уравнение Дирака. Проектив-

ные операторы и уравнение Дирака. Решение уравнения Дирака.

Спиноры и биспиноры. Вектор поляризации фермиона спина 1/2.

Тема 6. Диаграммы и правила Фейнмана. Вектор поля-

ризации фотона. Вектор поляризации массивного бозона. Инва-

риантная теория возмущений (основные понятия). Диаграммы и

правила Фейнмана для квантовой электродинамики. Построение

7
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матричных элементов простейших процессов взаимодействия эле-

ментарных частиц.

Раздел 3. Методы вычисления наблюдаемых величин

в реакциях элементарных частиц.

Тема 7. Методы расчета наблюдаемых величин в экс-

периментах ФЭЧ. Метод расчета квадратов матричных элемен-

тов процессов взаимодействия элементарных частиц. Методы непо-

средственного расчета матричных элементов процессов с участием

фермионов спина 1/2. Классификация методов расчета матричных

элементов. Шпуровой метод расчета матричных элементов. Спи-

норная техника вычисления матричных элементов.

Тема 8. Метод базисных спиноров Метод базисных спи-

норов. Явный вид базисных спиноров. Компьютерные программы

для автоматического вычисления процессов взаимодействия. Ос-

новы работы в FeynArts, FeynCalc. Расчет наблюдаемых для би-

нарных реакций.

В этой книге мы используем метрический тензор g и тен-

зор Леви-Чивита ǫ такие же, как и в программных комплексах

FeynArts/FormCalc [1, 2] и FeynCalc [3].

Характерной особенностью современной релятивистской кван-

товой физики является

⋄ использование системы единиц ~ = c = 1, которая часто допол-

няется системой СГС и “рационализированными” единицами

Хевисайда-Лоренца

⋄ введение и использование ковариантных обозначений для четы-

рехмерных величин и их комбинаций

8
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Раздел 1

Основные соотношения и определения.

Тема 1.Система единиц ~ = c = 1. Пространство Минковско-

го. Стандартные обозначения, верхние и нижние индексы. Тензор

Леви-Чивита в пространстве Минковского.Базис пространства

Минковского. Изотропная тетрада пространства Минсковского.

Базис пространства Минковского и физические векторы.

Данный раздел содержит информацию о пространстве Мин-

ковского и о матрицах Дирака, а также необходимые соотноше-

ния, которые могут быть использованы при вычислениях матрич-

ных элементов. При желании подготовленный читатель может ее

пропустить.

1.1 Система единиц ~ = c = 1

Как отмечено в книге Л.Б.Окуня [4]: “Разумно выбранные еди-

ницы при описании некоторого круга явлений представляют собой

могучий инструмент науки. Используя адекватные единицы, легко

провести размерный анализ явления, оценить по порядку величи-

ны его характерный масштаб, выявить его связь с другими, на

первый взгляд далекими явлениями.”

В квантовой теории поля и в физике элементарных частиц ха-

рактерная скорость частиц достаточно часто близка к скорости

света т.е. v
хар.

∼ c. Это означает, что эти разделы физики имеют

9
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дело с квантовыми релятивистскими явлениями и поэтому в каче-

стве единицы действия и скорости удобно выбрать квант действия

~ и скорость света c соответственно. Естественным продолжением

такого построения является положение, что действие и скорость

безразмерны, а константы ~ и c равными единице т.е.

~ = c = 1 . (1.1.1)

В следствие (1.1.1) изменятся размерности физических вели-

чин.

Так, скорость v, действие S и угловой момент J становятся

безразмерными величинами: [v] = [S] = [J ]. Размерности про-

странственных координат r и временной координаты t одинако-

вы так как (r = vt). Используя физические законы можно полу-

чить, что размерности энергии , импульса и массы m совпадают:

[E] = [p] = [m].

Квантовомеханическое соотношение E = ~ω ∼
~

t
приводит к

тому, что

[E] = [p] = [m] =
[
r−1

]
=

[
t−1

]
.

Следуя аналогичным рассуждениям, можно найти, что сила

F ∼
p

t
→ [F] =

[
m2

]
.

Таким образом, все физические величины, имеющие

отличную от нуля размерность в единицах ~ = c = 1

можно измерять в единицах энергии или массы (или

длины).

Отдельной заметки заслуживает вопрос: Каковы размерности

заряда e, электрического E и магнитного H полей?

Для ответа на этот вопрос для описания электродинамических

10



Р
Е
П
О
ЗИ

Т
О
Р
И
Й

ГГ
У

И
М
Е
Н
И

Ф
.С

К
О
Р
И
Н
Ы

явлений удобнее использовать систему единиц СГС и “рационали-

зированные” единицы измерения электрического заряда (единицы

Хевисайда-Лоренца). В этой системе единиц уравнения Максвелла

принимают вид (“рационализация” Хевисайда: в уравнениях Макс-

велла отсутствует множитель 4π):

rotH = j +
1

c

∂D

∂t

rotE = −1

c

∂B

∂t
divD = ρ

divB = 0





, (1.1.2)

а закон Кулона для зарядов Q1 = q1e и Q2 = q2e, где e- элемен-

тарный заряд, равный заряду электрона, т.е. e = − |e|, a q1 и q2 -

::::::::::::::::::::::

безразмерные числа запишется следующим образом:

|F| =
e2

4π

q1q2

r2
= αem

q1q2

r2
, (1.1.3)

где αem постоянная тонкой структуры (αem =
1

137,03599911
)

Поскольку [F] =
[
r−2

]
→ [e]

СГС
= 1 т.е. элементарный заряд e –

безразмерная величина.

Используя другие электродинамические соотношения можно

показать, что [E]
СГС

= [D]
СГС

= [H]
СГС

= [B]
СГС

= [m2] = [r−2].

В качестве естественной единицы измерения энергии в систе-

ме отсчета ~ = c = 1 принято использовать электронвольт (эВ)

и производные единицы

1 КэВ = 109 эВ , 1 МэВ = 106 эВ , 1 ГэВ = 109 эВ ,

11
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Определение 1.1

Электронвольт– это кинетическая энергия, которую

приобрел электрон, пройдя расстояние между двумя точка-

ми с разностью потенциалов в 1 Вольт.

Для удобства при переходе к другим единицам измерения име-

ются коэффициенты пересчета. Так например,

me = 0,510998910 МэВ ,

1 МэВ−1 = 197,3269631 Ферми ,

1 эВ = 1,78266181 × 10−36 грамм = 1,60217653 × 10−19 Дж ,

1 эВ−1 = 6,58211915 × 10−16 сек ,

1 ГэВ−2 = 0,389379323 миллибарн . (1.1.4)

Далее, практически везде будем использовать систему единиц

~ = c = 1, дополненную системой единиц СГС и “рационализиро-

ванными” единицами измерения электрического заряда (единицы

Хевисайда-Лоренца).

Упражнение 1.

Найти классический радиус электрона в метрах, который в избран-

ной нами системе единиц определяется соотношением

re =
e2

4πme
, (1.1.5)

где e– заряд электрона, а me- масса электрона: me =

0,510998910 МэВ.

Упражнение 2.

Найти томпсоновское сечение рассеяния σT в миллибарнах и см2:

σT =
8

3π
r2
e . (1.1.6)
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1.2 Пространство Минковского

Пространство Минковского – четырёхмерное псевдоевклидо-

во пространство, предложенное Германом Минковским (1908)1 в

качестве геометрической интерпретации пространства-времени в

специальной теории относительности; каждому событию соответ-

ствует точка пространства Минковского, в лоренцевых (или гали-

леевых) координатах три координаты которой представляют со-

бой декартовы координаты трёхмерного евклидова пространства,

а четвёртая – временную координату c t, где c – скорость света, t

– время события. (Источник: http://ru.wikipedia.org/wiki/)

1.2.1 Основные определения
в пространстве Минковского

Сделаем несколько заметок о ковариантных обозначений, исполь-

зуемых при описании пространства Минковского. Формально ко-

вариантное описание приводит к тому, что выражения для четы-

рехмерных объектов записываются как целое т.е. не отдельных

компонент, а сразу для всего набора компонент. С точки зрения

математической записи в выражениях появляются четырехмерные

индексы (например, µ,ν), а не его значения 0,1,2,3.

Примером ковариантной записи может служить выражение

AµBν , (1.2.1)

а не ковариантной

A1B0 . (1.2.2)
1Это пространство было также рассмотрено Анри Пуанкаре в 1905. Анри Пуанкаре первым установил

и детально изучил одно из самых важных свойств преобразований Лоренца – их групповую структуру,
и показал, что “преобразования Лоренца представляют ни что иное, как поворот в пространство четырех
измерений, точки которого имеют координаты (x,y,z,it)” [5]. “Таким образом, Пуанкаре по крайней мере за
три года до Минковского объединил пространство и время в единое четырехмерное пространство-время.” [6,
6 стр.]
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Лоренц-ковариантность, означает что данная физическая вели-

чина при преобразованиях Лоренца, связывающих переход от од-

ной системы отсчета к другой, трансформируются по определен-

ному закону. В зависимости от вида закона преобразования кова-

риантные объекты делятся на

• скаляры (или инварианты т.е. не преобразуются)

• 4-векторы (pµ)

• четырехмерные тензоры
(
ǫµναβ

)

Скаляры или инварианты не преобразуются вовсе.

Определение 1.2

Контрвариантным 4-вектором Aµ =
{
A0,A

}
≡

≡
{
A0,A1,A2,A3

}
называется величина, закон преобразования

которой от одной системы отсчета к другой штрихованной

системе отсчета записывается в виде

Aµ = Λµ
νA

′ν , (1.2.3)

где Λµ
ν - матрица преобразования Лоренца.

Пример преобразования 4-вектора A посредством матрицы Ло-

ренца“буста” Λu вдоль оси ОХ (см. (1.1)):




A0

A1

A2

A3


 =




γ βγ 0 0

βγ γ 0

0 0 1 0

0 0 0 1







A′0

A′1

A′2

A′3


 , (1.2.4)

где

β =
|v|
c

, u =
v

v0 + m
, γ =

1√
1 − β2

.
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X ′

Y ′

Z ′

X

Y

Z

V

A A′

Рисунок 1.1– Иллюстрация к преобразованию “буста”

В общем случае, преобразование Lp от системы покоя частицы

массы mp к системе, в которой ее 4-импульс равен p (преобразова-

ние буста) в блочной записи имеет вид:

(
B0′

B′

)
= Lp

(
B0

B

)
=




B0
√

1 + V2
p + (BVp)

B + B0Vp + Vp (VpB)
(
1 +

√
1 + V2

p

)−1


 ,

(1.2.5)

где

Vp =
p

mp
= {V0 =

ωmp (p)

mp
, Vp =

p

mp
} (1.2.6)

Примерами 4- векторов является

xµ = {ct,r} ≡
{
ct,x1,x2,x3

}
= {ct,x,y,z} ,

pµ = {E/c,p} ,

∂µ =
∂

∂xµ
=

{
1

c

∂

∂t
, − ∇

}
,

jµ = {cρ, j} . (1.2.7)

15



Р
Е
П
О
ЗИ

Т
О
Р
И
Й

ГГ
У

И
М
Е
Н
И

Ф
.С

К
О
Р
И
Н
Ы

Определение 1.3

Скалярным произведением двух 4-векторов A и B в простран-

стве Минковского называется величина:

(AB) = AµgµνB
ν = A0B0 − (AB) , (1.2.8)

где gµν так называемый метрический тензор, который име-

ет вид:

gµν = gµν =




1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




µν

. (1.2.9)

Определение 1.4

Ковариантные компоненты 4-вектора A (с индексом внизу)

задаются следующим образом:

Aµ = gµνA
ν =

{
A0, − A

}
. (1.2.10)

Тогда для скалярного произведения имеем

(AB) =





Aµ (gµνB
ν)︸ ︷︷ ︸

Bµ

= AµBµ

(Aµgµν)︸ ︷︷ ︸
Aν

Bν = AνB
ν (1.2.11)

Скалярное произведение является инвариантом преобразова-

ний Лоренца. Из известного соотношения Эйнштейна для полной

энергии свободной частицы E

E2 = p2c2 + m2c4 (1.2.12)
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находим, что

m2c2 =
E2

c2
− p2 =

{
E

c
,p

}
.

{
E

c
, − p

}
= pµpµ = p2 . (1.2.13)

Выражение (1.2.13) говорит о том, что масса покоя частицы яв-

ляется лоренц-инвариантом т.е. неизменной во всех инерциальных

системах отсчета.

Определение 1.5

Символом Кронекера в пространстве Минковского определя-

ют посредством соотношения

δµν = δµν = δµ
ν = δν

µ ≡ I =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




µν

. (1.2.14)

Можно показать, что

δν
µ = gµα gαν = gν

µ . (1.2.15)

1.2.2 Тензор Леви-Чивита в пространстве Минковского
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Определение 1.6

Антисимметричный тензором четвертого ранга ǫµνρσ назы-

вают величину, которая удовлетворяет условию:

ǫµνρσ =

=

{ 1, если µ ν ρ σ образует четную перестановку 0,1,2,3

−1, если µ ν ρ σ образует нечетную перестановку 0,1,2,3

0, если значения двух (и более) индексов совпадают

(1.2.16)

Существует определенный произвол в выборе знака тензора

Леви-Чивита в пространстве Минковского ǫµνρσ. Далее будем по-

лагать, что

ǫ0123 = 1 . (1.2.17)

Произведение двух тензоров Леви-Чивита находятся из опре-

делителя матрицы, элементами которой являются символы Кро-

некера

ǫµναβǫ
λρστ = (−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

δλ
µ δλ

ν δλ
α δλ

β

δρ
µ δρ

ν δρ
α δρ

β

δσ
µ δσ

ν δσ
α δσ

β

δτ
µ δτ

ν δτ
α δτ

β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (1.2.18)

Из соотношения (1.2.18) следует

ǫµναβǫ
λρσβ = (−1)

∣∣∣∣∣∣

δλ
µ δλ

ν δλ
α

δρ
µ δρ

ν δρ
α

δσ
µ δσ

ν δσ
α

∣∣∣∣∣∣
, (1.2.19)

ǫµναβǫ
λραβ = (−2)

(
δλ
µδ

ρ
ν − δρ

µδ
λ
ν

)
, (1.2.20)

ǫµναβǫ
λναβ = (−6) δλ

µ , (1.2.21)
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ǫµναβǫ
µναβ = −4! = (−24) . (1.2.22)

Введем сокращенную запись для следующих матриц и тензоров:

(p · q)µν ≡ pµkν ,

[p · q]µν ≡ (p · k)µν − (k · p)µν ,(
[p · k]×

)
µν

≡ ǫµνρσp
ρkσ ,

[p,k,q]µ =
(
[p · k]× q

)
µ

= ǫµνρσp
νkρqσ . (1.2.23)

Такие обозначения удобны при использовании безиндексных

записей для выражений.

Использование ковариантной записи выражений существенно

упрощает многие выражения и показывает явном виде, какие соот-

ношения сохраняют свой вид при преобразования Лоренца, а какие

нет.

1.3 Базис пространства Минковского

В пространстве Минковского введем четверку (тетраду) орто-

нормированных 4-векторов lA (индекс A задает их количество),

которые удовлетворяют следующим соотношениям:

(lAlB) = gAB, т.е. l20 = −l21 = −l22 = −l23 = 1, (A = 0,1,2,3) ,(1.3.1)

ǫµνρσl
µ
AlνBlρClσD = ǫABCD , ǫµνρσl

µ
0 l

ν
1 l

ρ
2l

σ
3 = ǫ0123 = 1 . (1.3.2)

Соотношения (1.3.2) отражают условие того, что тетрада ортонор-

мированных векторов lA имеет фиксированную ориентацию в про-

странстве Минковского.

Метрический тензор g можно представить в виде линейной

комбинации матриц-диад, составленных из этих векторов, т.е.

gµν = lµ0 · lν0 − lµ1 · lν1 − lµ2 · lν2 − lµ3 · lν3 . (1.3.3)
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Исходя из (1.3.3), произвольный 4-вектор p можно записать в

виде

p = (p l0) l0 − (p l1) l1 − (p l2) l2 − (p l3) l3 . (1.3.4)

т.е. разложить по базисным векторам пространства Минковского.

1.3.1 Изотропная тетрада

Используя векторы lA, определим светоподобные векторы, кото-

рые образуют изотропную тетраду в пространстве Минковского

(об изотропной тетраде см. [7]):

bρ =
(l0 + ρl3)

2
, nλ =

(λl1 + i l2)

2
, (ρ,λ = ±1) . (1.3.5)

Из соотношений (1.3.1), (1.3.5) следует:

(bρb−λ) = δλ, ρ/2 , (nλn−ρ) = δλ, ρ/2 , (bρnλ) = 0 , (1.3.6)

gµν =

1∑

λ=−1

[
b̃µ
λ · bν

−λ + ñµ
λ · nν

−λ

]
, где (1.3.7)

b̃ρ = 2 bρ, ñλ = 2 nλ . (1.3.8)

Согласно (1.3.6) и (1.3.7) векторы изотропной тетрады bλ и nρ опре-

деляют две ортогональные гиперплоскости в пространстве Мин-

ковского. Отметим, что векторы изотропной тетрады b±1 могут

быть также образованы с помощью пары l0, l1 или l0, l2. В этом

случае комплексные векторы nλ определяются через l2, l3 и l1, l3
соответственно.

Компоненты µ = 0,1,2,3 ортонормированного базиса простран-

ства Минковского (1.3.1) lA определяются соотношением (lA)µ =
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δAµ т.е.

(l0)µ = {1, 0, 0, 0} , (l1)µ = {0, 1, 0, 0} ,

(l2)µ = {0, 0, 1, 0} , (l3)µ = {0, 0, 0, 1} . (1.3.9)

1.3.2 Базис пространства Минковского и физические векторы

При вычислении характеристик реакций взаимодействия элемен-

тарных частиц широко используют построение ортонормирован-

ного базиса пространства Минковского через физические векто-

ры данной реакции. Удачный выбор базиса позволяет значительно

упростить расчеты и получать компактные и обозримые выраже-

ния. Такие построения являются для некоторых методов расчетов

неотъемлемой частью и лежат в основе вычислений матричных

элементов реакций (см. [8–12] и др.работы).

Эти построения проводят с помощью определителей Грамма

(см., например, [13], [14]). Если мы имеем тройку произвольных

линейно независимых 4-векторов a,b,c, таких что a2,b2,c2 6= 0, то ор-

тонормированный базис пространства Минковского строится сле-

дующим образом (см. [13]):

l0 =
a√
a2

, (1.3.10)

l1 =
(ab) a − a2b√

a2
(
(ab)2 − a2b2

) , (1.3.11)
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l2 =
1√

2 (ab) (ac) (bc) + Na,b,c

×

×




[
(ab) (bc) − b2 (ac)

]
a +

[
(ab) (ac) − a2 (bc)

]
b√

(ab)2 − a2b2

+

+

[
a2b2 − (ab)2

]
c

√
(ab)2 − a2b2


 , (1.3.12)

l3 =
[a,b,c]√

2 (ab) (ac) (bc) + Na,b,c

, (1.3.13)

где

Na,b,c = a2b2c2 − a2 (bc)2 − b2 (ac)2 − c2 (ab)2 . (1.3.14)

Базис (1.3.10)-(1.3.13) не позволяет в явном виде провести по-

строение базиса для случая светоподобных векторов. Проведем от-

дельное построение для случая, когда имеется тройка неортого-

нальных векторов p1, p2, k1, таких что p2
1 = p2

2 = k2
1 = 0. Ортонор-

мированный базис пространства Минковского может быть опреде-

лен в этом случае через соотношения

l0 =
p1 + p2√
2 (p1p2)

, (1.3.15)

l1 =
p1 − p2√
2 (p1p2)

, (1.3.16)

l2 =
(p2k1) p1 + (p1k1) p2 − (p1p2) k1√

2 (p1p2) (p1k1) (p2k1)
, (1.3.17)

l3 =
[p1,p2,k1]√

2 (p1p2) (p1k1) (p2k1)
. (1.3.18)
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1.4 Упражнения и задания к параграфам 1.2-1.3

Упражнение 1.

Показать, что

gµα gµβ = δβ
α . (1.4.1)

Упражнение 2.

Покажите, что вектора изотропной тетрады являются светоподоб-

ными т.е.

(bρbρ) = 0 , (nλnλ) = 0, (bρnλ) = 0 , (1.4.2)

любого ρ,λ = ±1.

Упражнение 3.

Показать, что для векторов изотропной тетрады (1.3.5) выполня-

ется (обозначения см. (1.2.23))
([

b̃A · ñλ

]×)µν

= iAλ
[
b̃A · ñλ

]µν

,

(
[ñλ · ñ−λ]

×)µν
= iAλ

[
b̃A · b̃−A

]µν

,
([

b̃A · b̃−A

]×)µν

= iAλ [ñλ · ñ−λ]
µν ,

[
b̃A, b̃−A,ñλ

]µ

= 2iAλ ñµ
λ ,

[
b̃A, ñλ,ñ−λ

]µ

= 2iAλ b̃µ
A ,

ǫ
(
b̃A, b̃−A, ñλ, ñ−λ

)
= −4iAλ , (A, λ = ±1) , (1.4.3)

где использована сокращенная запись

ǫ (p, k, q, n) ≡ ǫµνρσp
µkνqρnσ .

Упражнение 4.

Покажите, что базис (1.3.15)-(1.3.17) действительно образует орто-

нормированый базис.

Упражнение 5.

Найдите вектора изотропной тетрады (1.3.5) на основе базиса

(1.3.15)-(1.3.17) через p1, p2, k1.
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Упражнение 6.

Покажите, что для светоподобного вектора p выполняется равен-

ство

(pb−1) (pb1) = − (pn−1) (pn1) .

Лаб.Занятие 7.

Запрограммируйте в среде “Mathematica” следующие объекты

пространства Минковского:

◦ – Метрический тензор gµν

◦ – Антисимметричный тензор ǫµνρσ с учетом разницы между верх-

ними и нижними индексами.

◦ – Вычисление скалярного произведения 4-векторов, через их

компоненты
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Тема 2. Матрицы Дирака. Матрицы Дирака. Основные

свойства матриц Дирака. Произведения матриц Дирака Вычис-

ление следов от произведений матриц Дирака. Разложение четы-

рехмерных матриц.

1.5 Матрицы Дирака

Матрицы Дирака (или γ–матрицы), возникающие при описа-

нии свойств фермионов спина 1/2 (уравнение Дирака , см. далее),

представляют собой набор матриц γµ ≡
(
γ0, γ1, γ2, γ3

)
размерно-

стью 4 × 4. В этом параграфе приводятся основные формулы и

соотношения, которые используются в расчетах процессов с уча-

стием фермионов.

1.5.1 Основные свойства

Определяющими свойствами γ-матриц являются следующие соот-

ношения:

{γµ,γν} ≡ γµγν + γνγµ = 2gµνI , (1.5.1)

(
γ0

)2
= I ,

(
γi

)2
= −I ,

(
γ0

)†
= γ0 ,

(
γi

)†
= −γi , (i = 1,2,3). (1.5.2)

Коммутатор γ-матриц имеет специальное обозначение

σµν =
i

2
(γµγν − γνγµ) . (1.5.3)

Матрица γ5 определяется:

γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 = (−1)
i

4!
ǫαβµνγ

αγβγµγν (1.5.4)

c тензором Леви-Чивита ǫ

ǫ0123 = −ǫ0123 = 1 (1.5.5)
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и имеет следующие свойства
(
γ5

)2
= I,

(
γ5

)†
= γ5, γµγ5 + γ5γµ = 0 . (1.5.6)

С помощью матрицы γ0 определяют операцию дираковского со-

пряжения для произвольной четырехмерной матрицы A

Ā ≡ γ0A†γ0 . (1.5.7)

1.5.2 Представления матриц Дирака

В физических приложениях используют несколько представлений

матриц Дирака, удовлетворяющих соотношениям (1.5.1)-(1.5.2).

Явный вид γ–матриц удобно записывать в блочной форме при по-

мощи матриц Паули

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i

i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
, (1.5.8)

а также единичной и нулевой матриц размерностью 2 × 2

I2 =

(
1 0

0 1

)
, O2 =

(
0 0

0 0

)
. (1.5.9)

Наиболее популярными являются представление Дирака

(Дирака-Паули), обозначаемое здесь с индексом D

γ0
D =

(
I2 O2

O2 −I2

)
, γi

D =

(
O2 σi

−σi O2

)
,

γ5
D =

(
O2 I2

I2 O2

)
(1.5.10)

и киральное (спинорное) представление, которое так же называют

представлением Вейля (индекс C)

γ0
C =

(
O2 I2

I2 O2

)
, γi

C =

(
O2 −σi

σi O2

)
,

γ5
C =

(
I2 O2

O2 −I2

)
. (1.5.11)
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Эти представления связаны между собой посредством унитарного

преобразования, определяемого матрицей UC

γµ
C = UCγµ

DU †
C с матрицей UC =

1√
2

(
γ0

D + γ5
D

)
. (1.5.12)

Реже используют представление Майорана (индекс M)

γ0
M =

(
O σ2

σ2 O

)
, γ1

M =

(
iσ3 O2

O2 iσ3

)
,

γ2
M =

(
O2 −σ2

σ2 O2

)
, γ3

M =

(
−iσ1 O2

O2 −iσ1

)
,

γ5
M =

(
σ2 O2

O2 −σ2

)
. (1.5.13)

Представление Майорана связано с представлением Дирака по-

средством преобразования

γµ
M = UMγµ

DU †
M с матрицей UM =

1√
2

(
I2 σ2

σ2 −I2

)
. (1.5.14)

1.5.3 Произведения матриц Дирака

При вычислении матричных элементов часто используются соот-

ношения, которые позволяют редуцировать произведение с боль-

шим количеством γ-матриц к комбинациям с меньшим количе-

ством. Приведем основные соотношения такого типа

γαγργβ = gαργβ − gαβγρ + gρβγα − iγ5ǫαρβτγτ , (1.5.15)

γ5σµν =
i

2
ǫµνρτσ

ρτ . (1.5.16)

В дополнение к преобразованиям (1.5.15)-(1.5.16) часто применяют

тождества Чизхольма

γµSoddγµ = −2Sodd
R , (1.5.17)

27



Р
Е
П
О
ЗИ

Т
О
Р
И
Й

ГГ
У

И
М
Е
Н
И

Ф
.С

К
О
Р
И
Н
Ы

γµSevenγµ = γµγνS̃oddγµ =

= 2γνS̃odd
R + 2S̃oddγν. (1.5.18)

В этих формулах использованы обозначения для произведений γ-

матриц

S = Sn ≡ γα1γα2 · · · γαn ,

SR = Sn
R ≡ γαnγαn−1 · · · γα2γα1 , (1.5.19)

Sodd = γα1γα2 · · · γα2k+1 ,

Seven = γα1γα2 · · · γα2k, k = 0,1,2 . . . . (1.5.20)

Так, для S1,S2,S4 и S3 имеем

γµγαγµ = −2γα, γµγαγβγµ = 4gαβ,

γµγαγβγργσγµ = 2γργβγαγσ + 2γσγαγβγρ ,

γµγαγβγργµ = −2γργβγα . (1.5.21)

Введем свертку произвольного 4-вектора pµ с матрицами Ди-

рака γµ (скалярное произведение (γp)):

p̂ ≡ pµγ
µ = p0γ0 − (pγ) . (1.5.22)

Объект p̂ является матрицей 4× 4. В силу ортогональности базис-

ных векторов пространства Минковского произведения сверток с

γ-матрицами может быть в ряде случаев упрощено. С помощью

(1.3.9) и определения свертки (1.5.22) можно заметить, что

ℓ̂0 = γ0 , ℓ̂1 = γ1 , ℓ̂2 = γ2 , ℓ̂3 = γ3 . (1.5.23)

Тогда, используя (1.5.1), (1.5.4) и (1.5.6) легко найти, что

ℓ̂0ℓ̂1ℓ̂2 = iγ5ℓ̂3 , (1.5.24)

ℓ̂0ℓ̂1ℓ̂3 = −iγ5ℓ̂2 , (1.5.25)
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ℓ̂0ℓ̂2ℓ̂3 = iγ5ℓ̂1 , (1.5.26)

ℓ̂1ℓ̂2ℓ̂3 = iγ5ℓ̂0 . (1.5.27)

Используя соотношения (1.4.3) и (1.5.15), для векторов изотропной

тетрады можно показать, что

n̂λb̂Ab̂−A = ω−A×λ n̂λ ,

b̂An̂−λn̂λ = ω−A×λ b̂A , (1.5.28)

где

ωλ ≡ 1

2

(
I + λγ5

)
. (1.5.29)

1.5.4 Шпуры от произведения γ–матриц

Шпур(след) от произведения γ–матриц, содержащих нечетное чис-

ло (включая любое число γ5–матриц), а также след от произведе-

ния γ5γµγν равны нулю:

Tr
(
Sodd

)
= Tr

(
Sodd

(
· · · γ5 · · ·

))
=

= Tr
(
γ5γµγν

)
= 0 . (1.5.30)

В остальных случаях имеем

Tr
(
γ5

)
= 0, T r (γµγν) = 4gµν ,

T r (γµγνγργσ) = 4 (gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgρν) ,

T r
(
γ5γµγνγργσ

)
= −4iǫµνρσ . (1.5.31)

Шпуры от произведения большего числа матриц Дирака можно

свести к вычислению шпуров (1.5.31) с помощью рекуррентного

соотношения (1.5.15).
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1.5.5 Разложение четырехмерных матриц

Из произведений γ–матриц можно построить 16 линейно незави-

симых матриц ΓA, составляющих полный набор для 4× 4–матриц.

Любую четырехмерную матрицу можно представить в виде линей-

ной комбинации матриц ΓA.

Один из часто используемых наборов имеет вид:

I, γ5, γµ, γ5γµ, σµν. (1.5.32)

Тогда для произвольной 4 × 4 матрицы A разложение по набору

(1.5.32) примет вид

A = aI + bγ5 + cαγ
α + dαγ

5γα + eαβσ
αβ, (1.5.33)

где

a =
1

4
Tr (A) , b =

1

4
Tr

(
γ5A

)
, cα =

1

4
Tr (γαA) ,

dα = −1

4
Tr

(
γ5γαA

)
, eαβ = −1

8
Tr

(
σαβA

)
. (1.5.34)

Для разложения можно использовать также набор

ωλ ≡ 1

2

(
I + λγ5

)
, ωλγ

µ, σµν, (λ = −1,1) . (1.5.35)

В этом случае разложение матрицы A запишется в виде

A =

1∑

λ=−1

ωλ

(
aλ + bλ

µγ
µ
)

+ cµνσ
µν (1.5.36)

с коэффициентами разложения

aλ =
1

2
Tr (ωλA) , bλ

µ =
1

2
Tr (ω−λγµA) ,

cµν = −1

8
Tr (σµνA) . (1.5.37)
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1.6 Упражнения и задания к параграфу 1.5

Упражнение 1.

Докажите, что шпур от нечетного числа γ-матриц равен нулю.

(Используйте свойство шпуров: Tr (AB) = Tr (BA)).

Упражнение 2.

Докажите, что Tr (γµγν) = 4gµν.

Упражнение 3.

Используя разложение по полному набору (1.5.32) докажите соот-

ношение (1.5.15):

γαγργβ = gαργβ − gαβγρ + gρβγα − iγ5ǫαρβτγτ .

Упражнение 4.

Докажите, что

n̂λb̂Ab̂−A = ω−A×λ n̂λ ,

b̂An̂−λn̂λ = ω−A×λ b̂A .

Лаб.Занятие 5.

Путем непосредственного вычисления для γ-матриц в пред-

ставлении Дирака-Паули проверьте соотношения (1.5.1), (1.5.2) и

(1.5.6).

Лаб.Занятие 6.

Путем непосредственного вычисления для γ-матриц в пред-

ставлении Дирака-Паули проверьте соотношения

γµ = γµ , (1.6.1)
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σµν = σµν , (1.6.2)

γ5 = −γ5 . (1.6.3)

ωA×λ b̂An̂λ = 0 ,

b̂An̂−λn̂λ = ω−A×λ b̂A . (1.6.4)
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Раздел 2

Биспиноры Дирака

Тема 3. Биспиноры Дирака. Определение базисных спино-

ров. Соотношения для базисных спиноров. Явный вид базисных

спиноров. Уравнение Дирака. Проективные операторы и уравне-

ние Дирака. Решение уравнения Дирака.Вектор поляризации фер-

миона спина. Базисные спиноры и биспиноры Дирака.

2.1 Базисные спиноры

В этой части при определении спиноров Дирака в качестве

спинового индекса используем удвоенное значение проекции спина

фермиона (±1).

Определение. С помощью векторов изотропной тетрады (1.3.6)

определим безмассовые базисные спиноры uλ (b−1) и uλ (b1):

b̂−1uλ (b−1) = 0 , uλ (b1) = b̂1u−λ (b−1) , (2.1.1)

ωλuλ (b±1) = uλ (b±1) (2.1.2)

с проективной матрицей

ωλ =
1

2
(I + λγ5) (2.1.3)

и условием нормировки

uλ (b±1) ūλ (b±1) = ωλb̂±1 . (2.1.4)
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Фазовое соглашение. Фазовое соглашение, которое в случае без-

массовых частиц будет определять связь между спинорами с раз-

ной спиральностью, выберем в виде

n̂λu−ρ (b−1) = δλ, ρuρ (b−1) . (2.1.5)

Соотношения (2.1.1), (2.1.2) и (2.1.5) можно записать в обоб-

щенном виде:

b̂ρuλ (bA) = δρ,−Au−λ (b−A) , (2.1.6)

ωλuρ (bA) = δρ,λuλ (bA) , (2.1.7)

n̂ρuλ (bA) = (−A) δρ,A×λu−λ (bA) , (A, ρ,λ = ±1) . (2.1.8)

Условие полноты. Важным свойством спиноров (2.1.1) является

соотношение полноты, которое доказывается с помощью (2.1.1),

(2.1.2) и (2.1.4) и записывается в виде

1∑

λ,A=−1

uλ (bA) ū−λ (b−A) = I . (2.1.9)

Спинорные произведения базисных спиноров (2.1.1) задаются

простыми соотношениями

ūλ (bC) uρ (bA) = δλ,−ρ δC,−A , (C,A,λ,ρ = ±1) . (2.1.10)

2.2 Основные уравнения для базисных спиноров

Используя, что

gµν =

1∑

λ=−1

[
b̃µ
λ · bν

−λ + ñµ
λ · nν

−λ

]
(2.2.1)
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матрицу Дирака γµ можно переписать в виде

γµ =

1∑

λ=−1

[
b̃µ
λ b̂−λ + ñµ

λ n̂−λ

]
. (2.2.2)

С помощью уравнений (2.1.6), (2.1.8) и (2.2.2) найдем действие

матриц Дирака на базисные спиноры

γµuλ (bA) = b̃µ
A u−λ (b−A) − A ñµ

−A×λ u−λ (bA) . (2.2.3)

Произведение n матриц Дирака Sn = γµ1γµ2 . . . γµn при дей-

ствии на базисные спиноры генерирует конструкцию вида

Sn uλ (bA) = B{µ1,...µn}
A, λ uλ′n

(
bA′

n

)
− A N {µ1,...µn}

A, λ uλ′n

(
b−A′

n

)
,(2.2.4)

где

λ′
n = (−1)n λ , A′

n = (−1)n A , (2.2.5)

а B{µ1,...µn}
A, λ , N {µ1,...µn}

A, λ являются лоренц-тензорами, определяемые

посредством векторов изотропной тетрады (1.3.5).

Как следует из (2.2.3)

B{µ}
A, λ = b̃µ

A, N {µ}
A, λ = ñµ

−A×λ . (2.2.6)

2.3 Уравнение Дирака

Для описания свободных фермионов спина 1/2 используют

уравнение Дирака

(iγµ∂µ − m) ψ (x) = 0 . (2.3.1)

Данное уравнение представляет собой четыре дифференциальных

уравнения, связывающих четыре компоненты вектор-столбца ψ, и

с учетом матричных индексов имеет вид

4∑

β=1

3∑

µ=0

[
iγµ

αβ∂µ − m δαβ

]
ψβ (x) = 0 . (2.3.2)
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В дальнейшем мы будем использовать безиндексную форму запи-

си, за исключением некоторых случаев.

Частное решение уравнения (2.3.1) для частицы с массой mp

c фиксированным 4-импульсом p (p2 = m2
p) записывается в виде

плоской волны

ψλp (x, p) =
1

(2π)3/2
uλp (p) e−i(p x) , (2.3.3)

где индекс λp = ±1 определяет удвоенное значение проекции спи-

на.

Дираковский спинор (биспинор) uλp (p) для частицы удовле-

творяет уравнению (2.3.1), записанному в импульсном представле-

нии

(p̂ − mp) uλp (p) = 0 , (2.3.4)

где p̂ = pµγµ.

Аналогичное решение для массивной античастицы спина 1/2

(в состоянии с 4–импульсом −p) записывается в виде

ψλp (x, p) =
1

(2π)3/2
υλp (p) e i(p x) (2.3.5)

с биспинором υλp (p) удовлетворяющим уравнению

(p̂ + mp) υλp (p) = 0 . (2.3.6)

Для полного описания фермионных полей вводится ди-

раковски–сопряженные биспиноры

ū = u†γ0 ,

ῡ = υ†γ0 , (2.3.7)

которые удовлетворяют уравнениям

ūλp (p) (p̂ − mp) = 0 ,

ῡλp (p) (p̂ + mp) = 0 . (2.3.8)
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Важным случаем является случай безмассовых фермионов

спина 1/2, т.е. когда фермион с 4-импульсом p имеет массу покоя

mp = 0. Уравнения (2.3.4),(2.3.6) и (2.3.8) упрощаются и принима-

ют вид

p̂ uλp (p) = 0, ūλp (p) p̂ = 0 , (2.3.9)

p̂ υλp (p) = 0, ῡλp (p) p̂ = 0 . (2.3.10)

2.4 Описание спиновых свойств

фермионов

Остановимся более подробно на описании спиновых свойств

фермионов спина 1/2. Для этого вначале изложим элементы тео-

рии релятивистских частиц с произвольным спином s и импульсом

p.

Последовательное описание спиновых свойств релятивистских

частиц дается в рамках группы Пуанкаре (см., например, [15,16]),

при этом выделяют два варианта: массивные и безмассовые части-

цы. Рассмотрим случай массивной частицы с 4-импульсом p, спи-

ном s и проекцией спина λ, вектор состояния которой обозначим

как |p, s, λ〉.
Масса частицы mp и спин s определяются через собственные

значения двух инвариантных операторов

PµP
µ |p, s, λ〉 = m2

p |p, s, λ〉 , (2.4.1)

WµW
µ |p, s, λ〉 = m2

ps (s + 1) |p, s, λ〉 . (2.4.2)

В уравнениях (2.4.1),(2.4.2) Pµ– оператор 4-импульса частицы, а

W µ–оператор Паули-Любанского

W µ = −1

2
ǫρτνµM

ρτpν (2.4.3)
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c генераторами группы Лоренца Mρτ .

Для операторов Паули-Любанского и 4-импульса выполняются

следующие соотношения

W µPµ = (WP ) = 0 , (2.4.4)

[Wµ, P
σ] ≡ W µPσ − PσW

µ = 0 , (2.4.5)

[Wµ , Wσ] = iǫµσαβW
αP β . (2.4.6)

Для получения трехмерного аналога оператора спина S = (S1 ,

S2, S3) используем ортонормированный базис пространства Мин-

ковского (тетраду) lA (p) (A = 0,1,2,3) для частиц с фиксирован-

ным импульсом p, определяемый условиями

l0 (p) =
p

mp
, l1 (p) , l2 (p) , l3 (p) ≡ sp ,

l2i (p) = −1, (p li (p)) = 0, (i = 1,2,3) . (2.4.7)

Тогда для оператора

WA = lµA (p) Wµ , (2.4.8)

вследствие (2.4.4), имеем, что W0 = 0.

С помощью оставшихся трех ненулевых компонент Wi опре-

делим операторы проекций спина для релятивистской массивной

частицы

Si =
lµi (p) Wµ

mp
. (2.4.9)

Исходя из уравнений (2.4.5),(2.4.6), получим, что оператор S удо-

влетворяет стандартным коммутационным соотношениям операто-

ра спина [
S2,S3

]
= 0 , [Si,Sj] = iǫijkSk , (2.4.10)

а также, что

S2 |p, s, λ〉 = s (s + 1) |p, s, λ〉 , s = 0 ,1/2 ,1 ,3/2 , . . . . (2.4.11)
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Оператор проекции спина S3 (2.4.9) на заданную (но произволь-

ную) “ось z”, удовлетворяющий соотношению (см. (2.4.7))

S3 |p, s, λ〉 =
(spW )

mp
|p, s, λ〉 = λ |p, s, λ〉 , (2.4.12)

λ = −s, − s + 1, . . . , s .

используют для идентификации вектора состояния частицы

|p, s, λ〉.
С помощью операторов S1,S2 определяют неэрмитовые опера-

торы понижения и повышения значений проекций спина

Sδ = S1 + iδS2 , S†
δ = S−δ , (δ = ±1) , (2.4.13)

удовлетворяющих уравнениям, определяющих фазу вектора состо-

яния

Sδ |p, s, λ〉 =
(ñδ (p) W )

mp
|p, s, λ〉 =

=
√

(s − δλ) (s + δλ + 1) |p, s, λ + δ〉 , (2.4.14)

где комплексный светоподобный 4-вектор ñδ связан с тетрадой

(2.4.7):

ñδ (p) = l1 (p) + iδ l2 (p) , (δ = −1,1) . (2.4.15)

В случае безмассовых частиц система покоя отсутствует. По-

этому использование тетрады векторов (2.4.7) неприемлемо. Для

светоподобного вектора pµ базис пространства Минковского опре-

делим следующим образом

(l0 (p) p) = (l3 (p) p) . (2.4.16)

Тогда после алгебраических преобразований и некоторых рассуж-

дений получим, что для всех безмассовых состояний выполняется

операторное уравнение

Wµ = S3Pµ . (2.4.17)
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Можно показать, что ось проекции спина определяется 3-

импульсом частицы p. Такие поляризационные состояния называ-

ют спиральными. Используя произвольный 4-вектор ηµ, не совпа-

дающий с 4-импульсом pµ, оператор спиральности можно записать

в виде

S3 = −1

2

ǫρτνµM
ρτpνηµ

(ηp)
. (2.4.18)

Как и в случае массивной частицы, для безмассовых состоя-

ний оператор S3 служит для идентификации вектора состояния,

а операторы повышения и понижения спина для фиксации фазы

этого вектора.

Перейдем теперь к описанию поляризационных свойств фер-

мионов спина 1/2. Так как спин частиц фиксирован, то для одно-

значной идентификации спиновых состояний фермиона достаточ-

но ограничиться уравнением Дирака (2.3.4) и соотношением

S3uλp (p) =
λp

2
uλp (p) , (λp = ±1) (2.4.19)

с условием

[p̂ , S3] = p̂S3 − S3p̂ = 0 . (2.4.20)

“Стандартное” фазовое соотношение (2.4.14) для операторов

повышения и понижения спина (2.4.13) в данном случае может

быть переписано в виде

Sλpu−λp (p) = uλp (p) . (2.4.21)

Найдем вид спиновых операторов в биспинорном простран-

стве, используя явный вид генераторов группы Лоренца в данном

случае: (см.(1.5.3))

Mµν =
i

4
(γµγν − γνγµ) . (2.4.22)
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С помощью уравнения (1.5.16) вычислим оператор Паули-

Любанского массивного фермиона спина 1/2

Wα =
γ5

2
(γαp̂ − pα) . (2.4.23)

Тогда релятивистки ковариантное выражение для оператора про-

екции спина S3 = (spW ) /mp c учетом того, что

(sp p) = 0, s2
p = −1 (2.4.24)

записывается следующим образом (см., например, [15,17,18]:

S3 =
γ5ŝpp̂

2mp
. (2.4.25)

Легко убедиться, что полученный оператор S3 коммутирует с опе-

ратором p̂.

С учетом вышеизложенного уравнение (2.4.19) принимает вид:

γ5ŝpuλp (p) = λpuλp (p) , (λp = −± 1) , (2.4.26)

где мы учли, что биспинор uλp (p) удовлетворяет уравнению (2.3.4).

Аналогичное построение можно проделать и для антифермио-

на.

Как следует из (2.4.26), для идентификации биспинора Дирака

uλp (p) необходим пространственно-подобный вектор sp. Поэтому в

обозначение биспинора для массивных фермионов спина 1/2 вклю-

чим 4-вектор sp т.е. имеем запись вида uλp (p, sp).

Рассмотрим теперь безмассовые фермионы. Ковариантное

выражение оператора проекции спина получим с помощью соотно-

шений (2.4.18) и (2.4.23)

S3 =
γ5

2
− γ5η̂p̂

(ηp)
. (2.4.27)
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Подставляя (2.4.27) в уравнение (2.4.19), получим, что

γ5 uλp (p) = λp uλp (p) , (λp = ±1) . (2.4.28)

При этом мы учли, что

p̂ uλp (p) = 0 . (2.4.29)

2.4.1 Выбор вектора поляризации

Сделаем несколько замечаний относительно выбора вектора поля-

ризации sp. Единственным ограничением являются соотношения

(2.4.24), и поэтому существует свобода выбора этого вектора. При-

ведем несколько примеров наиболее часто используемых в физи-

ческих приложениях поляризационных состояний фермионов. Для

этой цели удобно выразить вектор поляризации фермиона sp через

импульс фермион

sp =
(p qp) p − m2

p qp

mp

√
(p qp)2 − m2

p q2
p

, (2.4.30)

где qp– некоторый произвольный вектор (qp 6= const × p). Легко

видеть, что sp удовлетворяет условиям (2.4.24).

В том случае, когда

qp = l0 = (1,0,0,0) (2.4.31)

из (2.4.30) находим, что вектор поляризации имеет вид

sH ≡ (p l0) p − m2
p l0

mp

√
(p l0)2 − m2

p

,

sµ
H = (s0, s) =

( |p|
mp

,
ωmp (p)p

|p|mp

)
. (2.4.32)
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Это означает,что в осью проекции спина является здесь импульс

частицы p, т.е. мы имеем поляризационное состояние фермиона с

определенной спиральностью.

В работах [19–22], предлагается использовать поляризацион-

ные состояния, для которых

qp = b1 = l0 + l3 . (2.4.33)

Тогда вектор поляризации sp примет вид

sKS ≡ p

mp
− mp b1

(pb1)
. (2.4.34)

Такие поляризационные состояния в дальнейшем мы будем назы-

вать состояниями Берендса – Давервельдта – Клейсса – Стирлин-

га (Berends– Daverveldt– Kleiss– Stirling) или просто BDKS–сос-

тояниями.

Если в системе покоя частицы в качестве оси проекции z выби-

раем некоторый пространственно-подобный вектор n, то в произ-

вольной системе отсчета, где фермион имеет 4-импульс p, вектор

sp имеет следующие компоненты (см., например, [17])

sZ = (s0,sp) ,где

s0 =
(np)

mp
, sp= n +

p (pn)

mp

(
ωmp (p) + mp

) . (2.4.35)

Такие состояния фермионов мы будем называть Z–состояниями.

2.5 Проективные операторы уравнения Дирака

Для решения задач по расчету матричных элементов необхо-

дима информация о виде и структуре дираковских биспиноров u,υ.

Применим для решения этой задачи метод проективных операто-

ров.
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С учетом спиновых степеней свободы (см.раздел 2.4) для бис-

пинора массивного фермиона имеем систему уравнений, которые

определяют явный вид и свойства биспиноров Дирака

(p̂ − mp) uλp (p, sp) = 0 ,

γ5ŝp uλp (p, sp) = λpuλp (p, sp) , (λp = ±1), (2.5.1)

К этим уравнениям добавляют условие нормировки

ūλ′p (p, sp) uλp (p, sp) = 2δλ′p,λp
mp . (2.5.2)

Для массивного антифермиона уравнения (2.5.1) принимают

вид

(p̂ + mp) υλp (p, sp) = 0,

γ5ŝp υλp (p, sp) = λpυλp (p, sp) (2.5.3)

с аналогичным условием нормировки

ῡλ′p (p, sp) υλp (p, sp) = −2δλ′p,λp
mp . (2.5.4)

Условия нормировки (2.5.2) и (2.5.4) могут быть записаны в виде

соотношений

ūλ′p (p, sp) γµuλp (p, sp) = 2δλ′p,λp
pµ, (2.5.5)

ῡλ′p (p, sp) γµυλp (p, sp) = 2δλ′p,λp
pµ . (2.5.6)

Для безмассовых фермионов уравнения, определяющие дира-

ковский спинор записываются в виде

p̂ uλp (p) = 0, p̂ υλp (p) = 0,

γ5 uλp (p) = λp uλp (p) ,

γ5 υλp (p) = −λp υλp (p) (2.5.7)

Условия нормировки (2.5.2) и (2.5.4) для частиц с нулевой мас-

сой покоя неприемлемы, и поэтому в этом случае используем нор-

мировку в виде (2.5.5) и (2.5.6).
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С помощью уравнений (2.5.1) построим проективную матрицу-

диаду для биспинора uλp (p,sp):

τ+1
λp

(p,sp) =
1

2
(p̂ + mp) (I + λp γ5 ŝp) . (2.5.8)

Аналогичная проективная матрица-диада для биспинора мас-

сивного антифермиона υλp (p,sp) с использованием (2.5.3) запишет-

ся в виде

τ−1
λp

(p,sp) =
1

2
(p̂ − mp) (I + λpγ5 ŝp) . (2.5.9)

Введем вспомогательный биспинор

wA
λ (p,sp) ≡

{
uλ (p,sp) , если A = 1,

υλ (p,sp) , если A = −1.
(2.5.10)

Проективные операторы фермионов и антифермионов также обоб-

щим в один оператор

τA
λp

(p,sp) ≡
1

2
(p̂ + Amp) (I + λp γ5 ŝp) , (2.5.11)

который обладает следующими свойствами:

τA
λp

(p,sp) τB
λ′p (p,sp) =

= 2 A mp δA,Bδλp,λ′p τA
λp

(p,sp) , (2.5.12)
1∑

λp=−1

τA
λp

(p,sp) = (p̂ + Amp)
def
= ΛA (p) , (2.5.13)

1∑

λp,A=−1

AτA
λp

(p,sp) / (2mp) = I , (2.5.14)

τ̄A
λp

(p,sp) = τA
λp

(p,sp) , (2.5.15)

γ5τA
λp

= −τ−A
−λp

(p,sp) γ5 . (2.5.16)
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Полезным соотношением для проективных операторов являет-

ся формула

τA
λp

(p,sp) ZτA
λp

(p,sp) =

= τA
λp

(p,sp) Tr
(
ZτA

λp
(p,sp)

)
, (2.5.17)

где Z–произвольная 4 × 4 матрица. Доказательство этого соотно-

шения можно получить путем разложения данной матрицы Z по

полному набору γ–матриц.

С помощью (2.5.8)-(2.5.11) получим, что решение уравнений

(2.5.1) и (2.5.3) для массивных фермионов и антифермионов можно

записать в следующей форме

wA
λp

(p,sp) = NτA
λp

(p,sp) ΦA
λp

, (2.5.18)

где ΦA
λp

некоторый произвольный биспинор. Условия нормировки

биспиноров Дирака

w̄A
λ′ (p,sp) wA

λ (p,sp) = 2Ampδλ′λ (2.5.19)

приводят к соотношению

|N |2 Φ̄A
λp

τA
λp

(p,sp) ΦA
λp

= 1 . (2.5.20)

Тогда с точностью до фазового множителя получим, что структура

спиноров Дирака определяется соотношением

wA
λp

(p,sp) =
τA
λp

(p,sp) ΦA
λp√

Tr
({

ΦA
λp
· Φ̄A

λp

}
τA
λp

(p,sp)
) . (2.5.21)

Как следует из приведенного построения дираковского спино-

ра, произвольный биспинор ΦA
λp

, ограничен требованием

Tr
({

ΦA
λp
· Φ̄A

λp

}
τA
λp

(p,sp)
)
6= 0 , (2.5.22)
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а также то, что комбинация

Φ̄A
λp

τA
λp

(p,sp) ΦA
λp

(2.5.23)

является вещественным числом. В частных случаях биспинор ΦA
λp

может и не зависеть от спинового индекса λp и числа A.

2.6 Спиноры Дирака и базисные спиноры

Дираковский спинор wA
λ (p,sp) массивного фермиона (A = 1) и

антифермиона (A = −1) с 4-импульсом p и произвольным векто-

ром поляризации sp может быть построен с помощью проективных

операторов спина 1/2 (о свойствах этих операторов см. [15,23])

wA
λ (p,sp) =

(Aλ)√
(b1 · (p + mpsp))

τA
λ (p) u−A×λ (b1) =

= (Aλ)
(p̂ + Amp) (1 + λγ5ŝp)

2
√

(b1 · (p + mpsp))
u−A×λ (b1) . (2.6.1)

Нетрудно убедиться, что биспиноры uλ (p,sp) и υλ (p,sp), опре-

деляемые (2.6.1), удовлетворяют соответствующим уравнениям

Дирака и соотношениям, следующих из спиновых свойств

p̂uλ (p,sp) = mp uλ (p,sp) , p̂υλ (p,sp) = −mp υλ (p,sp) ,

γ5ŝp uλ (p,sp) = λ uλ (p,sp) , γ5ŝp υλ (p,sp) = λυλ (p,sp) . (2.6.2)

Дираковские спиноры фермиона и антифермиона связаны между

собой уравнениями

υλ (p,sp) = −λγ5 u−λ (p,sp) , ῡλ (p,sp) = ū−λ (p,sp) λγ5 . (2.6.3)

Безусловно, определение спиноров Дирака посредством (2.6.1) име-

ет фазовый произвол, связанный с вычислением нормировочно-

го множителя. В нашем случае фазовый множитель (Aλ) выбран
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таким образом, что явный вид дираковских спиноров при выбо-

ре представления γ-матриц совпадал с известными классическими

формулами в литературе [24]

2.7 Явный вид базисных спиноров

Из соотношений (2.1.1)–(2.1.5), которые определяют базисные

спиноры, следует, что их явный вид будет зависеть от представле-

ния γ-матриц.

Выберем векторы изотропной тетрады (1.3.5) в виде числовых

векторов

(b±1)µ =
1

2
{1, 0, 0,±1} , (n±1)µ =

1

2
{0,±1, i, 0} . (2.7.1)

В этом случае система уравнений (2.1.4) и (2.1.6)–(2.1.8) преобра-

зуется к виду

1

2

(
γ0 + ργ3

)
uλ (b−ρ) = u−λ (bρ) ,

1

2

(
I + λγ5

)
uλ (bA) = uλ (bA) ,

1

2

(
Aλγ1 + iγ2

)
uλ (bA) = (−A) u−λ (bA) ,

uλ (bA) ūλ (bA) =
1

4

(
I + λγ5

) (
γ0 + Aγ3

)
. (2.7.2)

Тогда решением системы уравнений (2.7.2) для представления

Дирака–Паули будут базисные спиноры

uD
λ (bA) =

(−A)√
2

(
λϕ−Aλ

ϕ−Aλ

)
, (2.7.3)

где

ϕ+1 =

(
1

0

)
, ϕ−1 =

(
0

1

)
. (2.7.4)
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Используя, то что киральное (Вейля) и Дирака-Паули представ-

ления связаны между собой посредством унитарного преобразова-

ния, определяемого матрицей UC

γµ
C = UCγµ

DU †
C с матрицей UC =

1√
2

(
γ0

D + γ5
D

)
(2.7.5)

можно найти явный вид базисных спиноров и представлении Вей-

ля:

uC
λ (bA) = A

(
−δλ,1ϕ−A

δλ,−1ϕA

)
. (2.7.6)

2.8 Вывод некоторых формул с помощью явного вида

Как уже отмечали, что множители в определении (2.6.1) подо-

браны таким образом, что при использовании определенного вида

векторов поляризации sp и представления γ-матриц, получались

известные классические выражения решения уравнения Дирака.

Так для Z-состояний в представлении Дирака-Паули с помощью

(2.6.1) и (2.7.3) получим

uλ (p,sZ) =
√

ωm (p) + m

(
ϕλ

(σp)
ωm(p)+mϕλ

)
=

=

( √
ωm (p) + mϕλ√

ωm (p) − m (σp̂)ϕλ

)
, (2.8.1)

υλ (p,sZ) = (−λ)
√

ωm (p) + m

(
(σp)

ωm(p)+mϕ−λ

ϕ−λ

)
=

= (−λ)

( √
ωm (p) − m(σp̂)ϕ−λ√

ωm (p) + mϕ−λ

)
, (2.8.2)
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Соответственно, для спиральных состояний имеем

uλ (p,sH) =

( √
ωm (p) + mχλ (θp,φp)

λ
√

ωm (p) − mχλ (θp,φp)

)
, (2.8.3)

υλ (p,sH) =

( √
ωm (p) − mχ−λ (θp,φp)

(−λ)
√

ωm (p) + mχ−λ (θp,φp)

)
, (2.8.4)

где χλ (θ,φ) – спиральные спиноры, удовлетворяющие уравнению

(σp̂) χλ (θp,φp) = λχλ (θp,φp) (2.8.5)

а единичный вектор p̂ = p/ |p| = {sin θp cos φp, sin θp sin φp, cos θp}.
Формулы (2.8.3) и (2.8.4) можно перереписать в wA

λ (p,sp)

wD
λ (p,sH) =

( √
ωm (p) + DmχD×λ (θp,φp)

Dλ
√

ωm (p) − DmχD×λ (θp,φp)

)
, (2.8.6)

Поскольку спиральные спиноры и (2.7.4) связаны соотношени-

ем

χλ (θp,φp) =

1∑

τ=−1

ϕτ D
1/2
m/2,λ/2 (φp,θp, − φp) , (2.8.7)

то(2.8.6) представимо в виде:

wD
λ (p,sH) =

1∑

τ=−1

( √
ωm (p) + Dmϕτ

Dλ
√

ωm (p) − Dmϕτ

)
D

1/2
τ/2,Dλ/2 (φp,θp, − φp) .

(2.8.8)

2.8.1 Коэффициенты разложения спиральных биспиноров по ба-
зисным

Найдем коэффициенты разложения спиральных биспиноров по ба-

зисным:

s
(A, D)
ρ,λ (p,sH) = ūρ (bA) wD

λ (p,sH) . (2.8.9)
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Используя (2.7.3) и (2.8.9) и ортогональность спиноров (2.7.4)

получим

s
(A, D)
ρ,λ (p,sH) =

1∑

τ=−1

(−A)√
2

(
ρϕ†

−Aρ, ϕ
†
−Aρ

)

( √
ωm (p) + Dmϕτ

−Dλ
√

ωm (p) − Dmϕτ

)
D

1/2
τ/2,Dλ/2 (φp,θp, − φp) =

=
(−A)√

2

[
ρ
√

ωm (p) + Dm − Dλ
√

ωm (p) − Dm
]
×

×D
1/2
−Aρ/2,Dλ/2 (φp,θp, − φp) (2.8.10)

Дальнейшее преобразование (2.8.10) проведем с помощью тож-

дества
√

ωm (p) + m ±
√

ωm (p) − m =
√

2
√

ωm (p) ± p . (2.8.11)

Тогда

1√
2

[
ρ
√

ωm (p) + Dm − Dλ
√

ωm (p) − Dm
]

=

= ρf(ρλ,D)
√

ωm (p) + (Dλρ) p , (2.8.12)

где

f(A,D) = δA,−1 + D δA,1 . (2.8.13)

В частности, f(A,1) = 1.

Свойство D-матриц индекса 1/2

ρλD
1/2
ρ/2,λ/2 (φ,θ, − φ) = D

∗1/2
−ρ/2,−λ/2 (φ,θ, − φ) (2.8.14)

позволяет записать коэффициенты разложения массивного фер-

миона и антифермиона по базисным спинорам в виде

s
(A,D)
ρ,λ (p, sH) = (Dλ) f(ρλ,D) ×
×

√
ωm (p) − (Dλρ) pD

∗1/2
Aρ/2,−Dλ/2(φ,θ, − φ) . (2.8.15)
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Для безмассовых фермионов с помощью соотношения

lim
m→0

√
ωm (p) + (λρ) p =

√
2pδρ,−λ (2.8.16)

получим

s
(A,D=1)
ρ,λ (p) = λ

√
2pδρ,−λ D

∗1/2
Aρ/2,−λ/2(φ,θ, − φ) . (2.8.17)

Для безмассового антифермиона коэффициенты разложения нахо-

дятся из (2.8.17) с учетом того, что

υλ (p) = u−λ (p) .
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Раздел 3

Основы СМ и правила Фейнмана

3.1 Дифференциальное сечение и ширина распада

Тема 3. Дифференциальное сечение и ширина рас-
пада. Эффективное сечение реакции взаимодействия. Кинема-

тика бинарных процессов. Системы отсчета. Постановка экспе-

римента в ФЭЧ.

Тема 4. Элементы Стандартной Модели Матри-

ца рассеяния и наблюдаемые величин в квантовой теории поля.

Элементы теории электрослабого и сильного взаимодействия.

3.1.1 Эффективное сечение реакции взаимодействия

Одним из важнейших вопросов любой теории или модели, является

возможность экспериментальной проверки полученных результа-

тов. В физике элементарных частиц такая проверка возможна при

исследовании процессов взаимодействия частиц с другом, которые

схематически записываются в виде:

• 1 + 2 → 1′ + 2′ + . . . + n′ — реакция столкновения двух частиц

(1 и 2) с образованием вторичных частиц 1′, 2′ и . . . n′.

• 1 → 1′+2′+. . .+n′ — реакция распада частицы 1 с образованием

частиц 1′, 2′ и . . . n′.
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В экспериментах ФЭЧ по измерению характеристик вторичных ча-

стиц (энергия, импульс, поляризация, качественный состав и др.)

извлекают значения эффективного сечение данной реакции (диф-

ференциальное или полное).

Рассмотрим каким образом cвязано сечение с характеристи-

ками вторичных частиц на примере взаимодействия пучка частиц

и мишенью. Пусть пучок частиц с плотностью n1 и скоростью υ2

сталкивается с мишенью объема dV и плотностью n2 в поперечном

сечении dS (см. рисунок 3.1).

Тогда количество частиц i-того сорта dNi, родившихся в ре-

зультате взаимодействия частиц пучка и мишени c энергией в

промежутке [E, E + dE] и двигающихся в телесном угле dΩ =

sin θdθdφ будет определяться соотношением

dNi = (n1υ1dt) (n2dV ) dσi , (3.1.1)

где(n2dV ) – число частиц в объема dV , a (n1υ1dt)– число частиц

пучка 1, прошедших через поперечное сечение dS за время dt.

Определение 3.1

Множитель dσi в (3.1.1) называют дифференциальным се-

чением реакции рождения частиц i-того сорта с энергией в

промежутке [E, E + dE] и направлением движения, опреде-

ляемым углом dΩ в результате взаимодействия пучка 1 и

мишени 2.

Можно положить в самом общем случае

dσ = σ (E,θ,φ) dE dΩ (3.1.2)

или

σ (E,θ,φ) =
dσ

dE dΩ
(3.1.3)
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Если проинтегрировать по одной из переменных E,θ,φ можно по-

лучить одно из дифференциальных сечений. Например σ (θ,φ),

dσ

dΩ
= σ (θ,φ) =

∫
dσ

dE dΩ
dE (3.1.4)

является угловым дифференциальным сечением. А сечение σ

σ =

∫ ∫

4π

dσ

dE dΩ
dE dΩ (3.1.5)

называется эффективным (полным) сечением.

Рисунок 3.1– Столкновение пучка с мишенью

Сумма эффективных сечений всевозможных процессов, кото-

рые осуществляются путем взаимодействия частиц 1 и 2 называют
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полным сечением:

σtotal =
∑

i

σi . (3.1.6)

Тогда относительная вероятность wj рождения частиц рожде-

ния частиц j-того сорта в результате взаимодействия частиц 1 и

частиц 2 является отношением:

wj =
σj

σtotal
. (3.1.7)

Как видно из примера (3.1.7) сечение связано с вероятностью того

или процесса взаимодействия

Единицей сечения в системе СИ являются м2. Однако для реак-

ций взаимодействия м2 является очень большой единицей и поэто-

му используют единицу барн–1 барн = 10−24 м2 и ее производные

– фемтобарны, пикобарны и т.д.

3.1.2 Кинематика бинарных процессов

Остановимся кратко на процессах взаимодействия частиц с точ-

ки зрения релятивистской кинематики. В результате столкновения

частиц могут рождаться новые частицы. Их количество и состав

определяются законами сохранения и динамикой взаимодействий.

Как следует из экспериментальной постановки проблемы по изу-

чению этих процессов основной задачей является получение ин-

формации об энергиях, импульсах (углов вылета) образовавшихся

частиц в какой-либо системе отсчета [14,25,26]. Законы сохранения

энергии и импульса могут существенно влиять на возможные “кон-

фигурации ” 4-импульсов частиц вторичных частиц в пространстве

Минковского. Поэтому основной задачей стоящей перед кинема-

тикой является анализ следствий (ограничений) вытекающих из

закона сохранения 4-импульса для элементарных процессов.
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Безусловно на протекание реакций взаимодействия играют и

другие законы сохранения, такие как закон сохранения углового

момента, зарядовые законы сохранения и законы, связанные с дис-

кретные симметриями квантовых систем частиц(например,C,P и

T - четности).

Реакции взаимодействия частиц изучают в различных систе-

мах отсчета и требование релятивистской инвариантности т.е.

независимости от выбора инерциальной системы отсчета играет

здесь первостепенную роль. В данном параграфе рассмотрим неко-

торые элементы кинематики на примере двухчастичного столкно-

вения, которые будут необходимы при вычисления амплитуд про-

цессов взаимодействия.

Пусть в двухчастичном процессе соударения сталкиваются две

частицы A и B с 4-импульсами pA = (EA,pA) и pB = (EB,pB) со-

ответственно. Для каждой из них выполняется соотношение Эйн-

штейна, связывающее трехмерный импульс, массу покоя и полную

энергию частицы (см.(1.2.12)):

E2
A = p2

A + m2
A ,

E2
B = p2

B + m2
B . (3.1.8)

Значения компонент 4-векторов pA и pB обычно фиксируются усло-

виями эксперимента в пределах ошибок измерения.

Наиболее простой случай столкновения – это бинарные реак-

ции т.е. когда в конечном состоянии образуется две частицы. Обо-

значим вторичные частицы как C и D. Тогда схематически бинар-

ная реакция запишется в виде:

A (EA,pA, mA) + B (EB,pB, mB) →
→ C (EC,kC, mC) + D (ED,kD, mD) . (3.1.9)

В скобках указана полная энергия, импульс и масса покоя частицы.
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Для анализа и расчетов характеристик реакций с точки зрения

релятивистской инвариантности очень удобно использовать инва-

рианты преобразований Лоренца. Поскольку скалярные произве-

дения 4-векторов являются такими инвариантами, то для бинар-

ных реакций имеется набор произведений: (pApB) , (pAkC) , (pAkD).

В силу закона сохранения энергии-импульса

p + pB = kC + kD (3.1.10)

и того, что для каждой из частиц p2
A,B = m2

A,B, k2
C,D = m2

C,D, только

две из трех переменных независимы. Обычно используют не сами

скалярные произведения, а связанные с ними переменные Ман-

дельстама

s = (pA + pB)2 ,

t = (pA − kC)2 ,

u = (pA − kD)2 . (3.1.11)

из которых вследствие соотношения s+t+u = m2
A+m2

B +m2
C +m2

D

только две линейно независимы.

Упражнение 1.

Покажите, что

s + t + u = m2
A + m2

B + m2
C + m2

D . (3.1.12)

3.1.3 Системы отсчета

Система отсчета определяется требованиями, чтобы pA или pB

имело то или иное значение. Выбор системы отсчета продиктован

либо условиями эксперимента или удобствами при теоретическом

описании процессов взаимодействия. Для расчетов чаще всего упо-

требляются:
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1. Лабораторная система отсчета (СМ) – система, в которой

(см. рисунок 3.2)

pB = 0 . (3.1.13)

θ1

θ2

A B

kD

pB = 0

C

D

kC

pA

Рисунок 3.2– Бинарная реакция в лабораторной системе отсчета

2. Система центра инерции (СЦИ) – система, в которой (см.

рисунок 3.3)

pA + pB = 0 (3.1.14)

Могут использоваться и другие системы отсчета, такие как ан-

тилабораторная система отсчета (pA = 0), система Брейта (“стен-

ка”), система пучка (см. [14]).

Рассмотрим основные кинематические соотношения для би-

нарных реакций, которые следуют из закона сохранения 4-

импульса. наиболее просто выглядит кинематика в СЦИ, посколь-

ку здесь отсутствует связь меду углом вылета θ (см. рисунок 3.3)

и энергией EC .
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θ

θ2 = π − θ

A B

pA pB

pA + pB = 0

C

D

kD

kC

Рисунок 3.3– Бинарная реакция в системе центра инерции

Из законов сохранения энергии и импульса

EA + EB = EC + ED . (3.1.15)

pA + pB = 0 = kC + kD , (3.1.16)

легко найти, что

s = (pA + pB)2 = (EA + EB)2 = (EC + ED)2 . (3.1.17)

Используя уравнения (3.1.16),(3.1.17) несложно найти, что энергии

вторичных частиц определяются соотношениями

EC =
s + m2

C − m2
D

2
√

s
,

ED =
s + m2

D − m2
C

2
√

s
. (3.1.18)

Отметим, что выражения (3.1.18) сразу связывают неинвариант-

ные переменные EC и ED с инвариантом преобразования Лоренца

s. Также можно найти, что

|pA| = |pA| =
λ1/2

(
s,m2

A,m2
B

)

2
√

s
(3.1.19)
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и

|kC| = |kD| =
λ1/2

(
s,m2

C,m2
D

)

2
√

s
, (3.1.20)

где

λ (a,b,c) = (a − b − c)2 − 4bc =

=

(
a −

[√
b +

√
c
]2

) (
a −

[√
b −√

c
]2

)
. (3.1.21)

Используя (3.1.11),(3.1.12), а также соотношения (3.1.18),(3.1.20) и

(3.1.21) находим, выражение угла вылета через мандельстамовские

переменные s,t и u:

cos θ =
s (t − u) −

(
m2

A − m2
B

) (
m2

C − m2
D

)

λ1/2 (s,m2
A,m2

B) λ1/2 (s,m2
C,m2

D)
(3.1.22)

Кинематика в лабораторной системе отсчета (ЛС) более слож-

на, поскольку здесь присутствует связь меду углом вылета и энер-

гией вторичных частиц. Действительно из закона сохранения им-

пульса

pA = kC + kD , (3.1.23)

путем возведения в квадрат обеих частей и учитывая, что p2 =

E2 − m2 получаем:

cos θ12 =
E2

A − E2
C − E2

D − m2
A + m2

C + m2
D

2
√

(E2
C − m2

C) (E2
D − m2

D)
(3.1.24)

где θ12 = θ1 + θ2 - угол между частицами с импульсами kC и kD.

С помощью вышеизложенного способа несложно рассчитать

углы θ1,2. И после аналогичных преобразований получим:

cos θ1 =
E2

A + E2
C − E2

D − m2
A − m2

C + m2
D

2
√

(E2
A − m2

A) (E2
C − m2

C)
(3.1.25)
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Как следует из соотношения (3.1.24), углы разлета вторичных ча-

стиц в лабораторной системе отсчета полностью определяются мас-

сами покоя частиц реакции и энергией одной из вторичных частиц

и начальных частиц вследствие закона сохранения энергии в ЛС

EA + mB = EC + ED . (3.1.26)

Не составляет усилий найти связь между переменны-

ми Мандельстама (3.1.11) не инвариантными переменными

cos θ1, EA, EC, ED и т.д.

Лаб. занятие 2.

Покажите с использованием системы аналитических вычислений,

что в лабораторной системе связь между не инвариантными и пе-

ременными Мандельстама задается уравнениями:

EA =
s − m2

A − m2
B

2mB
, pA =

λ1/2
(
s,m2

A,m2
B

)

2mB
, (3.1.27)

EC =
m2

B + m2
C − u

2mB
, pC =

λ1/2
(
u,m2

B,m2
C

)

2mB
, (3.1.28)

cos θ1 =

(
s − m2

A − m2
B

) (
m2

B + m2
C − u

)
+ 2m2

B

(
t − m2

B − m2
C

)

λ1/2 (s,m2
A,m2

B) λ1/2 (u,m2
C,m2

B)
.

(3.1.29)

3.2 Постановка эксперимента в ФЭЧ

Типичная постановка эксперимента в ФЭЧ выглядит следую-

щим образом. Предполагается что частицы A и B в начальном

при t = −∞ практически свободные т.е. не взаимодействует с

другом другом. Далее частицы взаимодействуют между собой и

при t = ∞ расходятся и снова становятся свободными (см. рису-

нок 3.4). Задача с точки зрения теория может быть сформулиро-
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1

2

t = −∞
t = ∞

1′

2′

n′

LI (x)

Рисунок 3.4– Иллюстрация к постановке эксперимента в ФЭЧ

вана так: Необходимо вычислить по известным характеристикам

начальных частиц (энергия, импульс, поляризация и др.) вероят-

ность возникновения конечных частиц определенного сорта и ха-

рактеристиками при заданном взаимодействии. Далее связать по-

лученную вероятность с эффективным дифференциальным сече-

нием, которое может быть измерено.

Первая часть задачи решается при помощи оператора S, свя-

зывающий вектор начального состояния Φi и вектор конечного со-

стояния Φf системы частиц

Φf = SΦi . (3.2.1)

Оператор S, называется матрицей рассеяния и может быть опре-

делен совокупностью матричных элементов

Sfi = 〈f |S |i〉 = δfi + i (2π)4 δ(4) (Pi − Pf)Mfi , (3.2.2)

где

Pi =

2∑

k=1

pk , Pf =

n′∑

j=1

kj . (3.2.3)
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Единичная матрица δfi соответствует отсутствию взаимодействия

между частицами, а дельта-функция δ4 (Pi − Pf) отражает закон

сохранения энергии и импульса (4-импульса). Величину Mfi назы-

вают амплитудой взаимодействия для соответствующего процесса.

Как следует из построения, амплитуды вероятности различных

процессов рассеяния определяются элементами матрицы рассея-

ния, связывающими соответствующие начальные и конечные со-

стояния.

Определить элементы матрицы Sfi в рамках теории или мо-

дели (квантовая электродинамика,Стандартная Модель, кванто-

вая хромодинамика) можно, если известен лагранжиан взаимодей-

ствия LI (x) или гамильтониан HI (x) = −LI (x) используя соот-

ношение

S = T

{
exp

(
i

∫
LI (x) dx

)}
, (3.2.4)

где символ T обозначает хронологическое произведение операто-

ров

T {LI (x)LI (y)} =

{
LI (x)LI (y) , если x0 > y0

LI (y)LI (x) , если x0 < y0
. (3.2.5)

Выражение может быть представлено в виде ряда (ряд Дайсо-

на)(см., например, [17])

S =

∞∑

n=0

S(n) , (3.2.6)

S(n) =
1

n!

∫
T {HI (x1)HI (x2) . . .HI (xn)} dx1dx2 . . . dxn . (3.2.7)

Следующий шаг состоит в нахождении связи между ампли-

тудой вероятности процесса и дифференциальным эффективным

сечением.
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Вероятность перехода из начального состояния в конечное

wi→f , как следует из (3.2.2) определяется амплитудой вероятно-

сти:

wi→f ∼ (2π)4 δ(4) (Pi − Pf) |Mfi|2 . (3.2.8)

Дифференциальное эффективное сечением рассеяние dσ опреде-

ляется соотношением:

dσ =
dwi→f

j
, (3.2.9)

где dwi→f – вероятность процесса в единицу времени (дифферен-

циальная вероятность рассеяния); j– плотность потока сталкива-

ющихся частиц. Конечным итогом данной процедуры для реакции

A + B → 1′ + 2′ + . . . + n′ в случае коллинеарного столкновения

частиц A и B является выражение

dσ =
(2π)4 δ(4) (pA + pB − Pf)

4
√

(pApB)2 − m2
Am2

B

|Mfi|2 dQ , (3.2.10)

где

dQ =

n∏

f=1

d3kf

(2π)3 (2Ef)
. (3.2.11)

В случае реакции распада A → 1′ + 2′ + . . . + n′ дифференци-

альная скорость распада

dΓ =
(2π)4 δ(4) (pA − Pf)

2EA
|Mfi|2 dQ . (3.2.12)

В литературе часто вводят понятие лоренц-инвариантного фа-

зового объема вторичных частиц (см. [14,25,27], бесконечно малый

элемент которого в фазовом пространстве записывают в виде

dLips (P,f ) = (2π)4 δ(4) (P − Pf) dQ . (3.2.13)
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Наличие δ(4) (P − Pf) позволяет провести интегрирования в

тех случаях, когда необходимо найти дифференциальное угловое

или энергетическое сечение (см. (3.1.4)). Продемонстрируем это на

примере бинарных реакций (3.1.9) для системы центра инерции.

dLips (P = pA + pB,kC, kD) =

= (2π)4 δ(4) (P − kC − kD)
d3kC

(2π)3 (2EC)

d3kD

(2π)3 (2ED)
.(3.2.14)

Используя то, что

δ(4) (P − kC − kD) = δ (P − kC − kD) δ (EA + EB − EC − ED)

(3.2.15)

“снимаем интегрирование” по d3kD получим

dLips (P = pA + pB,kC, kD) =

=
1

4π2
δ
(√

s − EC − ED

) d3kC

2EC 2ED
. (3.2.16)

В соотношении (3.2.16) учтено, что EA + EB =
√

s (cм. 3.1.17).

Введем новую переменную W = EC + ED для которой в силу

закона сохранения импульса в СЦИ имеем

W =

√
|kC|2 + m2

C +

√
|kC|2 + m2

D . (3.2.17)

Тогда дифференциалы dW и dkC связаны уравнением:

dW =

(
1

EC
+

1

ED

)
|kC| dkC =

W |kC| dkC

ECED
. (3.2.18)

Записывая дифференциал в сферической системе отсчета, связан-

ной с углом вылета θ:

d3kC = |kC|2 dkCdΩ , dΩ = sin θdθdϕ

с учетом (3.2.18) находим, что

dLips (P = pA + pB,kC, kD) =
|kC|

16π2W
δ
(√

s − W
)

dWdΩ .(3.2.19)
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В итоге, применяя соотношение (3.1.20) получаем

dLips (P = pA + pB,kC, kD) =
λ1/2

(
s,m2

C,m2
D

)

2s

dΩ

(4π)2
, (3.2.20)

Соответственно дифференциальное угловое сечение (3.2.10) в СЦИ

dσ

dΩ
=

1

64sπ2

λ1/2
(
s,m2

C,m2
D

)

λ1/2 (s,m2
A,m2

B)
|Mfi|2 . (3.2.21)

Также можно найти дифференциальные сечения и других систе-

мах отсчета.

Таким образом, зная лагранжиан взаимодействия ча-

стиц, появляется возможность рассчитать дифферен-

циальные сечения, а затем провести сравнение расче-

тов с экспериментальными данными.

Блок-схема получения наблюдаемых величин какой-либо реак-

ции взаимодействия элементарных частиц в рамках квантовополе-

вых теорий и моделей включает в себя следующие этапы:

• Построение лагранижиана взаимодействия частиц

• Построение Sfi-матрицы и соответственно амплитуды вероят-

ности Mfi используя (3.2.6), (3.2.7) и соотношение (3.2.2).

• Расчет сечения с применением (3.2.10) (или соотношений ана-

логичным (3.2.21))

Конечно, чтобы реализовать на практике данный алгоритм рас-

четов необходимо пройти целую цепочку различных вычислений,

многие из которых хотя уже и известны [4,17,24,28–34], но все же

достаточно сложны. И одним из самых сложных этапов являет-

ся получение амплитуды вероятности из лагранжиана взаимодей-

ствия. Здесь значительного сокращения объема вычислений мож-

но достигнуть использовав технику, предложенную Р.Фейнманом
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и которая включает в себя графическое представление матричных

элементов амплитуды вероятности рассеяния (диаграммы Фей-

нмана) и запись аналитических выражений с помощью заранее

приготовленных правил (правила Фейнмана) в терминах объ-

ектов, входящих в лагранжиан взаимодействия.

3.3 Элементы теории электрослабого и сильного

взаимодействия

Стандартная Модель — квантовополевая модель в физике

элементарных частиц, описывающая электромагнитное, слабое и

сильное взаимодействие всех элементарных частиц. Стандартная

Модель не включает в себя гравитацию.

Стандартная Модель включает в себя следующие положения:

Всё вещество состоит из 24 фундаментальных частиц-фермионов:

6 лептонов (электрон, мюон, τ -лептон, электронное нейтрино, мю-

онное нейтрино и τ -нейтрино), 6 кварков (u, d, s, c, b, t) и 12 со-

ответствующих им античастиц, которые можно объединить в три

поколения фермионов. Кварки участвуют в сильных, слабых и

электромагнитных взаимодействиях; заряжённые лептоны (элек-

трон, мюон, τ -лептон) — в слабых и электромагнитных; нейтрино

— только в слабых взаимодействиях. Все три типа взаимодействий

возникают как следствие постулата, что наш мир симметричен от-

носительно трёх типов калибровочных преобразований.

Частицами-переносчиками взаимодействий являются:

⊲ 8 глюонов (Gµ
a) для сильного взаимодействия (группа симметрии

SU(3));

⊲ 3 тяжёлых калибровочных бозона (W+, W−, Z0) для слабого вза-

имодействия (группа симметрии SU(2));

⊲ один фотон (γ) для электромагнитного взаимодействия (группа
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симметрии U(1)).

Рисунок 3.5– Частицы Стандартной Модели (источник
изображения: http://ru.wikipedia.org/wiki).

Полный лагранжиана электрослабого взаимодействия (Стан-

дартная Модель) содержит достаточно большее число слагаемых

и поэтому в данном разделе рассмотрим отдельные фрагменты,

описывающие взаимодействие фермионов (кварков и лептонов) c

калибровочными векторными бозонами (фотоны, Z0 и W± – бо-

зоны), а также кварков посредством сильных взаимодействий. На

этом примере кратко рассмотрим основные математические функ-

ции, которые входят в лагранжиан взаимодействия.

Часть лагранжиана, описывающего взаимодействие электро-

магнитного поля (фотона) Aµ c электрически заряженными фер-
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мионами дается выражением

Lem
I (x) = −ejem

µ (x) Aµ (x) , (3.3.1)

c электромагнитным током вида

jem
µ (x) = (−1)

∑

ℓ=e,µ,τ

ψℓ (x) γµψℓ (x) +

+
∑

ℓ=u,d,c,...b

Qℓψℓ (x) γµψℓ (x) , (3.3.2)

где eQℓ – электрический заряд фермиона (Qℓ = −1 для электро-

на); γµ– известные уже нам матрицы Дирака. Cуммирование по ℓ

включает в самом общем случае весь спектр фермионов спина 1/2,

входящих в Стандартную Модель.

Спинорное поле фермиона в импульсном представлении имеет

вид:

ψ (x) =

1/2∑

λ=−1/2

∫
d3p

(2 π)3/2
√

2 ωm (p)

[
c (p,λ) uλ (p,sp) e−i(p x)+

+d† (p,λ) υλ (p,sp) ei(p x)
]

. (3.3.3)

Входящие в (3.3.3) операторы рождения c† (p,λ) и d† (p,λ) и

уничтожения c (p,λ) и d (p,λ) частиц и античастиц спина 1/2 имеют

коммутационные соотношения:
[
c (p,λ) , c† (p′, λ′)

]
= δλ,λ′δ (p − p′) ,[

d (p,λ) , d† (p′, λ′)
]

= δλ,λ′δ (p − p′) ,

[c (p,λ) , c (p′, λ′)] = 0 , [d (p,λ) , d (p′, λ′)] = 0 ,

[c (p,λ) , d (p′, λ′)] = 0 ,
[
c (p,λ) , d† (p′, λ′)

]
= 0 . (3.3.4)

В выражении (3.3.3) имеются функции uλ (p,sp) и υλ (p,sp), ко-

торые называют дираковскими спинорами (биспинорами) фермио-

на и антифермиона соответственно. С их структурой и свойствами

мы познакомимся более детально в разделе 2.3.
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Безмассовое нейтральное поле спина 1 (фотон) Aµ (x) в им-

пульсном представлении запишется в виде

Aµ (x) =

3∑

σ=0

∫
d3k

(2 π)3/2
√

2 |k|
ǫµ
σ (k)

[
c (k,σ) e−i(k x)+

+c† (k,σ) ei(k x)
]

. (3.3.5)

Ортонормированные вектора поляризации ǫµ
σ (k), нумеруемые

лоренц-индексом σ содержат как физические поперечные компо-

ненты σ = 1, 2, так и нефизические продольные компоненты

σ = 0, 3, которые можно “убрать” из расчетов за счет выбора

калибровочного условия для электромагнитного поля. Введем ли-

нейную комбинацию вида

εµ
λ (k) =

1√
2

(ǫµ
1 (k) + iλǫµ

2 (k)) , λ = ±1 , (3.3.6)

которая обладает следующими свойствами:

(ελ (k) k) = 0 , (ελ (k) ε∗λ′ (k)) = −δλ,λ′ ,

ε∗λ (k) = ε−λ (k) (3.3.7)

и описывает поперечно поляризованные состояния безмассового

векторного поля Aµ (x). Поскольку масса поля равна нулю, сле-

довательно k2 = 0 и |k| = k0. Коммутационные соотношения для

операторов рождения и уничтожения представимы в виде
[
c (k,σ) , c† (k′, σ′)

]
= −gσ,σ′δ (k − k′) ,

[c (k, σ) , c (k′, σ′)] = 0 . (3.3.8)

Лагранжиан взаимодействия фермионов с заряженными W±-

бозонами имеет вид

LW
I (x) = − g

2
√

2
jCC
µ (x) W µ (x) , (3.3.9)
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где присутствует так называемый заряженный слабый ток вида

jCC
µ (x) = 2

∑

ℓ=e,µ,τ

ψνℓ
(x) ω+1γµω−1 ψℓ (x) +

+2
∑

ℓ1=u,c,t

∑

ℓ2=d,s,b

ψℓ1
(x) ω+1γµVℓ1 ℓ2ω−1ψℓ2 (x) . (3.3.10)

Лагранжиан взаимодействия фермионов с нейтральным мас-

сивным векторным Z0-бозоном запишется в аналогичной форме

LZ
I (x) = − g

2 cos θW
jNC
µ (x) Zµ (x) , (3.3.11)

где нейтральный ток

jNC
µ (x) =

∑

ℓ=e,µ,τ

ψνℓ
(x) ω+1γµω−1ψνℓ

(x)) −

−
∑

ℓ=e,µ,τ

ψℓ (x) ω+1γµω−1ψℓ (x)) +
∑

ℓ=u,c,t

ψℓ (x) ω+1γµω−1ψℓ (x)) −

−
∑

ℓ=d,s,b

ψℓ (x) ω+1γµω−1ψℓ (x)) − 2 sin2 θW jem
µ (x) . (3.3.12)

Электромагнитный ток jem
µ (x) задается соотношением (3.3.2).

В дополнение приведем, также приведем часть лагранжиана

сильного взаимодействия между кварками за счет обмена глюо-

нами. В данном случае необходимо учесть, что кварки обладают

дополнительной к электрослабым параметрам характеристикой–

цветом. Эта характеристика кварка i может принимать три цве-

товых – i = R, B, G и три антицветовых значения–i = R̄, B̄, Ḡ, из

которых формируется 8 (восемь) линейно независимых комбина-

ций, обладающих “ненулевым” цветом зарядом:

RḠ , RB̄, GR̄ , GB̄ , BR̄ , BḠ ,
1√
2

(
RR̄ − GḠ

)
,

1√
6

(
RR̄ + GḠ − 2BB̄

)
. (3.3.13)
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Цветовые характеристики (3.3.13) и определяет 8 видов глюо-

нов, которые и обеспечивают в рамках квантовой хромодинамики

взаимодействие между кварками. Отметим, что существует воз-

можность взаимодействия глюонов между собой. Для перечисле-

ния цветовых характеристик (3.3.13) будем использовать индекс

a = 1,2, . . . ,8.

В КХД лагранжиан взаимодействия между кварками, описы-

ваемые спинорными полями ψi(x) и глюонными полями Gµ
a(x) име-

ет вид:

LQCD
I (x) = gs

3∑

i,j=1

8∑

a=1

ψ̄i (x) γµ

λa
ij

2
ψj (x) Gµ

a (x) , (3.3.14)

где gs -константа сильного взаимодействия, а λa, a = 1,2, . . . ,8 –

3 × 3 матрицы Гелл-Манна.

Несколько слов о некоторых параметрах и объектах, входящих

в лагранжианы взаимодействия Стандартной Модели. Прежде все-

го это физические характеристики частиц, входящих в СМ, так и

констант их взаимодействий между собой.

© -Константа электромагнитного взаимодействия α = e2/(4π)

(α ≈ 1/137.03599911), константа сильного взаимодействия αs =

g2
s/(4π) (αs (MZ) ≈ 0.1176), константа g = e/ sin θW , где θW -

угол Вайнберга;
(
sin2 θW ≈ 0.23122

)

© Массы частиц: массы кварков, лептонов и переносчиков взаимо-

действия (см. рисунок 3.5), а также масса бозона Хиггса MH .

© Зарядовые характеристики частиц (см. рисунок 3.5)

© Унитарная (недиагональная) матрица Vℓ1 ℓ2 носит назва-

ние матрицы смешивания кварков (матрица Кабиббо-

Кобаяши—Маскава). Она характеризуется тремя углами и
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одной фазой и в настоящее время получена весьма детальная

информация об численных значениях этих параметров.

© Возможно к этим параметрам добавится элементы матрицы сме-

шивания поколений нейтрино, необходимые для описания ос-

цилляций нейтрино.

Математическими элементами лагранжиана, которые должны

будут входить амплитуду рассеяния Mfi для процессов взаимо-

действия являются

♣ Биспиноры uλ (p,sp) и υλ (p,sp);

♣ вектора поляризации фотона εµ
λ (k), массивных W±, Z0- бо-

зонов и глюонов g;

♣ γ-матрицы и связанная с ними матрица γ5;

♣ λ-матрицы Гелл-Манна;

♣ в качестве скалярных функций присутствуют параметры

СМ: элементы матрицы смешивания, заряды и массы ча-

стиц, угол смешивания Вайнберга и другие.

Обратим, внимание на наличие фермионных токов в

лагранжиане, имеющих структуру вида

jµ (x) = ψ (x) γµψ (x) , (3.3.15)

которая является с одной стороны лоренц-вектором из-за наличия

γµ, с другой стороны представляет собой произведение типа “стро-

ка × матрица × столбец”:

(ψ†1,ψ†2,ψ†3,ψ†4)




γ11 γ12 γ13 γ14

γ21 γ22 γ23 γ24

γ31 γ32 γ33 γ34

γ41 γ42 γ43 γ44







ψ1

ψ2

ψ3

ψ4


 , (3.3.16)
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которое возникает вследствие спинорной структуры фермионных

полей.
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Тема 5. Диаграммы и правила Фейнмана. Диаграм-

мы и правила Фейнмана для СМ. Построение матричных элемен-

тов простейших процессов взаимодействия элементарных ча-

стиц.

3.4 Диаграммы и правила Фейнмана

Для того чтобы найти аналитическое выражение амплитуды

рассеяния Mfi, которая связана с вероятностью перехода взаи-

модействия элементарных частиц существует удобный графиче-

ский метод, разработанный Р.Фейнманом для описания процессов

в квантовой электродинамике.

“Происхождение” диаграмм и правил Фейнмана тесно связано

с процессом получения амплитуды Mfi на основе представления

S-матрицы ((cм. (3.2.4) и текст далее))

S = T

{
exp

(
i

∫
LI (x) dx

)}
, (3.4.1)

в виде ряда (ряд Дайсона)(

S =

∞∑

n=0

S(n) , (3.4.2)

S(n) =
1

n!

∫
T {HI (x1)HI (x2) . . .HI (xn)} dx1dx2 . . . dxn . (3.4.3)

Тогда вычисление Mfi для заданной реакции взаимодействия

(комптон-эффект на электроне γe− → γe−, упругое рассеяние двух

кварков и т.д.) в рамках определенной модели (КЭД, КХД, СМ)

на основе (3.4.2)б(3.4.3) приводит появлению характерных множи-

телей, которым можно сопоставить графический образ (внешняя

линия, внутренняя линия вершина). Этот факт и приводит к диа-
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граммам и правилам Фейнмана. Исходя из этого, для каждой мо-

дели соответственно необходимо определять свой набор таких пра-

вил.

Процедура, приводящая к диаграммной технике прекрасно из-

ложена в книге С.М.Биленького “Введение в диаграммы Фейнмана

и физику электрослабого взаимодействия” [17] и любителям ос-

новательного изучения рекомендуем обратиться к ней. В данных

лекциях мы опускаем эту часть изложения и переходим непосред-

ственно к формулировке правил Фейнмана в импульсном представ-

лении, позволяющих получить аналитические выражения для ам-

плитуды вероятности.

3.4.1 Элементы диаграмм Фейнмана

Рассмотрим на примере рисунка 3.6 основные элементы диаграмм

Фейнмана. Диаграммы Фейнмана состоят из:

⋆ внешних линий, отвечающих свободным частицам в начальном

и конечном состоянии;

Свободный левый конец означает, что частица существует в

начальном состоянии, а свободный правый конец означает, что

частица существует в конечном состоянии.

⋆ внутренних линий, которые начинаются и заканчиваются в вер-

шинах (узлах) и описывают распространение частиц;

⋆ узлов (вершин);
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Узлы диаграммы (Вершины)

Внешние линии

Фермионная линия

Пропагаторы

t

Рисунок 3.6– Элементы диаграмм Фейнмана
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Определение 3.2

Линии не имеющие ни одного свободного конца называют-

ся внутренними и соответствуют виртуальным частицам

(p2 6= m2). Для таких линий также используется термин

пропагатор

Определение 3.3

Узел это точка с входящими и выходящими линиями (3 −
4 линии). Узел также называют вершиной диаграммы.

Вид вершин определяется типом взаимодействия.

Фермионные внешние и внутренние линии имеют направление,

отвечающее движению заряда вдоль линии. Поэтому они являют-

ся непрерывными и либо начинаются и заканчиваются внешними

концами, либо замыкаются сами на себя внутри диаграммы. Что-

бы легче было отличать частицы друг от друга, разные частицы

изображают разными линиями. Для определенности около линии

ставится символ частицы.

В каждой вершине соблюдаются все законы сохранения заря-

дов (а также странности, четности и изоспина, если взаимодей-

ствие сильное). Сохраняются энергия, импульс и момент количе-

ства движения, но для внутренних линий уже, как правило имеет

место нарушение связи между энергией, импульсом и массой.

3.4.2 Правила Фейнмана

Для нахождения аналитического выражения инвариантной ам-

плитуды взаимодействия Mfi необходимо изобразить все топо-

логически различные диаграммы (за исключением диаграмм в

виде изолированных вакуумных петлей и диаграмм, состоящих
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из частей, не связанных друг с другом). Далее, следует по пра-

вилам сформулированным ниже, сопоставить каждому элементу

диаграммы фактор в матричном элементе. Затем следует сложить

вклады, соответствующие всем диаграммам данного порядка тео-

рии возмущений.

Список правил записи аналитического выражения iMfi

1. Определить ось времени (обычно, по умолчанию, направление

оси времени выбирают так же, как и на рисунке 3.6 и на диа-

граммах его не указывают).

2. Для удобства : а) расставить все импульсы на линиях; б) рас-

ставить поляризационные индексы на всех внешних линиях

(бозонных и фермионных линиях); в) расставить индексы (ло-

ренцевские) в вершинах с бозонными линиями.

3. Двигаясь вдоль фермионной линии в направлении, противо-

положном движению фермиона (другими словами начав с вы-

ходящего конца и пройдя последовательно до входящего), вы-

писать последовательно, согласно таблице правил Фейнмана,

аналитические выражения, соответствующие : свободным фер-

мионной линии, вершинам и внутренним фермионным линиям

(пропагаторам)1. При этом спинорные индексы выстраивают-

ся в естественном порядке и их можно не выписывать в явном

виде.

4. Выписать аналогично предыдущему пункту, получить выра-

жения для следующих фермионных линий.

5. Выписать аналитические выражения для оставшихся элемен-

тов бозонных линий т.е. внешних линий, их пропагаторов и

вершин.
1о петлях см. комментарий 1
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6. Перемножить все выражения, полученные в пунктах 1.-5.

7. Выражение, полученное после 1.-5., следует просумммировать

по всем лоренцевским индексам, а также проинтегрировать по

каждому внутреннему импульсу, который не фиксирован зако-

нами сохранения в вершинах.

Комментарий 1. Каждой замкнутой фермионной линии (пет-

ле) отвечает дополнительный множитель (−1).

Комментарий 2. Что касается замкнутой фермионной ли-

нии, то при суммировании по спинорным индексам автоматически

возникает шпур.

Комментарий 3. Диаграммы, которые отличаются друг от

друга только перестановкой двух внешних тождественных ферми-

онов, имеют противоположный знак.

Комментарий 4. Правила Фейнмана, приведенные в

таблицах 3.1–3.4, позволяют записать аналитическое вы-

ражение для iMfi. !!! .
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Таблица 3.1– Правила Фейнмана для внешних линий в Стандартной
Модели

Внешние линии: Аналитическое выражение

Фермион в начальном состоянии с 4-импульсом p, вектором поляризации sp и проекцией
спина λp

p

uλp
(p,sp)

Фермион в конечном состоянии с 4-импульсом p, вектором поляризации sp и проекцией
спина λp

p

ūλp
(p,sp)

Антифермион в начальном состоянии с 4-импульсом p, вектором поляризации sp и про-
екцией спина λp

p

ῡλp
(p,sp)

Антифермион в конечном состоянии с 4-импульсом p, вектором поляризации sp и про-
екцией спина λp

p

υλp
(p,sp)

Бозон спина 1 в начальном состоянии с 4-импульсом q и проекцией спина λq

q

µ

εµ
λq

(q)

Бозон спина 1 в конечном состоянии с 4-импульсом q и проекцией спина λq

q

µ

ε∗µ
λq

(q)
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Стандартной Модели

Внутренние линии: Аналитическое выражение

Пропагатор фермиона с 4-импульсом k

ψ ψ̄

k

i
k̂ + m

k2 − m2 + iε

Пропагатор фотона с 4-импульсом k

Aµ Aν

k

−i
gµν

k2 + iε

Пропагатор Z0-бозона с 4-импульсом k

k

Zµ Zν
−i

gµν − kµkν/m
2
Z

k2 − m2
Z + iε

Пропагатор W -бозона с 4-импульсом k

k

W+
µ W−

ν −i
gµν − kµkν/m

2
W

k2 − m2
W + iε
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Таблица 3.3– Правила Фейнмана для некоторых внутренних линий в
Стандартной Модели

Внутренние линии: Аналитическое выражение

Пропагатор скалярного бозона (спин 0) с 4-импульсом k

k

H0 H0
i

1

k2 + iε

Пропагатор глюона с 4-импульсом k и цветовыми индексами a и b

Ga
µ

k

Ga
ν

−i
δab gµν

k2 + iε
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Таблица 3.4– Правила Фейнмана для вершин взаимодействия
фермионов с векторными бозонами в Стандартной
Модели

Вершины: Аналитическое выражение

Вершина взаимодействия фотона Aµ c фермионами f

f

f̄

µ
Aµ −ieQf γµ

Вершина взаимодействия Z0-бозона c фермионами f

f

f̄

µ

Z0
µ −i

g

2 cos θW
γµ

(
gf

V − gf
Aγ5

)

Вершина взаимодействия W+-бозона c кварком и антикварком сортов qi и qj

q̄j

qi

µ

W+

i
g

2
√

2
γµ

(
1 − γ5

)
V †

qiqj

Вершина взаимодействия W−-бозона c кварком и антикварком сортов qi и qj

q̄j

qi

µ

W−

−i
g

2
√

2
γµ

(
1 − γ5

)
Vqiqj
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Таблица 3.5– Правила Фейнмана для некоторых вершин в Стандартной
Модели

Вершины: Аналитическое выражение

Вершина взаимодействия глюона G цветовой комбинацией a с кварками q, имеющих
цвета i и j

qi qj

Ga
µ

(−i)αs

λa
ij

2
γµ

Вершина взаимодействия бозона Хигсса H0 с фермионами f

f f̄

H0

(−i)
eQf

2 sin θW

mf

MW

Трехбозонная вершина взаимодействия глюонов G с цветовыми индексами a,b,c

H0 H0

H0

i
3eM 2

H

2 sin θW MW
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Таблица 3.6– Правила Фейнмана для трехбозонных вершин в
Стандартной Модели

Вершины: Аналитическое выражение

Трехбозонная вершина взаимодействия Z0-бозона с W±-бозонами

p1

W−

ν

k2k1

W+
µ

Zα

−ie tg θW [gµν (k1 − k2)
α +

+gµα (p1 + k2)
ν −

−gνα (p1 + k1)
µ]

Трехбозонная вершина взаимодействия фотона Aα с W±-бозонами

p1

W−

ν

k2k1

W+
µ

Aα

γ ie [gµν (k1 − k2)
α +

+gµα (p1 + k2)
ν −

−gνα (p1 + k1)
µ]

Трехбозонная вершина взаимодействия глюонов G с цветовыми индексами a,b,c

p1

Gb
ν

k2k1

Gc
µ

Ga
α

(−i)αsf
abc [gµν (k1 − k2)

α +
+gµα (p1 + k2)

ν −
−gνα (p1 + k1)

µ]
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3.5 Построение матричных элементов простейших

процессов взаимодействия элементарных частиц.

Применим правила Фейнмана, представленных в таблицах 3.1–

3.4 для построения аналитического выражения iMfi процесса

e−e+ → µ−µ+ в рамках квантовой электродинамики. Использо-

вание инвариантной теории возмущений дает в первом неисчезаю-

щем порядке диаграмму представленную на рисунке 3.7. На этом

же рисунке отображены аналитические выражения, соответствую-

щие элементам диаграмм Фейнмана.
e+

e−

µ+

µ−

γ

−i
gµν

q2

ieγµ ieγν

µ ν

uλp1
(p1)

ῡλp2
(p2)

q = p1 + p2

υλk2
(k2)

ūλk1
(k1)q = k1 + k2

p2

p1 k1

k2

Рисунок 3.7– Диаграмма процесса e−e+
→ µ−µ+ в первом неисчезающем

порядке теории возмущений

Используя правила записи аналитического выражения iMfi

iMγ =
[
ῡλp2

(p2) (ieγµ) uλp1
(p1)

]
×

[
ūλk1

(k1) (ieγν) υλk2
(k2)

]
×

[
−i

gµν

q2

]
. (3.5.1)

Суммируя по лоренц-индексам µ и ν с учетом законов сохранения

4-импульсов в вершинах, получаем что

Mγ =
e2

(p1 + p2)
2

{
ῡλp2

(p2) γµuλp1
(p1)

} {
ūλk1

(k1) γµυλk2
(k2)

}
.(3.5.2)

В соотношении (3.5.1) фигурными скобками выделены выра-

жения, генерируемые фермионными линиями в диаграмме 3.7.

88



Р
Е
П
О
ЗИ

Т
О
Р
И
Й

ГГ
У

И
М
Е
Н
И

Ф
.С

К
О
Р
И
Н
Ы

Если рассмотреть процесс e−e+ → µ−µ+ в рамках Стандарт-

ной Модели, то в дополнение к диаграмме 3.7 появится диаграмма

с обменом Z0-бозоном ( рисунок 3.8).
e+

e−

µ+

µ−

Z0

−i
gµν − qµqν/m2

Z

q2 + m2
Z

(−i)g

2 cos θW

γµ (ge
V − ge

Aγ5)

µ ν

uλp1
(p1)

ῡλp2
(p2)

q = p1 + p2

υλk2
(k2)

ūλk1
(k1)q = k1 + k2

p2

p1 k1

k2

(−i)g

2 cos θW

γν (gµ
V − gµ

Aγ5)

Рисунок 3.8– Диаграмма процесса e−e+
→ µ−µ+ в первом неисчезающем

порядке теории возмущений с обменом Z0-бозоном

Проделаем операции, аналогичные построению матричного

элемента диаграммы 3.7 находим, что

MZ0 =
e2

4 sin2 θW cos2 θW

(
gµν −

(p1 + p2)
µ (p1 + p2)

ν

m2
Z

)

(p1 + p2)
2 − m2

Z

×

×
{

ῡλp2
(p2) γµ

(
ge

V − ge
Aγ5

)
uλp1

(p1)
}
×

×
{

ūλk1
(k1) γν

(
gµ

V − gµ
Aγ5

)
υλk2

(k2)
}

. (3.5.3)

Полная амплитуда M реакции e−e+ → µ−µ+ в первом неисче-

зающем порядке теории возмущений в рамках Стандартной Моде-

ли будет суммой матричных элементов Mγ и MZ0 т.е.

M = Mγ + MZ0 . (3.5.4)

3.5.1 Суммирование по поляризациям частиц

Очень часто на эксперименте пучки частиц являются не поляри-

зованными т.е. нет выделенного направления, связанного с спином
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частиц. Аналогичная ситуация возникает и для вторичных вновь

образовавшихся частиц. Для того чтобы учесть такой вариант про-

водят процедуру, которая включает в себя, усреднение по началь-

ным поляризациям частиц и суммирование по поляризациям ко-

нечных частиц. Такая процедуру, в рассмотренном нами случае

e−e+ → µ−µ+ состоит в замене в сечении квадрата матричного

элемента2:
∣∣∣Mλk1

,λk2
λp1 ,λp2

∣∣∣
2

→ |M|2 =

=

усреднение по нач. сост.︷ ︸︸ ︷
1

(2 × 1/2 + 1)︸ ︷︷ ︸
число спиновых состояний

(2 × 1/2 + 1)

∑

λp1 ,λp2

×

×
∑

λk1
,λk2︸ ︷︷ ︸

суммир. по конеч. сост.

∣∣∣Mλk1
,λk2

λp1 ,λp2

∣∣∣
2

. (3.5.5)

Множитель 1/2 возникает (3.5.5) поскольку спин электрона равен

1/2. Для массивных векторных бозонов данный фактор равен 1,

а для фотона, такой же как для электрона, вследствие наличия

только двух возможных спиновых состояний (“поперечность” фо-

тона).

3.6 Структура амплитуды с фермионами

Таким образом, на основании вышеизложенного отметим, что

амплитуда процесса в квантовополевых теориях представляет со-

бой в заданном порядке теории возмущений, сумму матричных эле-

ментов M, каждой из которых соответствует некоторая диаграмма

Фейнмана.
2Как следует из (3.5.2) и (3.5.3) матричный элемент M является функцией спиновых переменных.
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Следовательно, для того чтобы получить выражение амплиту-

ды процесса в терминах явно скалярных функций, необходимо по-

следовательно вычислить матричные элементы. Для анализа воз-

можных схем расчетов рассмотрим этапы вычисления наблюдае-

мых в пертурбативных квантовополевых теориях и моделях. В та-

ких теориях и моделях стандартной стала схема, в которой можно

выделить следующие этапы с использованием исходного лагран-

жиана:

I Получение математических выражений для фейнмановских

амплитуд, исходя из лагранжиана модели.

II Если в реакциях участвуют фермионы спина 1/2, то такие вы-

ражения будут представлять собой комбинацию произведений

биспиноров Дирака, γ–матриц и других величин.

Матричный элемент реакции с фермионами спина 1/2 имеет

вид

C
∏

i

ǫµi
σi

(ki)
∏

j

w̄λj
(pj, sj) Qj wλ′j

(
p′j,s

′
j

)
, (3.6.1)

где функции ǫi являются векторами поляризации векторных

бозонов с импульсом ki и поляризацией σi. Операторы Qj

представляют собой комбинацию произведений матриц Дира-

ка. Функции w̄ и w являются спинорами Дирака (u или υ для

фермионов и антифермионов соответственно). В том случае,

если участвуют частицы спина 3/2, 2 и выше, то возможны бо-

лее сложные структуры, связанные с векторами поляризации.

В константу C включаются скалярные факторы– константы

взаимодействий, петлевые интегралы, числовые множители и

т.д..

В этой связи возникает необходимость следующего шага: пре-

образование (вычисление) соответствующих каждой диаграм-

ме математических выражений в виде скалярных функций.
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III Последним этапом является вычисление необходимых наблю-

даемых величин для данного процесса.

Первый шаг данной схемы реализуется на практике получени-

ем правил Фейнмана для данной модели и генерацией соответству-

ющих диаграммам Фейнмана математических выражений.

Во втором этапе можно выделить две основные составляющие.

К первой составляющей можно отнести расчеты, связанные с пре-

образованием γ–матриц и дираковских спиноров в явно скалярные

функции. Во вторую часть входят расчеты так называемых петле-

вых интегралов.

Третий этап, включающий в себя, интегрирование по фазово-

му пространству конечных частиц, а также вычисление петлевых

интегралов.

Исходя из структуры (3.6.1), можно выделить следующие шаги

по преобразованию ее в явно скалярную функцию:

• Вычисление cпинорной части матричного элемента, т.е. выраже-

ний типа

Mλp,λk
(p,sp; k,sk) = w̄A

λp
(p,sp) Q wB

λk
(k, sk) , где (3.6.2)

wA
λ (p,sp) =

{
uλ (p,sp) , если A = 1,

υλ (p,sp) , если A = −1.
(3.6.3)

• Свертка выражений, содержащих лоренц-индексы между собой,

если таковые имеются. Такие ситуации возникают, если оператор

Q является лоренц-тензором.

В качестве основного требования к полученной скалярной

функции, как правило, выдвигают ее лоренц-ковариантность. Это

автоматически выполняется, если матричный элемент представля-

ет собой функцию скалярных произведений четырехмерных векто-

ров реакции и их сверток с тензором Леви-Чивита.
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Основной вычислительной задачей по преобразованию матрич-

ного элемента в скалярные произведения или в компоненты векто-

ров процесса является задача по расчету выражения (3.6.2) соот-

ветствующего незамкнутой фермионной линии в диаграмме Фей-

нмана. Большинство методов расчетов амплитуд реакций связано

именно с решением этой задачи.

Для того чтобы рассмотреть методы вычисления выражений

типа (3.6.2) в разделе 2.3 рассмотрим более детально свойства ди-

раковских спиноров, входящих в данную структуру.

3.7 Упражнения и задания к параграфам 3.4-3.5

Упражнение 1.

Запишите аналитические выражения M для комптоновского

рассеяния γe− → γe− в первом неисчезающем порядке теории

возмущений.

Дополнительное упражнение 2.

Запишите аналитические выражения M для рассеяния кварка

на антикварке uū → uū в первом неисчезающем порядке теории

возмущений в рамках квантовой хромодинамики.
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Раздел 4

Методы вычисления наблюдаемых

величин в реакциях элементарных

частиц.

Тема 7. Методы расчета наблюдаемых величин в экспе-

риментах ФЭЧ. Метод расчета квадратов матричных элемен-

тов процессов взаимодействия элементарных частиц. Методы непо-

средственного расчета матричных элементов процессов с участием

фермионов спина 1/2. Классификация методов расчета матричных

элементов. Шпуровой метод расчета матричных элементов. Спи-

норная техника вычисления матричных элементов.

В данной главе рассмотрим методы вычислений, связанных с

преобразованиями структур, возникающих при наличии в реакци-

ях взаимодействия фермионов спина 1/2 , в явно скалярные функ-

ции. При этом, основной упор сделаем на методах аналитического

вычисления подобных структур.

4.1 Метод расчета квадратов матричных элементов

процессов взаимодействия элементарных частиц.

Общепринятым методом вычисления сечений реакций с уча-

стием фермионов спина 1/2 является редукция квадрата модуля

выражения для фермионной линии (3.6.2) к следу от произведений
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γ-матриц.

Исходя из выражения (3.6.2), имеем для случая фермионов
∣∣Mλp,λk

(p,sp; k,sk)
∣∣2 =

=
[
w̄A

λp
(p, sp) QwB

λk
(k, sk)

]†
w̄A

λp
(p, sp) QwB

λk
(k, sk)

=
[{

w̄A
λp

(p, sp)
}

α
Qαβ

{
wB

λk
(k, sk)

}
β

]†

{
w̄A

λp
(p, sp)

}
α′

Qα′β′
{
wB

λk
(k, sk)

}
β′ =

=
{
w̄B

λk
(k, sk)

}
α
Q̄αβ

{
wA

λp
(p, sp)

}
β{

w̄A
λp

(p, sp)
}

α′
Qα′β′

{
wB

λk
(k, sk)

}
β′ , (4.1.1)

где

Q̄ = γ0Q†γ0 . (4.1.2)

Комбинируя дираковские спиноры, перепишем выражение (4.1.1)

в виде
∣∣Mλp,λk

(p,sp; k,sk)
∣∣2 =

= Q̄αβ

[
wA

λp
(p, sp) · w̄A

λp
(p, sp)

]
βα′

Qα′β′
[
wB

λk
(k, sk) · w̄B

λk
(k, sk)

]
β′α . (4.1.3)

Наконец, используя, тот факт что выражения в квадратных скоб-

ках являются проективными операторами τ (2.5.11)

τA
λp

(p,sp)
def
=

1

2
(p̂ + Amp) (I + λp γ5 ŝp) , (4.1.4)

получим что квадрат модуля записанный в виде шпура от некото-

рой линейной комбинации произведений γ–матриц Дирака:
∣∣Mλp,λk

(p,sp; k,sk)
∣∣2 = Tr

(
Q̄ τA

λp
(p,sp) Q τB

λk
(k,sk)

)
. (4.1.5)

Таким образом, для вычисления квадрата модуля матричного эле-

мента вида (3.6.2) необходимо вычислить шпур (4.1.5).
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4.2 Базовый матричный элемент

Напомним, что основной задачей, решаемой в этой разделе,

является вычисление матричного элемента вида

MD,B
λp,λk

(p,sp ; k,sk) = w̄D
λp

(p,sp) Q wB
λk

(k,sk) , (4.2.1)

где λp и λk– проекции спина для фермионов с 4-импульсами p,k и

векторами поляризации sp,sk. Запись wD
λp

(p,sp) означает uλp (p,sp)

(D = +1) или υλp (p,sp) (D = −1). Рассмотрим специальный случай

матричного элемента (4.2.1), когда p = bC и k = b−A т.е.

ΓC,A
ρ,σ [Q] = ūρ (bC) Q u−σ (b−A) . (4.2.2)

С помощью условия полноты (2.1.9) легко показать, что для

ΓC,A
ρ,σ [Q1Q2] имеет место рекурсивное соотношение

ΓC,A
ρ,σ [Q1Q2] =

1∑

D,λ=−1

ΓC,D
ρ,λ [Q1] Γ

D,A
λ,σ [Q2] . (4.2.3)

Отметим несколько очевидных свойств конструкции Γ (4.2.2):

Γ [Q1 + Q2] = Γ [Q1] + Γ [Q2] , Γ [const Q] = const Γ [Q] .(4.2.4)

и

ΓC,A
σ,ρ

[
Sodd

]
= δ−σ,ρ ΓC,A

−ρ,ρ

[
Sodd

]
, ΓC,A

σ,ρ [Seven] = δσ,ρ ΓC,A
ρ,ρ [Seven] ,

(4.2.5)

где Sodd, Seven представляют произведение нечетного и четного чис-

ла матриц Дирака.

С помощью (2.2.3), (2.1.10) несложно найти выражение для

(4.2.2) в терминах векторов изотропной тетрады b±1, n±1 для раз-

личных видов оператора Q:

ΓC, A
ρ, σ [γµ] = δσ, −ρ

(
δC, −A b̃µ

−A + A δC,A ñµ
−A×ρ

)
, (4.2.6)
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и для произведения Sn = γµ1γµ2 . . . γµn имеем, что

ΓC, A
σ, ρ [γµ1 . . . γµn] = δσ, ρ′n

(
δC, A′

n
B{µ1,...µn}
−A, −ρ + A δC,−A′

n
N {µ1,...µn}

−A, −ρ

)
.(4.2.7)

С помощью соотношений (4.2.3) и (4.2.7) получим рекуррент-

ное соотношение для лоренц-тензоров B{µ1,...µn}
A,λ и N {µ1,...µn}

A,λ :

B{µ1,...µn}
A, λ = B{µ1,...µk}

A′
n−k

, λ′
n−k

B{µk+1,...µn}
A, λ + (−1)n−k+1 N {µ1,...µk}

−A′
n−k

, λ′
n−k

N {µk+1,...µn}
A, λ ,

(4.2.8)

N {µ1,...µn}
A, λ = B{µ1,...µk}

−A′
n−k

, λ′
n−k

N {µk+1,...µn}
A, λ + (−1)n−k N {µ1,...µk}

A′
n−k

, λ′
n−k

B{µk+1,...µn}
A, λ .

(4.2.9)

Рекурсивные формулы (4.2.8), (4.2.9) позволяют редуцировать

скалярные функции B,N в лоренц-тензоры с меньшей размерно-

стью, а также записать их в терминах векторов изотропной тет-

рады, используя соотношения (2.2.6). Рекуррентные соотношения

(4.2.8), (4.2.9) легко реализовать на одном из языков аналитическо-

го программирования с целью расчета матричных элементов [35].

4.3 Идея МБС

Основная идея МБС состоит в замене дираковских спино-

ров w в (4.2.1) на базисные спиноры u±1 (b±1) (2.1.1) и в использо-

вании уравнений (2.2.3),(2.1.10) для вычисления матричного эле-

мента в терминах скалярных функций.

Алгоритм МБС включает два этапа вычислений:

1. Преобразование к матричному элементу с безмассовыми базис-

ными спинорами uλ (b±1), т.е.

MD,A
λp,λk

(p,sp ; k,sk) = w̄D
λp

(p,sp) Q wA
λk

(k,sk) =
1√(

b̃−1 ξk
1

)
1√(

b̃−1 ξp
1

) ×

×ū−D×λp (b−1)
(
ξ̂p
1 + Dξ̂p

1 ξ̂
p
−1/mp

)
Q

(
ξ̂k
1 + Aξ̂k

−1ξ̂
k
1/mk

)
u−A×λk

(b−1) .(4.3.1)
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Таким образом, матричный элемент сводится к линейной ком-

бинации базовых матричных элементов Γλp,λk
.

2. С помощью соотношения (2.2.3)-(2.1.10) амплитуда (4.3.1) реду-

цируется к скалярной функции в терминах скалярных произве-

дений.

Рассмотрим в качестве иллюстрации вычислений с помощью

МБС расчет (4.2.1) с Q = I для безмассовых спиноров

Mλp,λk
(p,k) = ūλp (p) uλk

(k) . (4.3.2)

Преобразуем (4.3.2) к виду

ūλp (p) uλk
(k) =

ū−λp (b−1) p̂k̂ u−λk
(b−1)

2
√

(p b−1) (k b−1)
. (4.3.3)

Затем, используя соотношения (2.2.3)-(2.1.10), редуцируем (4.3.3)

к скалярной функции

ū−λp (b−1) p̂k̂ u−λk
(b−1)√(

p b̃−1

) (
k b̃−1

) = (2.2.3) =

ū−λp (b−1)
[(

b̃−1 k
)

p̂ uλk
(b1) +

(
ñ−λk

k
)
p̂ uλk

(b−1)
]

√(
p b̃−1

) (
k b̃−1

) =

=
δλp, −λk

[(
p b̃−1

) (
k ñ−λk

)
−

(
k b̃−1

) (
p ñ−λk

)]

√(
b̃−1 p

) (
b̃−1 k

) . (4.3.4)
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Для выражения (4.3.3) можно сразу получить, что

ū−λp (b−1) p̂k̂ u−λk
(b−1)√(

p b̃−1

) (
k b̃−1

) =
Γ1,−1

λp, −λk√(
p b̃−1

) (
k b̃−1

) =

=
δλp, −λk

Xp,k
−1,−λk√(

p b̃−1

) (
k b̃−1

) . (4.3.5)

В итоге имеем, что спинорное произведение двух безмассовых

фермионов задается соотношением

ūλp (p) uλk
(k) =

δλp, −λk

[(
p b̃−1

) (
k ñ−λk

)
−

(
k b̃−1

) (
p ñ−λk

)]

√(
b̃−1 p

) (
b̃−1 k

) .(4.3.6)

независимо от представления матриц Дирака и явного вида базис-

ных спиноров.

Таким образом, в МБС

• не используется явный вид спиноров Дирака, γ-матриц и самих

базисных спиноров;

• не используется вычисление шпуров;

• в отличие спинорной техники, не требуется специальных преоб-

разований сверток γ–матриц и векторов поляризаций через бис-

пиноры;

• кроме этого, в отличие от варианта спинорной техники с исполь-

зованием двухкомпонентных спиноров [36–38], не требуется со-

здания новых правил Фейнмана в терминах этих спиноров.
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4.4 “Строительные” блоки фейнмановских

диаграмм

Заметим, что метод базисных спиноров обладает одной воз-

можностью, которая увеличивает его эффективность и делает до-

статочно мощным средством для расчетов сложных матричных

элементов. С помощью соотношения полноты амплитуда процесса

может быть представлена в виде композиции функций ΓC,A
σ,ρ (4.2.2).

Такие вставки позволяют разбить фермионную линию (4.2.1) на

произведение фермионных линий с базисными спинорами uλ (bA),

например:

M 1,1
λp,λk

(p,sp ; k,sk) =

1∑

A, C,σ, ρ=−1

{
ūλp (p,sp) u−σ (b−C)

}

{ūσ (bC) Qu−ρ (b−A)}
{
ūρ (bA) uλk

(k,sk)
}

=

=

1∑

σ, ρ=−1

1∑

A, C=−1

s̄
(C, 1)
σ,λp

(p,sp) ΓC,A
σ,ρ [Q] s

(A, 1)
ρ,λk

(k,sk) . (4.4.1)

В соотношении (4.4.1) выделены коэффициенты разложения s,s̄

физических спиноров по базисным спинорам, которые также яв-

ляются частными случаями базового матричного элемента Γ [Q]:

s
(A, B)
ρ,λ (p,sp) = ūρ (bA) wB

λ (p,sp) , s̄
(A, B)
ρ,λ (p,sp) = s

∗ (−A, B)
−ρ,λ (p,sp) .

(4.4.2)

Таким образом, техника MБС обладает возможностью рассчи-

тывать такие блоки фейнмановских диаграмм, как спинорные про-

изведения, фермионные токи и более сложные структуры Γ [Q] с

различными операторами Q, и затем использовать их как гото-

вые скалярные функции. При этом более сложные по конструкции

блоки будут включать более “простые” блоки. Все возможные диа-

граммы Фейнмана могут быть построены из таких “строительных”
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блоков.

Наличие “строительных блоков” фейнмановских диаграмм поз-

воляет сформировать технику вычислений амплитуд процессов,

которую можно назвать техникой “строительных” блоков.

Суть этой методики следующая: матричный элемент редуцируется

к основным, заранее рассчитанным блокам. Сами блоки использу-

ются как скалярные функции, рассчитанные либо через компонен-

ты физических векторов, аналогично спинорным произведениям в

спинорной технике, или через скалярные произведения 4-векторов.

Такая редукция очевидно, позволяет уменьшить число вычисляе-

мых фейнмановских графов за счет повторений “строительных”

блоков. К наиболее удачным применениям расчетов такого ти-

па следует отнести расчеты, которые реализованы в программе

WPHACТ [39]. Эти вычисления проведены на основе итерационной

схемы, предложенной в [19]. Рассмотрим простейшие примеры бло-

ков, которые возникают в результате использования базисных спи-

норов.

4.4.1 Коэффициенты разложения спиноров Дирака

Одним из простейших блоков являются коэффициенты разложе-

ния спиноров Дирака по базисным спинорам. Запишем коэффици-

енты разложения по базисным спинорам для наиболее часто ис-

пользуемых в физических приложениях поляризационных состоя-

ний фермионов. Если 4-импульс имеет следующие компоненты p =(
ωmp (p), px = |p| sin θp sin ϕp , py = |p| sin θp cos ϕp , pz = |p| cos θp),

то для спиральных поляризационных состояний фермионов, т.е.

для фермионов с вектором поляризации

sp = sH =

{ |p|
mp

,
ωmp (p)p

|p|mp

}
(4.4.3)
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коэффициенты разложения можно представить в виде [40,41]

s
(A, B)
ρ,λ (p,sH) = ūρ (bA) wB

λ (p,sH) =

= −λWmp (−λ ρ B p) f (λ ρ, B) D
∗ 1/2
Aρ/2,−Bλ/2 (ϕp ,θp , − ϕp) ,(4.4.4)

где

Wmp (±p) =
√

ωmp (p) ± p , (4.4.5)

f (A,D) = δA,−1 + D δA,1 . (4.4.6)

В случае безмассовых фермионов находим, что

s
(A, D)
ρ,λ (p,sH) =

δρ,D×λ√(
p b̃−1

)
[
δA,1

(
p b̃−1

)
+ δA,−1 (p ñ−D×λ)

]
.(4.4.7)

Несложно получить коэффициенты разложения, как для дру-

гих выборов векторов поляризаций фермионов, так и для произ-

вольного случая [44,45].

4.4.2 Спинорные произведения

По аналогичной схеме можно рассчитать и более крупные блоки

фейнмановских диаграмм (спинорные произведения, токи и т.д.)

[45]. Следующим примером, уже более сложным, чем коэффици-

енты разложения, являются спинорные произведения

SA,B
λp,λk

(p; k) = w̄A
λp

(p,sp) wB
λk

(k,sk) . (4.4.8)

Поскольку в нашем подходе спиноры Дирака фермиона и анти-

фермиона связаны соотношением (2.6.3), то достаточно вычислить

спинорное произведение вида

S
(α)
λp,λk

(p,k) = ūλp (p,sp) ωα uλk
(k,sk) (4.4.9)
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c проективной матрицей ωα = 1/2 (I + α γ5). Остальные возможные

комбинации спинорных произведений преобразуются к вышеука-

занной с помощью соотношения (2.6.3). С помощью соотношения

полноты для базисных спиноров выражение (4.4.9) представим в

виде:

S
(α)
λp,λk

(p,k) =

1∑

σ, ρ=−1

1∑

A, C=−1

ūλp (p,sp) u−σ (b−C)

{ūσ (bC) ωα u−ρ (b−A)} ūρ (bA) uλk
(k,sk) =

=

1∑

σ, ρ=−1

1∑

A, C=−1

s̄
(C,1)
λp,σ

(p) ΓC,A
σ,ρ [ωα] s

(A,1)
ρ,λk

(k) . (4.4.10)

Используя то, что

ΓC,A
σ,ρ [ωα] = δα,−ρ δC,A δσ,ρ (4.4.11)

упростим выражение (4.4.10)

S
(α)
λp,λk

(p,k) =

1∑

C=−1

s̄
(C,1)
λp,−α, (p) s

(C,1)
−α,λk

(k) . (4.4.12)

Как следует из расчетов, спинорное произведение (4.4.9) выража-

ется как линейная комбинация коэффициентов разложения (4.4.2),

которые уже рассчитаны нами в предыдущем разделе. Следова-

тельно, несложно получить выражения спинорного произведения

для различных поляризационных состояний фермионов. Отметим,

что такая особенность МБС, состоящая в том, что более крупные

блоки выражаются как линейные комбинации более простых, поз-

воляет уменьшить вероятность ошибок при вычислениях и поэтому

является очень важной.

Рассмотрим несколько частных случаев спинорных произведе-

ний. Простейшим, в смысле количества слагаемых, является спи-
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норное произведение биспиноров для безмассовых фермионов. По-

сле несложных вычислений (cм. также (4.3.6)) получим, что

S
(α)
λp,λk

(p,k) = λk δα,−λk
δλp,−λk

(√
k−p+eiλpϕp −

√
k+p−e−iλkϕk

)
,(4.4.13)

где

(p b±1) = p± = p0 ± pz , (p nλ) = λ (px + iλ py) = λ
√

p2
x + p2

y eiλpϕp .(4.4.14)

Запишем спинорное произведение для массивных спиральных

фермионов c импульсами p =
(
ωmp (p), p sin θp sin ϕp , p sin θp cos ϕp ,

p cos θp) и k =
(
ωmk

(p), k sin θk sin ϕk , k sin θp cos ϕk , k cos θk). Ис-

пользуя коэффициенты разложения (4.4.4) спинорное произведе-

ние (4.4.12) представимо в виде:

S
(α)
λp,λk

(p,sH ; k,sH) =

= Wmp (−αλpp) Wmk
(αλkk) D

1/2
λp/2, λk/2 (φp,k,βp,k, − φp,k) .(4.4.15)

Углы φp,k,βp,k связаны c углами θp ,θk ,ϕp ,ϕk формулой

D
1/2
λp/2, λk/2 (φp,k,βp,k, − φp,k) =

=

1∑

A=−1

D
1/2
A/2,−λk/2 (ϕk,θk,−ϕk) D

∗ 1/2
A/2,−λp/2

(ϕp,θp, − ϕp) .(4.4.16)

Не составляет труда найти спинорное произведение и для про-

извольной поляризации фермионов. Как видно из формул (4.4.13)

и (4.4.15), спинорные произведения имеют компактный вид. По

аналогичной схеме несложно вычислить и фермионные токи с мат-

рицами Дирака (см. раздел 4.5).

4.5 Примеры расчетов на основе МБС

В качестве примеров применения Метода Базисных Спиноров

рассмотрим вычисление матричных элементов процессов с уча-
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стием e−, e+. Для таких реакций имеется достаточно много при-

меров и такие вычисления будут тестом MБС. Как увидим ниже,

представленные результаты имеют относительно компактный вид.

Эти примеры показывают простоту использования, с одной сторо-

ны, и вычислительную мощь, с другой стороны, излагаемой тех-

ники. Все расчеты производились с помощью простейшей “rule-

based” программы, в которой реализованы основные соотношения

МБС (cм. [35,46]).

4.5.1 Реакция e−e+ → W+W−

Для иллюстрации техники МБС начнем с процесса

e− (p1,λ1) + e+ (p2,λ2) → W− (k1, α) + W+ (k2,β) , (4.5.1)

где 4-импульсы и спиновые индексы указаны в скобках. Реак-

ция (4.5.1) в борновском приближении описывается диаграммами,

изображенными на рисунке 4.1.

Рисунок 4.1– Фейнмановские диаграммы для e−e+
→ W −W + в борновском

приближении

Амплитуда процесса может быть записана в виде

Me+e−→W+W− = MγZ + Mν , (4.5.2)
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MγZ =
4πα

P 2

[
ῡλ2 (p2) γµuλ1 (p1) −

− P 2 ῡλ2 (p2) γµ (ge
V − ge

Aγ5) uλ1 (p1)

2 (P 2 − m2
Z + imZΓZ) sin2 θW

]
Γ̃µαβ (P,k1,k2) εα (k1) εβ (k2) ,(4.5.3)

Mν =
πα

2Q2 sin2 θW

ῡλ2(p2)ε̂ (k2) (1 − γ5) Q̂ ε̂ (k1) (1 − γ5) uλ1 (p1) ,(4.5.4)

где величины ge
A, ge

V – аксиальная и векторная константы связи

электронов соответственно, ΓZ–ширина Z0–бозона. Лоренц–тензор

Γ̃µαβ (P,k1,k2) связан с трехбозонной вершиной Γµαβ
V (P,k1,k2) ,V =

γ,Z в СМ

Γµαβ
V (P,k1,k2) = gWWV Γ̃µαβ (P,k1,k2) ,

Γ̃µαβ (P,k1,k2) = gαβ (k1 − k2)
µ + 2

(
P αgµβ − P βgµα

)
(4.5.5)

c gWWγ = 1 и gWWZ = ctgθW (без фактора, связанного с электри-

ческим зарядом e).

В уравнениях (4.5.3) и (4.5.4) также использованы следующие

обозначения: α и θW являются постоянной тонкой структуры и

углом Вайнберга-Салама соответственно, векторы εα (k1), εβ (k2)–

векторы поляризации W -бозонов и 4-импульсы P,Q определяются

посредством соотношений P = p1 + p2, Q = p1 − k1.

Расчет матричных элементов (4.5.3),(4.5.4) проведем в системе

центра инерции e+e−. В этой системе отсчета физические векторы

процесса (4.5.1) имеют вид

p1 =

√
s

2
(1,0,0,βe) ,k1 =

√
s

2
(1, βW sin θ, 0, βW cos θ) ,

p2 =

√
s

2
(1,0,0, − βe) , k2 =

√
s

2
(1, − βW sin θ,0,−βW cos θ) , (4.5.6)

εµ
ν1

(k1) =
1√
2

(0, cos θ, i ν1, − sin θ) , εµ
ν2

(k2) =
1√
2

(0, cos θ, − i ν2, − sin θ) ,

εµ
0 (k1) = γW (βW , sin θ, 0, cos θ) , εµ

0 (k2) = γW (βW , − sin θ, 0,− cos θ) ,(4.5.7)
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где использованы обозначения и функции: s = (p1 + p2)
2, βW =

=
√

1 − 4m2
W/s, βe =

√
1 − 4m2

e/s, γW =
√

s/ (2mW ), ν1,ν2 = ±1

и θ- - угол рассеяния W−-бозона в с.ц.и.

C помощью коэффициентов разложения (4.4.4) и соотношения

(4.2.6) преобразуем ток спиральных массивных фермионов (см.

(4.5.3))

jµ
λ2,λ1

[p2,p1] = ῡλ2 (p2) γµuλ1 (p1) =

=

1∑

σ, ρ=−1

1∑

A, C=−1

s̄
(C,−1)
λ2,σ

(p2) ΓC,A
σ,ρ [γµ] s

(A,1)
ρ,λ1

(p1) (4.5.8)

в лоренц-вектор, состоящий из векторов изотропной тетрады

jµ
λ2,λ1

[p2,p1] =

1∑

σ=−1

Wme (λ2σp2) Wme (−λ1σp1) ×

×
(
δλ2,λ1λ1σb̃µ

λ1×σ − δλ2,−λ1ñ
µ
λ1

)
. (4.5.9)

Используя формулы (4.4.5) и (4.5.6), преобразуем выражение

(4.5.9) к виду

jµ
λ2,λ1

[p2,p1] = (−1)
√

s

[
me√

s
δλ2,λ1

1∑

σ=−1

(−σ)b̃µ
σ + δλ2,−λ1ñ

µ
λ1

]
.

(4.5.10)

Аналогичные расчеты для тока, входящего в диаграмму с Z0-

бозоном приводит к соотношению

j̃µ
λ2,λ1

[p2,p1] = ῡλ2 (p2) γµ (ge
V − ge

Aγ5) uλ1 (p1) = (−1)
√

s ×

×
[

me√
s

δλ2,λ1

(
1∑

σ=−1

(−σ) ge
σ×λ1

b̃µ
σ

)
+ δλ2,−λ1 (ge

V − λ1 βe ge
A) ñµ

λ1

]
,(4.5.11)

где ge
λ = (ge

V + λge
A) , λ = ±1.
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Как следует из (4.5.10) и (4.5.11), порядок вкладов, связан-

ных с массой электрона определяется величиной me/
√

s и для

коллайдера LEP200 (
√

s = 200 ГэВ) составляет ≈ 2,5 × 10−6, а

при
√

s = 500 ГэВ величина me/
√

s ≈ 10−6. При исследовании

возможных ограничений на аномальные параметры трехбозонных

вершин, такие слагаемые дают малый вклад по сравнению с воз-

можными вкладами аномальных параметров и ими можно прене-

бречь.

С помощью (4.5.10) и (4.5.11) запишем выражение для фей-

нмановских диаграмм с обменом γ и Z0-бозоном в терминах ска-

лярных произведений физических векторов и векторов изотропной

тетрады для безмассовых фермионов:

MγZ = 4πα
δ−λ2,λ1√

s

(
ge
−λ1

χ (s)

2 sin2 θW

− 1

)
ñµ

λ1
Γ̃µαβ (P,k1,k2) εα (k1) εβ (k2) =

= 4πα
δ−λ2,λ1√

s

(
ge
−λ1

χ (s)

2 sin2 θW

− 1

)
[(ε (k1) ε (k2)) ((k1 − k2) ñλ1) +

+2 ((P ε (k1)) (ε (k2) ñλ1) − (P ε (k2)) (ε (k1) ñλ1))] , (4.5.12)

где χ (s) = s/
(
s − m2

Z + imZΓZ

)
.

Следующий шаг состоит в вычислении диаграммы с обменом

нейтрино. Поскольку в расчетах пренебрегается массой электрона,

то если использовать соотношения (4.2.7), амплитуда (4.5.4) может

быть переписана в виде:

Mν =
πα (1 − λ1)

Q2 sin2 θW

ū−λ2 (p2) ε̂ (k2) Q̂ε̂ (k1) uλ1 (p1) =

=
2πα δλ2,−λ1 δλ1,−1

Q2 sin2 θW

B{p2,ε(k2),Q,ε(k2),p1}
−1,λ1(
p1b̃−1

) (
p2b̃−1

) . (4.5.13)

Применяя рекурсивные соотношения (4.2.8),(4.2.9) и (2.2.6) мож-

но найти матричный элемент с обменом нейтрино в терминах ска-
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лярных произведений физических векторов и векторов изотропной

тетрады.

Используя уравнения (4.5.12) и (4.5.13), несложно найти выра-

жения в обычных для таких процессов переменных. Так для про-

дольно поляризованных W -бозонов (ε (k1,2) = ε0 (k1,2))) получим,

что

MLL
γZ = 4πα λ1 δλ2,−λ1

(
χ (s)

ge
−λ1

2 sin2 θW

− 1

)
βW

(
2γ2

W + 1
)

sin θ ,(4.5.14)

MLL
ν =

4πα

sin2 θW

γ2
W

βW
δλ2,−λ1 δλ1,−1

(
1 − 1

γ4
W (1 + β2

W − 2βW cos θ)

)
sin θ .

(4.5.15)

Отметим, что эта амплитуда (формулы (4.5.14), (4.5.15)) аналити-

чески воспроизводит матричный элемент работы [47], полученное

с помощью метода, представленного в [48].

4.5.2 Реакция e−e+ → ff̄

В качестве следующего применения техники МБС рассмотрим ре-

акцию с массивными фермионами f, f̄ (f 6= e)

e− (p1,λ1) + e+ (p2,λ2) → f (k1,ν1) + f̄ (k2,ν2) . (4.5.16)

Фейнмановские диаграммы в борновском приближении представ-

лены на рисунке 4.2, а амплитуда процесса записывается в виде

Me+e−→ff̄ (λ1,λ2; ν1,ν2) = Mγ (λ1,λ2; ν1,ν2) + MZ0 (λ1,λ2; ν1,ν2) ,(4.5.17)

где

Mγ (λ1,λ2; ν1,ν2) = (4πα/s) Qf ῡλ2 (p2) γµuλ1 (p1) ūν1 (k1) γµυν2 (k2) ,(4.5.18)

MZ0 (λ1,λ2; ν1,ν2) = (πα/s) RZ

(
gµν − P µP ν/m2

Z

)

ῡλ2 (p2) γν (ge
V − ge

Aγ5) uλ1 (p1) ūν1 (k1) γµ

(
gf

V − gf
Aγ5

)
υν2 (k2)(4.5.19)
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Рисунок 4.2– Диаграммы Фейнмана для реакции e−e+
→ ff̄

c RZ = 1/
(
cos2 θW sin2 θW

(
s − m2

Z + imZΓZ

))
. Константы gf

V , gf
A

являются константами связи массивных фермионов f , а величи-

на Qf – заряд фермиона f в единицах |e|.
Как следует из выражений для матричных элементов, они

представляют собой скалярные произведения электронного и фер-

мионного тока. Соотношения (4.5.18) и (4.5.19) могут быть пере-

писаны в виде

Mγ (λ1,λ2; ν1,ν2) = 4πα/s Qf (jλ2,λ1 [p2,p1] jν1,ν2 [k1,k2]) ,(4.5.20)

MZ0 (λ1,λ2; ν1,ν2) = 4πα/s RZ

[(
j̃λ2,λ1 [p2,p1] j̃ν1,ν2 [k1,k2]

)
−

− 1

m2
Z

(
j̃λ2,λ1 [p2,p1] P

) (
j̃ν1,ν2 [k1,k2] P

)]
. (4.5.21)

Скалярное произведение, входящее в (4.5.20),(4.5.21), несложно

рассчитать, так имеются уже рассчитанные выражения (4.5.10) и

(4.5.11) для электронных токов через 4-векторы фермионов и век-

торы изотропной тетрады. Как видим, в данном примере работа-

ет методика “строительных” блоков фейнмановских диаграмм. Со-

гласно ей, скалярное произведение фермионных токов также мо-

жет быть некоторым “строительным” блоком, рассчитанным зара-

нее.

Для того чтобы получить аналитическое выражение матрич-

ных элементов (4.5.20) и (4.5.21), найдем выражение для ферми-
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онных токов jν1,ν2 [k1,k2] и j̃ν1,ν2 [k1,k2]. Поступая аналогично рас-

четам, приводящих к (4.5.10) и (4.5.11) находим, что в с.ц.и. (см.

(4.5.6))

jµ
ν1,ν2

[k1,k2] =
√

s

(
δν1,−ν2 +

√
2

s
mfδν1,ν2

)
×

×
[

1∑

σ=−1

(
d1

σ,ν (θ) ñµ
−σ +

σ√
2

d1
0,ν (θ) b̃µ

σ

)]
, (4.5.22)

j̃µ
ν1,ν2

[k1,k2] =
√

s

[([
gf

V − ν1βf gf
A

]
δν1,−ν2 +

√
2

s
mf gf

V δν1,ν2

)
×

×
1∑

σ=−1

(
d1

σ,ν (θ) ñµ
−σ +

σ√
2

d1
0,ν (θ) b̃µ

σ

)
+ δν1,ν2

ν1mf gf
A√

s

1∑

σ=−1

b̃µ
σ

]
.

(4.5.23)

Здесь число ν = (ν1 − ν2) /2, а функция d1
λ,ν (θ), так называемая

малая функция Вигнера индекса 1, определяет угловое распреде-

ление конечных фермионов. В (4.5.23) введена также вспомога-

тельная функция βf =
√

1 − 4m2
f/s .

Используя выражения для токов (4.5.10), (4.5.11) и (4.5.22),

(4.5.23) находим матричные элементы процесса e−e+ → ff̄ для

спиральных массивных фермионов с учетом всех возможных по-

ляризационных состояний (т.е. для любых λ1,2 = ±1, ν1,2 = ±1) в

компактной форме:

Mγ (λ1,λ2; ν1,ν2) = (−1) 8πα Qf

(
δν1,−ν2 +

√
2

s
mf δν1,ν2

)
×

×
(

δλ1,−λ2d
1
λ1,ν

(θ) + δλ1,λ2

√
2

s
me d1

0,ν (θ)

)
, (4.5.24)
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MZ0 (λ1,λ2; ν1,ν2) = (−2)παsRZ ×

×
[([

gf
V − ν1βfg

f
A

]
δν1,−ν2 + δν1,ν2

√
2

s
mf gf

V

)
×

×
(

δλ1,−λ2d
1
λ1,ν

(θ) (ge
V − λ1βeg

e
A) + δλ1,λ2

√
2

s
meg

e
V d1

0,ν (θ)

)
+

+δλ1,λ2δν1,ν2

λ1ν1memf ge
Agf

A

s

(
1 − m2

Z

s

)]
. (4.5.25)

Отметим, что скалярное произведение фермионов токов просто

сводится к скалярным произведениям векторов изотропной тет-

рады (1.3.6). Данная процедура намного проще, чем аналогичная

операция в спинорной технике [37,38,49,50] и методов с использо-

ванием шпуров [51–53]. И что важно, что при использовании МБС не

происходит быстрого роста числа слагаемых, как это имеет место

в вышеупомянутых методах вычислений.

Заметим, что амплитуды (4.5.24) и (4.5.25) при me = 0 сов-

падают с точностью до фазового множителя амплитудами, кото-

рые были получены для разных спиновых конфигураций в рабо-

те [54] с использованием “шпурового” метода расчета матричных

элементов. В качестве теста, можно убедиться в том, что соответ-

ствующие сечения с неполяризованными фермионами, полученные

с помощью матричных элементов (4.5.24) и (4.5.25), совпадают с

хорошо известным выражением дифференциального сечения при

me = 0 (см.,например, [7]).

Аналогично можно рассчитать амплитуду процесса (4.5.16)

и другими поляризационными состояниями конечных фермионов

[11,44].

Метод базисных спиноров сочетает в себе достоинства как ме-

тодов, основанных на расчетах шпуров, так и методик с исполь-

зованием спинорной техники. Предлагаемая техника вычислений
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может быть реализована в компьютерных системах аналитических

вычислений, таких как Mathematica [55], Maple [56], Reduce [57],

Form [58]. Простой алгоритм позволяет дополнить уже созданные

пакеты, такие как FeynArts, [59], FeynCalc [3], HIP [60] и другие,

относительно несложной rule-based программой (см. о програм-

ме [35, 46, 61–63]). Рекурсивная техника позволяет полностью ав-

томатизировать процесс вычислений.
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59. Küblbeck, J. FeynArts: computer algebraic generation of Feyn-

man graphs and amplitudes / J. Küblbeck, M. Böhm, A. Denner //
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ПРИЛОЖЕНИЕ А

Явный вид матриц Гелл-Манна

λ1 =




0 1 0

1 0 0

0 0 0


 , λ2 =




0 −i 0

i 0 0

0 0 0


 , λ3 =




1 0 0

0 −1 0

0 0 0


 ,

λ4 =




0 0 1

0 0 0

1 0 0


 , λ5 =




0 0 −i

0 0 0

i 0 0


 ,

λ6 =




0 0 0

0 0 1

0 1 0


 , λ7 =




0 0 0

0 0 −i

0 i 0


 ,

λ8 =
1√
3




1 0 0

0 1 0

0 0 −2


 .
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