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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ РЕЛЯТИВИСТСКИХ  
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В работе найдены численные решения интегральных уравнений 

теории поля, описывающих связанные s -состояния: одночастичного 

уравнения Клейна-Гордона-Фока (КГФ) [1] и двухчастичных уравне-
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ний квазипотенциального типа [2, 3]. Уравнение КГФ рассмотрено в 

обычном координатном представлении, а двухчастичные – в реляти-

вистском конфигурационном представлении (РКП) [4], которое, по 

сути, является релятивистским обобщением обычного координатного 

представления квантовой механики.  

Решения уравнений получены в случае модельного потенциала 

следующего вида ( , a ,   – константы): 

 2 2( ) ( ) exp( )U r V r r a r      ,     (1) 

где величина r  в случае одночастичного уравнения является мо-

дулем радиус-вектора в обычном координатном представлении, а в 

случае двухчастичных уравнений – модулем радиус-вектора в РКП. 

Рассмотрение потенциала (1) интересно по следующим причинам. Во-

первых, вид этого потенциала при 0  (рисунок 1) указывает на 

возможность существования как связанных, так и резонансных состо-

яний. Во-вторых, потенциал (1) аналитичен, а значит, для его иссле-

дования на наличие резонансных состояний можно применить метод 

комплекс-скейлинга [5, 6]. И, в-третьих, этот потенциал может иметь 

связанные (и/или резонансные) состояния и при 0 . 
 

 

Рисунок 1 – Возможность существования связанных  

и резонансных состояний 
 

Интегральные уравнения, описывающие связанные s -состояния, 

имеют следующий вид (индекс 5,1j  соответствует пяти вариантам 

релятивистских уравнений:  

1j  ( 3j  ) – уравнение Логунова-Тавхелидзе (модифицированное),  

2j  ( 4j  ) – уравнение Кадышевского (модифицированное),  

5j  – уравнение Клейна-Гордона-Фока): 
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)()(),,()( )(

0

)()( rrVrrwgrdr jjj  


 , 0r ,   (2) 

где )()( rj  – волновая функция, ),,()( rrwg j   – функция Грина (ФГ), 

величина  2,0 w  связана с энергией частицы E  соотношением 

wmE cos  [7] (m –масса каждой частицы). ФГ уравнения Логунова-

Тавхелидзе имеет следующий вид (все ФГ при 1,2,3,4j   можно 

найти в [7]) 
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а функция Грина уравнения КГФ – 

 )sin||exp()sin||exp(
sin2

1
),,()5( wmrrwmrr
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rrwg 


 . 

Решение интегральных уравнений (2) найдено методом квадратур 

[8]. Замена верхнего бесконечного предела в уравнении некоторой 

большой величиной R  и представление в нѐм интеграла в виде суммы 

согласно одной из квадратурных формул с N  узлами на отрезке  R;0  

даѐт (
k

r , 
k

C – узлы и веса соответственно) 
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Взяв формулу (4) в точках 
n

rr  , Nn ,1 , получим линейную систему 

алгебраических однородных уравнений, которая имеет следующий вид: 
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(5) 

Контроль точности нахождения собственных значений константы 

связи   при фиксированном значении энергии (параметра w ) прово-

дился параллельным решением: для двухчастичных уравнений (2) – 

соответствующих им уравнений в импульсном представлении, для 

одночастичного уравнения (2) – соответствующего ему дифференци-

ального уравнения. 

На рисунках 2 и 3 приведены результаты численных расчѐтов 

условий существования связанных состояний (все вычисления прово-

дились для параметров 1m , 5a , 1  ). Результаты численных 

расчѐтов собственных значений найдены с точностью до 510  и выше 

для всех случаев, кроме второго возбужденного состояния в случае 

уравнения КГФ (с точностью до 310 ). 

На рисунках 4 и 5 приведены результаты численных расчѐтов для 

волновых функций при 4.0w : a) 0 ; b) 0  (основные состояния 
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обозначены сплошной линией, первые возбужденные состояния – 

штриховой линией, вторые возбужденные состояния – пунктирной ли-

нией). На рисунке видно, что число нулей волновой функции при 0r  

равно номеру возбуждѐнного состояния (в основном состоянии нулей 

нет). 
 

 
Рисунок 2 – Условия существования связанных состояний для 0 : 

a) основные состояния, b) первые возбуждѐнные состояния 

 
 

Рисунок 3 – Условия существования связанных состояний для 0 : 

a) основные состояния, b) первые возбуждѐнные состояния 
 

 
 

Рисунок 4 – Волновые функции при 0 : a) 1j , b) 5j  
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Рисунок 5 – Волновые функции при 0 : a) 2j , b) 4j  
 

Отметим, что использованный метод интегральных уравнений в 

РКП позволяет находить решения однозначно, что выгодно отличает 

его от других методов и позволяет надеяться на его эффективность 

для состояний рассеяния. 
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ВЫЧИСЛЕНИЕ КОМПЛЕКСНЫХ РЕЗОНАНСНЫХ БЫСТРОТ 

ДЛЯ МОДЕЛЬНЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ПОТЕНЦИАЛОВ 

 

В релятивистском конфигурационном представлении интеграль-

ные уравнения (ИУ), описывающие s-состояния рассеяния системы 

двух частиц с нулевым спином, имеют следующий вид [1]: 

( ) ( ) ( )

0

; .( , ) sin ( , ) ( ) ( , )q q q qj j jr mr dr G r r V r r     


                  (1) 

Здесь индекс 1,2,3,4j   соответствует одному из четырех вариан-

тов уравнений: 1 – Логунова-Тавхелидзе, 2 – Кадышевского, 3 – мо-

дифицированное уравнение Логунова-Тавхелидзе, 4 – модифициро-

ванное уравнение Кадышевского, q  – вещественная быстрота, 

( )( , )j q r  – волновая функция, ( )V r  – релятивистский потенциал, 

( ) ;( , )qjG r r   – функция Грина (ФГ). Быстрота q  связана с реляти-

вистской энергией 2 qE  соотношением 2 2 coshq qE m  . При 1j   

   (1) ,;
sinh ( / 2 ) ( ) sinh ( / 2 ) ( )

( , )
sinh ( ) / 2 sinh (sin2 ) / 2

q q

q

q

i m r r i m r ri
G r r

m rm r m r r

   


  

    
    

 
 

    
 

  

аналогичный вид имеют и остальные ФГ (см. [1]). 

По аналогии с нерелятивистским случаем ИУ для резонансных со-

стояний должно быть однородным, его решения будут существовать 

только для дискретных комплексных значений энергии (быстроты). Ин-

тегральное уравнение для резонансных состояний запишем в виде 

( q q qiw   ) 

( ) ( ) ( )

0

; .( , ) ( , ) ( ) ( , )q q q q q qj j jiw r dr G iw r r V r iw r    


                (2) 

Численное решение ИУ (2) возможно лишь для достаточно быстро 

убывающих при r  потенциалов, так как ФГ и волновая функция, 


