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БЕССЕЛЕВЫ СВЕТОВЫЕ ПОЛЯ  

В ОДНООСНЫХ КРИСТАЛЛАХ 
 

Бесселевы световые поля  обладают многими интересными свой-

ствами (например, бездифракционным распространением), поэтому 

широко изучаются в настоящее время [1, 2]. Авторы большинства ра-

бот ограничиваются только изотропными средами. Гораздо меньше 

работ для кристаллов, что обусловлено математическими трудностя-

ми. Обычно ограничиваются направлениями вдоль и перпендикуляр-

но оптической оси одноосных кристаллов (см., например, [4–8]) и от-



 

18 
 

дельными направлениями двухосных кристаллов.  

В настоящей работе инвариантным методом Ф.И. Федорова [9] 

изучаются монохроматические бесселевы световые поля вдоль произ-

вольных направлений одноосных кристаллов. Одноосные кристаллы 

характеризуются тензором cc  )( 0e0  ,  c – единичный вектор 

оптической оси ( 12 c ). В последних возможны моды двух типов: 

обыкновенные и необыкновенные (о- и е-типа) [9]. 

Пусть в одноосном кристалле в произвольном направлении zen    

)( 12 n  распространяется некоторое световое поле. Введем ортонор-

мированный базис  zyx eee ,, , ( 2

x ],[/],[ cncne  ), связанный с век-

торами n  и c . 

Для мод о-типа электрическое поле можно представить в виде [3, 

4, 10–13] 

],[ cE 0 ; 000 ED  .                                              (1) 

Здесь скалярная функция   должна удовлетворять уравнению Гельм-

гольца  

  0k 22  )( ,                                                 (2) 

где, для краткости, введены обозначения 0

2

0

2 kk  , ck0 / . 

Одними из возможных решений (2) являются функции Бесселя 

целочисленного порядка m первого рода 

)]([)(),,( ||  mzkiexpkJzyx mm   ,                               (3) 

которые описывают бегущие волны (моды о-типа) Бесселя вдоль оси 

ze  [10–12]. Здесь ||k – свободный параметр ( )(|| k0k  ), причем 

2

||

22 kkk 
;   

2yx  2 .                                             (4) 

Как обычно, в (3) азимутальный угол )/( xyarctg , модовое число 

m принимает целочисленные значения ...,,, 210m   . 

Вычисляя, находим, что 

nee
m1m1m

ik2k  ||/)( 
  .                                  (5) 

Здесь 2i yx /)( eee   – нормированные циркулярные векторы. Под-

ставляя (5) в (1) вычисляем электрический вектор 0E  бесселева поля о-

типа при произвольном направлении распространения n в одноосном 

кристалле. После некоторых выкладок 0E можно также представить в 

форме 

. sincos 0||00  EEE                                         (6) 

Здесь ζ – угол между векторам нормали n и оптической осью c. Элек-

трические векторы 
||0E  и 0E бесселевой моды о-типа  
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2ik 1m1m||0 )/(   eeE  ;                                 (7) 

2kki 1m1mm||0 /neE x )(                        (8) 

соответствуют направлениям, параллельным и перпендикулярным оси 

c. 

Вектор магнитного поля o0 ki ]]/,[,[ cH   вычисляем из 

уравнений Максвелла и представляем также как сумму двух слагае-

мых [10–12]: 

 sincos 0||00  HHH .                                (9) 

Векторы ||0H  и 
0H , описывающие поляризацию бесселевых полей о-

типа вдоль и перпендикулярно оптической оси, соответственно равны: 

nH m

2

m00 ikkk   |||| ;    
ym

2

1m1m00 ik2kk eH    /)(||
.        (10) 

Учитывая (5), нетрудно вычислить векторы ||0H  и  0H  явно: 

 neeH m1m1me0 ik2kkk   


/)(|| ;                    (11) 

.)()()(
||

neeeH 1m1mmy

2
2

2m2m

2

00 2

kk
i

2

k
ki

8

k
k 





   (12) 

Перейдем к модам е-типа. Для скалярного потенциала   необыкно-

венной монохроматической световой моды в одноосных кристаллах 

можно получить следующее анизотропное уравнение Гельмгольца 

0k e0

2

0   )( .                                     (13) 

Тогда вектор магнитного поля eH  моды е-типа равен [10–13] 

][ cH ,e  .                                               (14) 

Чтобы решить (13), введем масштабированный оператор набла 

 2/1  и перейдем тем самым к новым переменным ( rr
2/1  ), 

которые будем отмечать штрихами. Это означает изменение масштаба 

вдоль оси с. При этом поверхность оптической индикатрисы (эллип-

соид вращения) превращается в сферу и поэтому анизотропное урав-

нение Гельмгольца (13) принимает вид 

0k 22  )( ,                                             (15) 

как для изотропных сред. В отличие от (2) здесь уже e0

2

0

2 kk  . 

Пусть в одноосном кристалле в произвольном направлении zen    

)( 12 n  распространяется некоторая необыкновенная мода. Введем 

масштабированный ортонормированный базис  ',',' zyx eee , связанный 

с векторами n  и c : 

nnnez

121   /' / ; 2

x ],[/],[' cncne  ;  
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0y0y0y

21

xzy eeeeee  /]','[' / . 

Заметим, что ортогональному базису  ',',' zyx eee  в масштабированной 

системе координат соответствует неортогональный базис { 'xx ee  , 

0y0y0yy eeee  / , nez  } в реальном пространстве, где ],[ xz0y eee  . 

Одними из возможных решений (13) являются функции Бесселя 

первого рода, которые описывают бегущие волны (моды) Бесселя 

вдоль оси 'ze  [10-12]: 

)]([)'(),,( ||  
 mzkiexpkJzyx mm .             (16) 

Здесь введены обозначения:  

)(|| k0k  ;  2

||

22 kkk 
;   2yx  2' ; )'(' '/xyarctg .           (17) 

Масштабированные величины можно представить в инвариантной [8] 

форме: 

nn

rnrn
1

1
2











],[],[
' ;   

0y0y

0

x

y0
tg

eere

er




 ' ;   

0y0y

1

z'
ee

nr



 

 . 

Так как ,'/    21  то для расчета   можно воспользоваться 

результатами для мод о-типа, заменяя соответствующие величины 

штрихованными. В итоге находим, что векторы поля необыкновенных 

бесселевых мод равны 

0e  /],'[],[ ccH  .                               (18) 

Остальные векторы необыкновенных мод бесселевых световых полей 

)/(]],'[,'[/

e00

21

e ki  cE   , ee ED                 (19) 

можно вычислить из уравнений Максвелла и уравнений связи. Для 

представления векторов поля в явном виде достаточно использовать 

(5) и заменить переменные величины на их масштабированные. Тогда; 

например, вектор 

0m1m1me ik2ik  /],/)([ || cn'eeH   ,            (20) 

где 2i yx /)( eee   – масштабированные циркулярные векторы. 

 Выражения (18)–(20) эквивалентны соотношениям, ранее полу-

ченным нами в [10–12], но представлены здесь в инвариантной             

форме. Подчеркнем, что для мод е-типа функции m , 1m , 2m  зави-

сят от штрихованных координат. Мы показали, что переход от мод          

о-типа  к полям е-типа можно осуществить простой заменой соответ-

ствующих величин о-типа на их масштабированные аналоги. 

 Итак, переход к масштабированному (штрихованному) базису 

позволил упростить расчеты и получить компактные инвариантные 

выражения для бесселевых векторных полей о- и е-типов вдоль про-
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извольных направлений в одноосных кристаллах. 
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РАЗВИТИЕ ИССЛЕДОВАНИЙ ОПТИЧЕСКОЙ АКТИВНОСТИ 

КРИСТАЛЛОВ В ИНСТИТУТЕ КРИСТАЛЛОГРАФИИ РАН 

 

В 1958 г. на физическом факультете МГУ – студентам кафедры 

"Кристаллография и кристаллофизика" – читал курс лекций по кристал-

лооптике замечательный учѐный Ф.И. Фѐдоров. Именно с этого време-

нит и по настоящее время в Институте кристаллографии (ИК) РАН раз-

виваются методы исследования анизотропных оптически активных кри-

сталлов, основанные на использовании различных физических явлений. 

Первые совместные с Ф.И. Фѐдоровым работы, в ИК РАН, состоя-

ли в исследовании оптической активности одноосных кристаллов с 

учетом многократных отражений и в определении параметров опти-

ческой активности для кристаллов планальных классов. Именно с 

этих работ начались экспериментальные исследования кристаллов, 

ориентированных не только в направлении оптической оси, но и про-

извольным образом относительно еѐ. 

После того, как Ф.И. Фѐдоровым с учениками были получены точ-

ные выражения для азимута и эллиптичности света, прошедшего через 

пластинку из оптически активного двуосного поглощающего кристалла, 

стало возможно проводить экспериментальные исследования таких кри-

сталлов. Для этого специально был создан дихрограф. Этот прибор от-

личается от серийных дихрографов наличием специального приспособ-

ления, в силу чего обеспечивается возможность проведения измерений 

не только для изотропных, но и для анизотропных сред. Благодаря         

вращению образца в особом держателе исключается влияние линейного 

двупреломления, тем самым устраняется необходимость его учѐта. 

Таким образом, в ИКРАН основные направления исследования оп-

тической активности кристаллов разрабатывались на основе работ  Ф.И. 

Федорова. Выполнение при его жизни и последующие исследования – 

как теоретические, так и экспериментальные осуществлялись благодаря 


