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Изучается перестановочность элементов в полиадических группоидах с полиадической операцией s, , k, которая опре-
деляется на k-ой декартовой степени Ak n-арного группоида < A,  > с помощью подстановки  множества {1, , k} и 
n-арной операции .  
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The permutability of elements in polyadic groupoids with polyadic operation s, , k, which is determined on a k-th Cartesian 
power Ak of n-ary groupoid < A,  > with the substitution  of the set {1, , k} and n-ary operation  is studied.  
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 Введение 
Полиадическим группоидом специального 

вида мы называем универсальную алгебру 
< Ak, s, , k > с одной l-арной операцией s, , k, где 
l = s(n – 1) + 1, которая определяется на декарто-
вой степени Ak n-арного группоида < A,  > с 
помощью подстановки  множества {1, , k} и 
n-арной операции . Полиадическая операция 
s, , k первоначально была определена в [1]. Там 
же было доказано, что если n-арная операция  – 
ассоциативна, подстановка  удовлетворяет ус-
ловию l = , то полиадическая операция s, , k 
также является ассоциативной. Частным случаем 
(n = 2)  полиадической  операции s, , k является 
l-арная операция [ ]l, , k, которая первоначально 
была определена в [2] для любых целых k  2, 
l  2 и любой подстановки   Sk на k-ой декар-
товой степени Ak полугруппы A. Изучению опе-
рации [ ]l, , k и некоторых её обобщений посвя-
щена книга [3]. Частные случаи этой l-арной 
операции изучал Э. Пост в [4]. В качестве полу-
группы A он рассматривал либо симметрическую 
группу, либо полную линейную группу над по-
лем комплексных чисел. При этом арность поли-
адической операции и число k были связаны ра-
венством l = k + 1, а роль подстановки  в обоих 
случаях играл цикл (12  k). 

В данной статье изучается связь между пе-
рестановочностью элементов в n-арной полу-
группе < A,  > и перестановочностью элементов 
в l-арной полугруппе < Ak, s, , k >. 

1 Операция s, , k 
Опредедение 1.1 [1]. Пусть < A,  > – n-арный 

группоид, n  2, s  1, l = s(n – 1) + 1, k  2,   Sk. 
Определим на Ak вначале n-арную операцию 

1, , k(x1  xn) = 
= 1, , k((x11, , x1k)  (xn1, , xnk)) = 

= ((x11x2(1)  1 (1)nn
x 

),  

, (x1kx2(k)  1 ( )nn k
x 

)),      (1.1) 

а затем l-арную операцию 
s, , k(x1  xl) = 

= 1, , k(x1  xn–11, , k(xn  x2(n–1) 
1, , k( 1, , k(x(s–2)(n–1)+1  x(s–1)(n–1) 
1, , k(x(s–1)(n–1)+1  xs(n–1)+1)) ))).   (1.2) 

Ясно, что n-арная операция 1, , k совпадает 
с l-арной операцией s, , k при s = 1. 

Явный вид l-арной операции s, , k описыва-
ет следующая 
 Теорема 1.1 [1]. Если 

xi = (xi1, xi2, , xik), i = 1, 2, , l, 
s, , k(x1  xl) = (y1, , yk), 

то для любого j  {1, , k} j-я компонента yj 
находится по формуле 

yj = (x1jx2(j)  2( 1) ( )nn j
x  

 

1 2( 1) 1( ) (2( 1)) ( )
( n nn j n j
x x    

  (  

  ( 1)( 1)(( 1)( 1) 1) ( )
( s ns n j
x     

  

 ( 1)( ( 1) 1) ( )
)s ns n j

x   
 ))).            (1.3) 

 Замечание 1.1. Если n-арная операция  
ассоциативна, то (1.3) может быть переписано 
следующим образом 
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yj = (x1jx2(j)  ( 1)( ( 1) 1) ( )
)s ns n j

x   
 = 

= (x1jx2(j)  1 ( )ll j
x 

). 

 Если  – бинарная операция, обозначаемая 
символом , то бинарная операция 1, , k совпа-

дает с бинарной операцией 


 , а l-арная операция 
s, , k – с l-арной операцией [ ]l, , k из [3]. При 
этом l = s + 1, а равенства (1.1), (1.2) и (1.3) при-
нимают вид 

x1 


  x2 = (x11, , x1k) 


  (x21, , x2k) = 

= (x11x2(1), , x1kx2(k)), 
[x1x2  xk]l, , k = 

= x1 


  (x2 


  (  (xl–2 


  (xl–1 


  xl))  )), 

yj = x1j(x2(j)(  ( 1 ( ) ( 1) ( )
) )).s ss j s j

x x  
  

 Для сокращения записей в правой части 
последнего равенства символ операции  не ука-
зан. Для ассоциативной бинарной операции  это 
же равенство может быть переписано следую-
щим образом 

yj = x1jx2(j)  2 1( 1) ( ) ( )
.l ll j l j

x x   
 

Именно таким равенством в [3, определение 
3.1.4] была определена l-арная операция [ ]l, , k на 
k-ой декартовой степени полугруппы A. 
 Таким образом, l-арная операция [ ]l, , k из [3], 
определенная на k-ой декартовой степени полу-
группы, является частным случаем l-арной опе-
рации [ ]l, , k из [5], определенной на k-ой декар-
товой степени группоида. Последняя операция, в 
свою  очередь, является частным случаем l-арной 
операции из определения 1.1, определенной на  
k-ой декартовой степени n-арного группоида. 

Изучению некоторых свойств операции 
s, , k посвящены статьи [6], [7]. 

Замечание 1.2. Частным случаем l-арной 
операции s, , k является и n-арная операция   из 

[3, с. 227], которая совпадает с n-арной операци-
ей 1, (12  n–1), n–1. 

Имеет место 
Теорема 1.2 [1]. Если n-арная операция  – 

ассоциативна, подстановка  удовлетворяет 
условию l = , то l-арная операция s, , k ассо-
циативна. 

Теорема 1.3 [8]. Если < A,  > – n-арная 
группа, подстановка  удовлетворяет условию 
l = , то < Ak, s, , k > l-арная группа. 

 
2 Перестановочность элементов в < Ak, s, , k > 
Напомним, что n-арный группоид < A, [ ] > 

называют: 
абелевым, если в нём для любой подстановки  
множества {1, 2, , n} выполняется тождество 

[x1x2  xn] = [x(1)x(2)  x(n)]; (2.1) 
полуабелевым, если в нём выполняется тождество 

[xx1  xn–2y] = [yx1  xn–2x].        (2.2) 

Заметим, что абелевы и полуабелевы n-ар-
ные операции впервые появились у Дёрнте [9] 
при изучении n-арных групп. 

При n = 2 понятия абелевости и полуабеле-
вости совпадают, так как в этом случае тождест-
ва (2.1) и (2.2) принимают вид xy = yx. 

Последовательность  e1 … en–1  элементов  
n-арного группоида < A, [ ] > называют 
нейтральной в нем, если для любого x  A верно 

[e1 … en–1x] = [xe1 … en–1] = x; 
левой нейтральной в нем, если для любого x  A 
верно 

[e1 … en–1x] = x; 
правой нейтральной в нем, если для любого 
x  A верно 

[xe1 … en–1] = x. 
Предложение 2.1. Если подстановка  

удовлетворяет условию n = , то n-арный груп-
поид < A,  > является полуабелевым тогда и 
только тогда, когда полуабелев n-арный группо-
ид < Ak, 1, , k >. 

Доказательство. Необходимость. Пусть 
xi = (xi1, …, xi(n–1))  Ak, i = 1, …, n. 

Так как n-арный группоид < A,  > – полуабелев, 
то, учитывая определение операции s, , k и тож-
дественность подстановки n–1, получим 

1, , k(x1x2  xn–1xn) = 
= 1, , k((x11, , x1k)  (xn1, , xnk)) = 
= ((x11x2(1)  2( 1) (1)nn

x   1 (1)nn
x 

),  

, (x1kx2(k)  2( 1) ( )nn k
x   1 ( )nn k

x 
)) = 

= ((x11x2(1)  2( 1) (1)nn
x  

xn1),  

, (x1kx2(k)  2( 1) ( )nn k
x  

xnk)) = 

= ((xn1x2(1)  2( 1) (1)nn
x  

x11),  

, (xnkx2(k)  2( 1) ( )nn k
x  

x1k)) = 

= ((xn1x2(1)  2( 1) (1)nn
x   11 (1)nx 

),  

, (xnkx2(k)  2( 1) ( )nn k
x   11 ( )n k

x 
)) = 

= 1, , k(xnx2  xn–1x1), 
то есть 

1, , k(x1x2  xn–1xn) = 1, , k(xnx2  xn–1x1). 
Следовательно, n-арный группоид < Ak, 1, , k > 
является полуабелевым. 

Достаточность. Пусть x1, …, xn – произ-
вольные элементы из A. Положим 

yi = ( , ...,i i

k

x x )  An–1, i = 1, …, n, 

1, , k(y1y2 … yn–1yn) = (g1, …, gn–1), 
1, , k(yny2 … yn–1y1) = (h1, …, hn–1). 

Так как n-арный группоид < Ak, 1, , k > является 
полуабелевым, то 

1, , k(y1y2 … yn–1yn) = 1, , k(yny2 … yn–1y1), 
откуда gi = hi, где 

gi = (x1x2 … xn–1xn), hi = (xnx2 … xn–1x1). 
Следовательно, в n-арном группоиде < A,  > 
выполняется тождество 
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(x1x2 … xn–1xn) = (xnx2 … xn–1x1), 
что означает его полуабелевость.                          

Замечание 2.1. При доказательстве доста-
точности предложения 2.1 тождественность под-
становки n–1 не использовалась. 

Так как, согласно замечанию 1.2, n-арная 
операция   совпадает с n-арной операцией 

1, (12  n–1), n–1, то полагая в предложении 2.1 
k = n – 1,  = (12  n – 1), получим 

Следствие 2.1 [3, Предложение 5.1.12].      
n-Арный группоид < A,  > является полуабеле-
вым тогда и только тогда, когда полуабелев n-
арный группоид < An–1,   >. 

Следующая теорема обобщает необходимое 
утверждение из формулировки предложения 2.1. 

Теорема 2.1. Если n-арная полугруппа 
< A,  > является полуабелевой, подстановка 
  Sk удовлетворяет условию l = , то l-арная 
полугруппа < Ak, s, , k > также является полу-
абелевой. 

Доказательство. Так как < A,  > – n-арная 
полугруппа, то согласно теореме 1.2, l-арный 
группоид < Ak, s, , k > действительно  является  
l-арной полугруппой. 

Положим 
xi = (xi1, xi2, , xik), i = 1, 2, , l, 

s, , k(x1x2  xl–1xl) = (y1, y2, , yk), 
s, , k(xlx2  xl–1x1) = (z1, z2, , zk), 

где, в силу замечания 1.1, 
yj = (x1jx2(j)  

 ( 1) 1( ( 1)) ( )s ns n j
x    ( 1)( ( 1) 1) ( )s ns n j

x   
), 

zj = (x(s(n–1)+1)jx2(j)  
 ( 1) 1( ( 1)) ( )s ns n j

x    ( 1)1 ( )s n j
x 

). 

Так как l –1 – тождественная подстановка,  то  
l –1(j) = s(n –1)(j) = j для любого j = 1, 2, , k. 
Учитывая это равенство, и, используя обозначение 

t = ( 1) 1( ( 1) 2) ( )t nt n j
x    

  

 ( 1)( 1) 1(( 1)( 1)) ( )t nt n j
x     

, t = 0, 1, , s – 1, 

последние два равенства можно переписать сле-
дующим образом 

yj = (x1j1 1 ( )nn j
x 

2 2( 1)(2( 1) 1) ( )nn j
x   

3  

 s–2 ( 1)( 1)(( 1)( 1) 1) ( )s ns n j
x     

s–1x(s(n–1)+1)j), 

zj = (x(s(n–1)+1)j1 1 ( )nn j
x 

2 2( 1)(2( 1) 1) ( )nn j
x   

3  

 s–2 ( 1)( 1)(( 1)( 1) 1) ( )s ns n j
x     

s–1x1j). 

В силу полуабелевости n-арной операции , 
имеем 

yj = (x1j1 1 ( )nn j
x 

2 2( 1)(2( 1) 1) ( )nn j
x   

3  

 s–2 ( 1)( 1)(( 1)( 1) 1) ( )s ns n j
x     

s–1x(s(n–1)+1)j) = 

= ( 1 ( )nn j
x 

1x1j2 2( 1)(2( 1) 1) ( )nn j
x   

3  

 s–2 ( 1)( 1)(( 1)( 1) 1) ( )s ns n j
x     

s–1x(s(n–1)+1)j) = 

= ( 1 ( )nn j
x 

1 2( 1)(2( 1) 1) ( )nn j
x   

2x1j3  

 s–2 ( 1)( 1)(( 1)( 1) 1) ( )s ns n j
x     

s–1x(s(n–1)+1)j) = 

 
= ( 1 ( )nn j

x 
1 2( 1)(2( 1) 1) ( )nn j

x   
2 3( 1)(3( 1) 1) ( )nn j

x   
3  

 ( 1)( 1)(( 1)( 1) 1) ( )s ns n j
x     

s–2x(s(n–1)+1)js–1x1j) = 

= ( 1 ( )nn j
x 

1 2( 1)(2( 1) 1) ( )nn j
x   

2 3( 1)(3( 1) 1) ( )nn j
x   

3  

 x(s(n–1)+1)js–2 ( 1)( 1)(( 1)( 1) 1) ( )s ns n j
x     

s–1x1j) = 

 
= ( 1 ( )nn j

x 
1x(s(n–1)+1)j2 2( 1)(2( 1) 1) ( )nn j

x   
  

 s–2 ( 1)( 1)(( 1)( 1) 1) ( )s ns n j
x     

s–1x1j) = 

= (x(s(n–1)+1)j1 1 ( )nn j
x 

2 2( 1)(2( 1) 1) ( )nn j
x   

3  

 s–2 ( 1)( 1)(( 1)( 1) 1) ( )s ns n j
x     

s–1x1j) = zj, 

то есть yj = zj. Следовательно, в < Ak, s, , k > вы-
полняется тождество 

s, , k(x1x2  xl–1xl) = s, , k(xlx2  xl–1x1), 
что означает полуабелевость l-арной полугруппы 
< Ak, s, , k >.                                                             

Предложение 2.1 получается из теоремы 2.1 
при s = 1. 

Так как n-арная полугруппа < A,  >, произ-
водная от полугруппы A, в которой выполняется 
тождество 

xx1  xn–2y = yx1  xn–2x, 
является полуабелевой, то из теоремы 2.1 выте-
кает 

Следствие 2.2. Пусть < A,  > – n-арная 
полугруппа, производная от полугруппы A, в ко-
торой выполняется тождество 

xx1  xn–2y = yx1  xn–2x, 
подстановка   Sk удовлетворяет условию 
l = . Тогда l-арная полугруппа < Ak, s, , k > яв-
ляется полуабелевой. 

Теорема 2.2. Если n-арный группоид < A,  > 
обладает левой нейтральной последовательно-
стью, то из полуабелевости l-арного группоида 
< Ak, s, , k > следует полуабелевость n-арного 
группоида < A,  >. 

Доказательство. Пусть x, x2, , xn–1, y – 
произвольные элементы из A, e1  en–1 – левая 
нейтральная последовательность n-арного груп-
поида < A,  >. Положим 

x = ( , , )
k

x x , x2 = 2 2( , , )
k

x x ,  

, xn–1 = 1 1( , , )n n

k

x x  , y = ( , , )
k

y y , 

xn = x2(n–1)+1 =  = x(s–1)(n–1)+1 = 1 1( , , )
k

e e , 

xn+1 = x2(n–1)+2 =  = x(s–1)(n–1)+2 = 2 2( , , )
k

e e , 

 
x2(n–1) = x3(n–1) =  = xs(n–1) = 1 1( , , )n n

k

e e  . 

Так как l-арная полугруппа < Ak, s, , k > – 
полуабелева, то 
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s, , k(xx2  xs(n–1)y) = s, , k(yx2  xs(n–1)x), 
откуда, в силу (1.3), имеем 
(xx2   xn–1 1 1 1 1

1

( ( ( ) ))n n

s

e e e e y 



     


) = 

= (yx2   xn–1 1 1 1 1

1

( ( ( ) ))n n

s

e e e e x 



     


), 

откуда, используя левую нейтральность последо-
вательности e1  en–1, получим 

(xx2   xn–1y) = (yx2   xn–1x). 
Последнее равенство, ввиду произвольного вы-
бора элементов x, x2, , xn–1, y  A, означает по-
луабелевость n-арного группоида < A,  >.          

Если в теореме 2.2 n-арный группоид 
< A,  > является n-арной полугруппой, обла-
дающей правой нейтральной последовательно-
стью, то в силу замечания 1.1, предпоследнее 
равенство из доказательства теоремы 2.2 имеет 
вид 

(xx2   xn–1 1 1 1 1

1

n n

s

e e e e 



  


y) = 

= (yx2   xn–1 1 1 1 1

1

n n

s

e e e e 



  


x), 

откуда, используя правую нейтральность после-
довательности e1  en–1, получим 

yj = (xx2  ( xn–1 1 1 1 1

1

n n

s

e e e e 



  


)y) = 

= (yx2  ( xn–1 1 1 1 1

1

n n

s

e e e e 



  


)x), 

(xx2   xn–1y) = (yx2   xn–1x). 
Поэтому имеет место 

Теорема 2.3. Если n-арная полугруппа < A,  > 
обладает нейтральной (левой нейтральной, пра-
вой нейтральной) последовательностью, то из 
полуабелевости l-арного группоида < Ak, s, , k > 
следует полуабелевость n-арной полугруппы 
< A,  >. 

Так как в n-арной полугруппе < A,  >, про-
изводной от полугруппы A с единицей (левой 
единицей, правой единицей) e, последователь-
ность 

1n

e e


  является нейтральной (левой ней-

тральной, правой нейтральной), то из теоремы 
2.3 вытекает 

Следствие 2.3. Пусть < A,  > – n-арная 
полугруппа, производная от полугруппы A с еди-
ницей (левой единицей, правой единицей). Тогда 
из полуабелевости l-арного группоида 
< Ak, s, , k > следует полуабелевость n-арной 
полугруппы < A,  >. 
 

3 Критерии полуабелевости 
 Теоремы 1.2, 2.1 и 2.3 позволяют сформу-
лировать  следующий критерий полуабелевости 
l-арной полугруппы < Ak, s, , k >. 

Теорема 3.1. Пусть n-арная полугруппа 
< A,  > обладает нейтральной (левой нейтральной, 

правой нейтральной) последовательностью, 
подстановка   Sk удовлетворяет условию 
l = . Тогда < Ak, s, , k > – l-арная полугруппа, 
являющаяся полуабелевой тогда и только тогда, 
когда n-арная полугруппа < A,  > полуабелева. 
 Если подстановка  из Sk удовлетворяет 
условию n = , то она удовлетворяет и условию 
s(n–1)+1 = . Поэтому из теоремы 3.1 вытекает 

Следствие 3.1. Пусть n-арная полугруппа 
< A,  > обладает нейтральной (левой нейтраль-
ной, правой нейтральной) последовательностью, 
подстановка   Sk удовлетворяет условию 
n = . Тогда < Ak, s, , k > – l-арная полугруппа, 
являющаяся полуабелевой тогда и только тогда, 
когда n-арная полугруппа < A,  > полуабелева. 
 Любой  цикл    длины  n – 1  из  Sk,  где   
n – 1  k, удовлетворяет условию n = , а значит 
и условию s(n–1)+1 = . Поэтому полагая в теоре-
ме 3.1 или в следствии 3.1  – цикл длины n – 1, 
получим 

Следствие 3.2. Пусть n-арная полугруппа 
< A,  > обладает нейтральной (левой нейтраль-
ной, правой нейтральной) последовательностью, 
 – цикл длины n – 1 из Sk, где n – 1  k. Тогда 
< Ak, s, , k > – l-арная полугруппа, являющаяся 
полуабелевой тогда и только тогда, когда n-ар-
ная полугруппа < A,  > полуабелева. 
 Полагая в следствии 3.2 k = n – 1, получим 

Следствие 3.3. Пусть n-арная полугруппа 
< A,  > обладает нейтральной (левой нейтраль-
ной, правой нейтральной) последовательностью, 
 – цикл длины n – 1 из Sn–1. Тогда < An–1, s, , n–1 > – 
l-арная полугруппа, являющаяся полуабелевой 
тогда и только тогда, когда n-арная полугруппа 
< A,  > полуабелева. 
 Полагая в следствии 3.3 σ = (12  n – 1), 
получим 

Следствие 3.4. Пусть n-арная полугруппа 
< A,  > обладает нейтральной (левой нейтраль-
ной, правой нейтральной) последовательностью. 
Тогда < An–1, s, (12  n – 1), n–1 > – l-арная полугруп-
па, являющаяся полуабелевой тогда и только 
тогда, когда n-арная полугруппа < A,  > полу-
абелева. 
 Полагая в теореме 3.1 и следствиях 3.1–3.4 
n = 3, получим ещё три следствия. 

Следствие 3.5. Пусть тернарная полугруп-
па < A,  > обладает нейтральной (левой ней-
тральной, правой нейтральной) последователь-
ностью, подстановка   Sk удовлетворяет ус-
ловию 2s+1 = . Тогда < Ak, s, , k > – (2s + 1)-ар-
ная полугруппа, являющаяся полуабелевой тогда 
и только тогда, когда тернарная полугруппа 
< A,  > полуабелева. 

Следствие 3.6. Пусть тернарная полугруп-
па < A,  > обладает нейтральной (левой ней-
тральной, правой нейтральной) последователь-
ностью, подстановка   Sk имеет порядок 2. 
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Тогда < Ak, s, , k > – (2s + 1)-арная полугруппа, 
являющаяся полуабелевой тогда и только тогда, 
когда тернарная полугруппа < A,  > полуабелева. 

Следствие 3.7. Пусть тернарная полугруп-
па < A,  > обладает нейтральной (левой ней-
тральной, правой нейтральной) последователь-
ностью,  – транспозиция из Sk. Тогда 
< Ak, s, , k > – (2s + 1)-арная полугруппа, являю-
щаяся полуабелевой тогда и только тогда, когда 
тернарная полугруппа < A,  > полуабелева. 

Следствие 3.8. Пусть тернарная полугруп-
па < A,  > обладает нейтральной (левой ней-
тральной, правой нейтральной) последователь-
ностью. Тогда < A2, s, (12), 2 > – (2s + 1)-арная 
полугруппа, являющаяся полуабелевой тогда и 
только тогда, когда тернарная полугруппа 
< A,  > полуабелева. 
 Так как в бинарных группоидах понятия 
абелевости и полуабелевости совпадают, то из 
теоремы 3.1 вытекает 

Следствие 3.9. Пусть полугруппа A облада-
ет единицей (левой единицей, правой единицей), 
подстановка   Sk удовлетворяет условию 
l = . Тогда < Ak, [ ]l, , k > – l-арная полугруппа, 
являющаяся полуабелевой тогда и только тогда, 
когда полугруппа A абелева. 

Замечание 3.1. Следствие 3.9 для полу-
группы A с единицей доказано в [3, Предложение 
3.5.4]. 

Так как всякая n-арная группа обладает ней-
тральными последовательностями, то для n-ар-
ных групп теоремы 2.3 и 3.1 формулируются 
следующим образом. При этом при формулиров-
ке теоремы 3.3 учитывалась теорема 1.3. 

Теорема 3.2. Если < A,  > – n-арная группа, 
то из полуабелевости l-арного группоида 
< Ak, s, , k > следует полуабелевость n-арной 
группы < A,  >. 

Теорема 3.3. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па, подстановка   Sk удовлетворяет условию 
l = . Тогда < Ak, s, , k > – l-арная группа, яв-
ляющаяся полуабелевой тогда и только тогда, 
когда n-арная группа < A,  > полуабелева. 
 Для теоремы 3.3 можно сформулировать 
следствия, аналогичные следствиям 3.1–3.9. 
 Например, используя следствие из теоремы 
3.3 для случая n = 3, получим следующие два 
примера. 
 Пример 3.1. Пусть T3 – множество всех не-
чётных подстановок на трёх символах. Опреде-
лим на T3 тернарную операцию () = . 
Тогда < T3,  > – полуабелева тернарная группа 
третьего порядка, не являющаяся абелевой [10]. 
Согласно теореме 3.3, для любого s  1 универ-
сальная алгебра < 2

3T , s, (12), 2 > является полу-

абелевой (2s + 1)-арной группой девятого порядка. 
В частности, < 2

3T , 1, (12), 2 > – полуабелева тер-

нарная группа девятого порядка. 

 Пример 3.2. Пусть Dn – диэдральная группа, 
Bn – подмножество всех её отражений. Опреде-
лим на Bn тернарную операцию () = . 
Тогда < Bn,  > – полуабелева тернарная группа 
порядка n, не являющаяся абелевой [10]. Соглас-
но теореме 3.3, для любого s  1 универсальная 
алгебра < 2

nB , s, (12), 2 > является полуабелевой 

(2s + 1)-арной группой порядка n2. В частности, 
< 2

nB , 1, (12), 2 > – полуабелева тернарная группа 

порядка n2. 
 
 4 Критерии не n-полуабелевости 

Пусть l = s(n – 1) + 1, s  1. l-Арный группо-
ид < A,  > называется n-полуабелевым, если в 
нём для любых t = 0, 1, , s – 1 выполняется то-
ждество 

(x1  xt(n–1)xt(n–1)+1xt(n–1)+2  x(t+1)(n–1) 
x(t+1)(n–1)+1x(t+1)(n–1)+2  xs(n–1)+1) = 

= (x1  xt(n–1)x(t+1)(n–1)+1xt(n–1)+2 … 
… x(t+1)(n–1)xt(n–1)+1x(t+1)(n–1)+2  xs(n–1)+1). 

 Если положить 
i = x(i–1)(n–1)+2  xi(n–1), i = 1,  s, 

то последнее тождество можно переписать сле-
дующим образом 

[x11xn  x(t–1)(n–1)+1txt(n–1)+1 

t+1x(t+1)(n–1)+1t+2  sxl] = 
= [x11xn  x(t–1)(n–1)+1tx(t+1)(n–1)+1 

t+1xt(n–1)+1t+2  sxl]. 
 Понятно, что l-полуабелевые l-арные груп-
поиды – это в точности полуабелевые l-арные 
группоиды, а 2-полуабелевые l-арные группоиды – 
это в точности абелевы l-арные группоиды. 
 n-Полуабелевы полиадические операции 
впервые появились у Э. Поста [4] при изучении 
полиадических групп. 
 Полиадический группоид, не являющийся 
n-полуабелевым, будем называть также не n-по-
луабелевым. 

Проведя соответствующие вычисление, 
можно убедиться в справедливости следующего 
предложения. 
 Предложение 4.1. Всякий  n-полуабелевый  
l-арный группоид является полуабелевым. 
 В связи с предложением 4.1 возникает во-
прос: существуют ли полуабелевы l-арные груп-
поиды вида < Ak, s, , k >, не являющиеся n-полу-
абелевыми? 
 Для положительного ответа на этот вопрос 
нам понадобятся две теоремы из [11]. 

Теорема 4.1 [11]. Пусть n-арная полугруппа 
< A,  > обладает правой нейтральной последо-
вательностью e1  en–1 и отличным от en–1 эле-
ментом, подстановка   Sk удовлетворяет ус-
ловию n  . Тогда l-арный группоид < Ak, s, , k > 
не является n-полуабелевым. 
 Теорема 4.2 [11]. Пусть n-арная полугруппа 
< A,  > обладает левой нейтральной последова-
тельностью e1  en–1 и отличным от e1 элементом, 
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подстановка   Sk удовлетворяет условию 
n  . Тогда l-арный группоид < Ak, s, , k > не 
является n-полуабелевым. 
 Эти теоремы и теорема 3.1 позволяют 
сформулировать следующие две теоремы. 

Теорема 4.3. Пусть полуабелева n-арная по-
лугруппа < A,  > обладает правой нейтральной 
последовательностью e1  en–1 и отличным от 
en–1 элементом, подстановка   Sk удовлетво-
ряет условиям n  , l = . Тогда < Ak, s, , k > – 
полуабелева, но не n-полуабелева l-арная полу-
группа. 

Теорема 4.4. Пусть полуабелева n-арная по-
лугруппа < A,  > обладает левой нейтральной 
последовательностью e1  en–1 и отличным от 
e1 элементом, подстановка   Sk удовлетворя-
ет условиям n  , l = . Тогда < Ak, s, , k > – 
полуабелева, но не n-полуабелева l-арная полу-
группа. 

В n-арной группе < A,  > для любого её 
элемента a существуют такие элементы u и v, что 
последовательности 


2n

u a a


 , 
2n

a a v


  

являются нейтральными. Поэтому к n-арной 
группе < A,  >, обладающей различными эле-
ментами a и b, применима как теорема 4.3 
( 

2n

u a a


  рассматривается как правая нейтраль-

ная последовательность), так и теорема 4.4 
(

2n

a a v


  рассматривается как левая нейтральная 

последовательность). 
Таким образом, для n-арных групп имеет 

место 
 Теорема 4.5. Пусть < A,  > – полуабелева 
неодноэлементная n-арная группа, подстановка 
  Sk удовлетворяет условиям n  , l = . 
Тогда < Ak, s, , k > – полуабелева, но не n-полу-
абелева l-арная группа. 
 Пример 4.1. Пусть < 2

3T , 1, (12), 2 > – полу-

абелева тернарная группа девятого порядка из 
примера 3.1. Считая в определении l-арной опе-
рации s, , k 
A = 2

3T ,  = 1, (12), 2, n = 3, k = 4, σ = (1234)  S4, 

определим на ( 2
3T )4 (2s + 1)-арную операцию 

s, (1234), 4. 
 Если s = 2t, где t  1, то 

(1234)2s+1 = (1234)4t+1 = (1234). 
А так как, кроме того, (1234)3  (1234), то со-
гласно теореме 4.5, универсальная алгебра 
< ( 2

3T )4, 2t, (1234), 4 > является полуабелевой (4t + 1)-ар-

ной группой порядка 38, не являющейся 3-по-
луабелевой. В частности, < ( 2

3T )4, 2, (1234), 4 > – 

полуабелева 5-арная группа порядка 6561, не 
являющаяся 3-полуабелевой. 

 Пример 4.2. Пусть < 2
nB , 1, (12), 2 > – полуабе-

лева тернарная группа порядка n2 из примера 3.2. 
Считая в определении l-арной операции s, , k 
A = 2

nB ,  = 1, (12), 2, n = 3, k = 4, σ = (1234)  S4, 

определим на ( 2
nB )4 (2s + 1)-арную операцию 

s, (1234), 4. Тогда для любого t  1 по теореме 4.5, 
< ( 2

nB )4, 2t, (1234), 4 > – полуабелева (4t + 1)-арная 

группа порядка n8, не являющаяся 3-полуабе-
левой. В частности, < ( 2

nB )4, 2, (1234), 4 > – полу-

абелева 5-арная группа порядка n8, не являющая-
ся 3-полуабелевой. 
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